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Exercice 1.

On considère E le sous-ensemble de M2(R), formé des matrices du type :

M(θ) =

(
cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

)
où θ est un réel.

1. Montrer que E est stable pour la multiplication matricielle (c’est-à-dire que

le produit de deux éléments de E est encore un élément de E). L’est-il pour

l’addition ?

2. Montrer que tM(θ) = M(−θ) = (M(θ))−1.

3. Prouver que, pour tout entier n de N, (M(θ))n = M(nθ).

4. Exprimer de deux façons (M(θ) +M(−θ))n et en déduire :

cosn θ =
1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
cos(2k − n)θ ;

n∑
k=0

(
n

k

)
sin(2k − n)θ = 0

Exercice 2.
1. Soit un entier n > 2, et le polynôme P = Xn − 1.

(a) Montrer que pour tout k ∈ [[0, n− 1]], le nombre complexe ωk = e
2ikπ
n est

une racine de P .

(b) Montrer que pour tout (i, j) ∈ [[0, n− 1]]2, i 6= j =⇒ ωi 6= ωj.

(c) En déduire la factorisation de P dans C[X].

2. Soient un entier n > 2, et le polynôme Q = (X + 1)n − 1.

(a) Déterminer toutes les racines de Q dans C et en déduire la factorisation

de Q dans C[X].

(b) On note R la polynôme de C[X] tel que Q = XR ; en exprimant R de

deux façons, calculer deux expressions de R(0), puis en déduire la valeur

du réel A défini par A =
n−1∏
k=1

sin

(
kπ

n

)
.


