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Exercice 1
1. Soit (,6') € R2.

sin o [ cos 0’
cos —sind’

_{ cosfcost —sinfsin b’

~ \—sinfcosb — cosfsinb’
[ cos(0+6") sin(6+96)
~ \—sin(@+0") cos(6+6)

cos 6
—sinf

sin 0’
M(0) x M(0") = < cos0’)
cosfsin @ + sin 6 cos 0’
—sin @ sin 0’ + cos 6 cos ¢’

) MO +0")
Ainsi E est stable par multiplication : V (M, M') € E?, M x M' € E.

FE n’est pas stable par addition : contre-exemple :

o3 3) = oo -3

Or 21 ¢ F puisque V0 € R,cosf <1 < 2.

¢ _ [cosf —sinf\ [ cos—0 sin—6)\
M(9) = (sin@ cosd > N (— sin—60 cos—6) M(=0)
Or d’apres 1), M () x M(—0) = M (0 — 0) = M(0) = I>.

Donc M(6)~! = M(-0).
3. Montrons que pour tout n € N, M (0)™ = M(nf). Par récurrence sur n.
(I). Pour n =0 : M° = I et M(0) = I5. L’hypothese est vraie au rang 0.

(H). Supposons I’hypothese vraie au rang n.

M(e)n+1 — M(a)n

b M (nf) x

x M(0)
M(0)
(T) M(nb + 0)
=M((n+1)0)

4. D’une part :

oo =+ mor = (200, 0] = (0

D’autre part, puisque M () et M(—60) commutent (puisque M(—6) = M(0)™1),

d’apres la formule du binoéme :

(ar(6) + M0 =3 () M) x ar-)*
k=0
>

cos(2k — n)o

sin(2k — n)8 cos(2k —n)6

Il
o
3
(=)
N
>~ 3
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sin(2k — n)9>

) (¢
> (Z) cos(2k - > (Z) sin(2k —n)f

kO

zn: (Z) sin(2k — )0 Z (Z) cos(2k — n)f

On peut donc déduire des deux expressions obtenues que pour tout entier n € N
et pour tout § € R :

n n

3 <Z> cos(2k —n)0 = 2" cos™0 ;> <Z> sin(2k —n)f =0

k=0 k=0

En particulier pour tout entier n € N et pour tout # € R :

1 n
27 ( )COS (2k —n)o

cos™

Exercice 2
1. Soit le polynéme P = X™ — 1 avec n > 2.

2im

(a) Soit k € [0,n —1] et wp =e"n .
Plwg) = (62¥)n—1:e2

donc wy, est une racine de P.

M 1=1-1=0
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(b) Soit 7,5 € [0,n — 1] et supposons que w; = w;. Alors :

2iiT 2ijm
e n = e n
2im 25w

<~— 3dkeZ,— = — +2km
n n

<~ dk € Z,2im = 2jm + 2n x knw
<~ dkeZ,i=j+nxk
< JdkeZi—j=nxk

Donc w; = wj ssi ¢ — j est un multiple de n.
Mais puisque 0 < 4, <n—1,ona:

—(n-1)<i—-j<n-1

et ¢ — j est un multiple de n. Or le seul multiple de n dans [—(n —1),n — 1]

est 0. Donc nécessairement k = 0 et donc ¢ = j. Ainsi :
Vi,je [0,n—1], w,=w; = i=].

Le résultat demandé en est la contraposée.

(¢) Le polynéome P est de dégré n, et donc admet au plus n racines distinctes. Or
w1,ws, .. .,w, sont n racines distinctes de P ; ce sont donc toutes les racines

de P. Ainsi on a la factorisation suivante de P dans C[X] :
n—1
P=1x (X —w)=(X—wo) x (X —wi) x - x (X —wp_1)
i=0

(puisque 1 est le coeflicient de plus haut degré de P).

2. (a) Soit@=(X+1)"—1avecn >2.OnaVz e C,Q(zr) = P(zx+1) donc on en

déduit la factorisation de @ dans C[X] :

n—1
Q=X +1-w)=(X+1-wp)x (X+1-w)xx(X+1-w,1)
=0

(b) Or wy = en = ¢ = 1. Donc on peut simplifier la factorisation de Q par :

O
|

XXx(X4+1-w)x - x(X+1—-wp_1)

=R

Ainsi :
n—1
R= H(X+1—Wk):(X+1—wl) X (X—|—]_—w2) e X(X-f-l—wn,l)
k=1
et donc :
n—1
R(0) = I-wr)=1—-w1)x (1 —wg) X+ x(l—wp_1)
k=1
n—1
=[[a-¢")
k=1
n—1

n—1 n—1 k
ikm
R(0) = en x || (—2i)sin —
k=1 k=1

in n—1 n—1 kr
= exp ( X k) x (=2i)" 7t x sin —

[ — k=1 "

1 n—1 k

= exp T nin—1) x (=2i)" 71 x sin -

n 2 pie

~1 ok
= exp (1(71 5 )77) x (—2i)" 1 x sin ~~
k=1
n—1
k
=it x (=2i)" 7! x sin -
k=1
n—1
k
=2n 1 x sin -
k=1

C’est la premiere expression de R(0). Pour I'obtention de la deuxiéme, on
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développe @Q a l’aide de la formule du binéme :

n

Q:(X+1)”—1:<Z

k=0

k=1
" /n
=X k—1
XZ k:)X
k=1
= R:Zn: ") xk-1
k
k=1
— R(0) = (?) —n
On en déduit :
nilsin b -
o n—1
pale n 2

(D)




