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Exercice 1
Soit a et b vérifiant : 2 < |a| < 3 et 1 < |b| < 2. Appliquons l'inégalité triangulaire pour
encadrer [3a —2b] :

e On applique l'inégalité triangulaire :

[3al - |20]

| <|3a — 20| < |3al + |20
<= [3a| - 2/b]|

|
|3a — 20| < 3a| + 2/b|

ININ

D’une part (majoration) : 3la] +2[b] <3x3+2x2=13.
D’autre part (minoration) :
6<3lal<9et —4<-2/p <-2
= 2<3la|-2/b| <7
= 2<|3|a| - 2| <7
= 2<|3|a| - 2/b|]

On en déduit Pencadrement de |3a — 25 :

2 < [3lal - 2Jb]| < |3a - 28| < 3|al + 2Jb| < 13

— [2<[3a- 20 < 13

Exercice 2

1. (a) La négation de P; est :

‘ﬂPlz dreR,VneZ,x>n

(b) C’est la proposition P; qui est vraie. Montrons-la :
Soit x un réel quelconque. Il s’agit de montrer I'existence de n € Z tel que
x < n. I suffit de prendre n = |z| + 1. En effet, par définition de la partie
entiere, |z|+1€Z et x < |x]+1 ce qui implique que = < [z] + 1.

2. (a) La négation de P; est :

’—.sz 3xeR,3yeR,(m2zy2/\x#y)‘

(b) C’est la proposition —P» qui est vraie. Montrons-la :
y=-l,onaz?=y’=letaxty.

en prenant x = 1 et

3. (a) La négation de P5 est :

~P3= VzeR,AyeR, (2 =y?rzty)

(b) C’est la proposition Ps qui est vraie. Montrons-la : prenons z = 0 et y un réel
quelconque, et supposons que z2 = 32 ; alors y? = 0, et donc par intégrité de
x, nécessairement y = 0, c’est-a-dire x = y.

Exercice 3

1) Procédons par récurrence avec pour assertion de récurrence :
2" > n?.

P(n) =

Initialisation. Pour n = 4, 2" = 2% = 16 et n? = 42 = 16. Ainsi 92(4) est vraie.
Hérédité. Supposons que Z2(n) soit vraie pour un entier n >4 : 2" > n2. Alors :

2n+1:2><2”22><n2
Montrons alors que 2 xn? > (n+1)? :
2xn?>(n+1)? = 2n2>n?+2n+1 < n?-2n-1>0.

Le trindéme n? — 2n — 1 a pour discriminant A =4 +4 =8> 0 et deux racines réelles :
2+ \/§
2

=1+1/2; il est positif & Pextérieur de ses 2 racines. Or puisque n > 4 et que :

4>1+V2 &= 3>V2 9> 2 ce qui est vrai

on a bien :
2" > 2% n? > (n+1)%

En particulier, £(n + 1) est vraie.

Conclusion. ‘Pour tout entier n >4, 2" > n? ‘

2) Procédons par une récurrence a deux pas, avec pour assertion de récurrence :

P(n) =

up =2" +5".
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Initialisation. Pour n =0, ug =2 et 2° +5% = 1 + 1 = 2. Ainsi Z(0) est vrai.
Pour n=1,u; =7et 2! +5' =2+ 5=7. Ainsi (1) est vrai.
Hérédité. Supposons £(n) et Z(n+ 1) vrais pour un entier n € N. Alors :

Un+2 = 7un+1 - 10un

_ n+1 n+ly _ n n
H._R.7X(2 +5") =10 x (2" +5™)

=(7x2-10)x 2"+ (7x5-10) x 5"
=4x2" +25x5"
=922 x 2" + 5% x 5"

_ 2n+2 + 5n+2

Ainsi, Z(n +2) est vrai.

Conclusion. ‘Pour tout n e N, u, =2"+5™|

Exercice 4

1. (a) Ona
2

22+l=mz < 22-max+1=0

Le trinéme a pour discriminant A =m? —4 = (m - 2)(m +2). On a donc :

A>0 <= me]—-o00,-2[U ]2, +00]
A=0 <= me{-22}
A<0 < me]-22

Considérons 3 cas :
e Sime | —o0,-2[U ]2,+00][.
m+vm2-4

Il y a deux solutions réelles distinctes, 5

m-vm?2-4 m+vm?-4

2 ’ 2

Sime ] -o00,-2[U ]2,+00[, S 2{

}

e Sime {-2,2}.

m
Il y a une solution réelle, —

m

Sime {-2,2}, ym:{g}

eSime]-22[.

m=+i

. . 4-m?
Il y a deux solutions complexes conjuguées, .

2

Sime]-29 7 _{m—i\/4—m2'm+i\/4—m2}

2 2

Un couple (x,y) de réels est solution du systeme :

r+y=-m-1
TXYy=m

si et seulement z et y sont les deux racines réelles (comptées avec leur ordre
de multiplicité du trinéme x2 + (m + 1)z + m. Il a pour discriminant

A=(m+1)2-dm=m?+2m+1-4m=m?-2m+1=(m-1)%>0.

On considére deux cas :

e Sim=1. .
+
Alors A=0etx=y= _m2 =-1. Il y a un seul couple solution :
1 1
S (e ey

e SimeR~{1}.
Alors A > 0 et les solutions du trindéme sont les deux réels :

-m-1+\/(m-1)> -m-1x|m-1]|

2 2

Il y a deux couples solutions : Si m e R~ {1},

o - -m-1-|m-1 -m-1+m-1]\ (-m-1+|m-1] -m-1-|m-1]
" 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2

)
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On pourrait en dire plus :

Sim>1:%,={(-m,-1);(-1,-m)}
Sim<1:={(-m,-1);(-1,-m)}

Ainsi :

’Si meR~N{1}: S, ={(-m,-1);(-1,-m)} ‘

On considere I'inéquation : z—1 < /x + 2. Elle est bien définie des que z+2 > 0
c’est-a-dire pour x € [-2,+00[. On consideére deux cas selon que z -1 < 0 ou
z—-12>0.

e Sixze[-2;1[. Alors z — 1 <0<V +2. Ainsi tous les réels dans l'intervalle
[-2; 1] sont solutions.

e Size[l,+oo[. Alors z—1 > 0; les deux termes de I'inégalité sont positifs, on
obtient donc une inéquation équivalente en élevant chaque terme au carré :

2
2-1<Vz+2 = (2-1)?<Vz+2 = 2?20+l <242 — 2°-32-1<0.

Etudions le signe de ce trindéme ; son discriminant est A =9+4 =13 > 0 et ses
racines sont 3*7 V13 Le trinéme est négatif entre ses deux racines, or

3-V13

2 <]l <<= 3-V13<2 <<= 1<V13 << 1<13

Ainsi : 2= Y 13 <1< :“T Y13 Dans ce cas les solutions sont done tous les réels

de lintervalle [1, MT\/E]
Finalement 1’ensemble des solutions est :

S =[-21[ U [1;3+\/ﬁ]:[—2-3+\/ﬁ]

2 2

Soit 'inéquation |x + 1| < Va2 - 3z + 2.

Elle est bien définie des que 2% — 3z + 2 > 0; ce trinéme a discriminant
A =9-8=1>0 et deux racines réelles 1 et 2. Ainsi I'inéquation a un sens
seulement pour x € |—o0; 1] U [2; +00].

Puisque tout est positif, on éleve au carré :

Or1<1
5

. 1
1. Puisque - est

|z +1] < Va2 -3z +2
— (z+1)*<a?-32+2

=2 +2r+1<2?-30+2

~—br<l1
1
< xr< -
5
< 2 ainsi :
y:]—oo;l]
5

Exercice 5

défini pour tout x # 0, et que la partie entiere est définie sur R, on

en déduit .

2. Ona - -2

V2 2

D’autre part,

Orl1<+v3<2

d’ou :

entiere de %

. SineN* alors n > 1 entraine 0 <

.Or1<\/§<2donc%<§<1.0nadonc0<%<%<1,d’oﬁ:

r(v2)=o|

1 1x(V3+1) CVB+1l B+l
V3-1 (V3-1)x((v3+1) 3*-12 2

donC2<\/§+1<3,d’0ﬁl<@<%.Onaainsil<ﬁ<%<2,

f(va-1)=1}

% < 1 : il reste un doute concernant la partie
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Sin=1,alors f(1) =|1] =1.

Sin>2, alorsO<fS§<1doncf(n):0.
n

1
Pour tout n € Z;, n < -1 entraine -1 < — <0, donc f(n) = -1.
n

0 sin>2
Conclusion : pour tout neZ, | f(n)=4 1 sin=1
-1 sin<-1

4. (a) Puisque 0 < a < b, alors i > %. La partie entiere étant croissante, il s’en suit

ORERdED

Ceci montre que ’ f est décroissante sur R}

(b) Le résultat est inchangé dans le cas ol a et b sont tous deux strictement
négatifs, car deux nombres strictement négatifs sont eux aussi rangés dans le

sens contraire de leur inverse. D’ou ‘ f est décroissante sur R} |.

5. (a) Pour tout x e R*, f(x) = [%J est un entier relatif, comme toute partie entiere.

V2 n’étant pas un entier relatif, .

(b) Pour tout x # 0,

f@)=1 < [ile — 1S£<2.

1
Ces réels étant strictement positifs, un passage a l'inverse donne 1 > x > 3

]

(¢c) De méme, pour tout x # 0,
D'ou :

1 1
(d) Pour tout z # 0, f(x) =k — lfJ:k — k<—<k+1.
x x

Sik=0": le cas a été traité dans la question précédente.
Sik>1: les trois réels de ’encadrement précédent étant strictement po-

1 1
Dot |8 = |[—, =
on ]k+1’k]

- < 1o 1
sitifs, un passage a 'inverse donne p >x> 1
+

1
eSik=-1: -1<~<0 < z<-1. Dot |.¥ =]-00,-1]|.
x

o Sik<-2: les trois réels de 'encadrement précédent étant strictement

1 1
PRI
k'k+1
6. D’aprés la question précédente, on a f(x) qui vaut -1 sur ]-oo,-1], -2 sur

]—1, —%], -3 sur ]—%, —%], ... Du c6té positif, f(x) vaut 0 sur |1, +o0], 1 sur ]%, 1],

2 sur ]%, %], ... Ceci prouve que ‘ f est constante par intervalles ‘ (f est constante

négatifs, un passage a 'inverse donne ﬁ > > % D’ou

sur tout intervalle de la forme ]ﬁ, %], pour k entier relatif non nul quelconque,
ainsi que sur |-oo,—1] et sur |1,+o0]).

7.
A3 >
2 >—e
1 —_
-2 -1 0 1 2 >

-1
S——e -2
— -3
>=e -4
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Probleme 1.d) En divisant 'inégalité obtenue en 1.c) par x < 0 on obtient I’encadrement :
2 .
1.a) On étudie les variations sur R, des 2 fonctions : VzeR*, 1- % < sin(x) <1
x
3
. . €T . N PN
f(z) =sin(z) -z ; g(x) =sin(z) -z + n Toujours d’apres le théoréme des gendarmes,
Elles sont dérivables sur R et : . sin(x)
lim ——+=1]|
$2 =0~ xT
f(z) =cos(xz) -1 ; g'(x) =cos(z) -1+ 5

Finalement, puisque SIn@) rest pas définie en O :
x

Puisque cos(z) < 1, f'(z) < 0, donc f est décroissante. Or f(0) = 0 donc pour tout
xeR,, f(z) <0, c’est & dire sin(x) < .

lim sin(x) - lim sin(x) _q lim sin(x) _1q
, . . ’ , . L. z—0" €T z—0* € z—0 €T
Pour étudier le signe de g’ on la dérive (elle est dérivable) :
¢"(x) = —sin(z) + 1 = —f(z) <0 pour tout z ¢ R,. 2.a) On étudie les variations sur R, des deux fonctions :
2 2 4
Donc ¢’ est décroissante sur R,. Or ¢’(0) = 0 donc ¢’'(z) < 0. Ainsi g est décroissante f(z)=1- ro_ cos(z) : g(z) = cos(z) - 1+ r_or
sur R, et puisque ¢g(0) =0, on g(z) <0 c’est & dire x — % < sin(x). Ainsi on a montré 2 2 24
que pour tout z € R, : elles sont dérivables, de dérivées :
3
x—— <sin(z) <z z3
6 f'(z) = -z +sin(z) ; g'(x) = -sin(z) +x - G

1.b) Soit = > 0; en divisant terme & terme par x on obtient I’encadrement :
11 découle de I’encadrement obtenu en 1.a) que pour tout z € R, :

?  sin(x)
e <! f@<o 5 g@)<o
Puisque limg+ 1 - %2 =1, d’apres le théoréme des gendarmes : Ainsi f et g sont décroissantes sur R, ; puisque f(0) = g(0) = 0, on a donc pour tout
zeR, :
. sin(x) 2 2 1
JL%L - =1} f(x)<0et g(z) <0 = 1—%Scos(x)£1—%+;—4
1.c) Soit x € R_; alors —z € R,, et donc d’apres 1.a) 2.b) Soit x € R_; alors (—z) € Ry, et donc d’apres 'inégalité précédente :
(-z)* . 2’ . . 3 (—x)? (-2)?  (-2)* z2 2?2 gt
—r———<sm(-z)<-r — —(r——)<-s1m(r)-ox =— z<sin(z) <x—-— 1- < -r)<1l-—— 1-—< <l-—+—
6 in(-x) ( 6) in(z) e in(z) 6 cos(-x) 5t 5 < cos(z) < Y

Ainsi pour tout x € R_ : Ainsi, pour tout z € R :

3 2 2 4
xgsin(x)ga:—x— 1—£§cos(x)§1—x—+m—
6 2 2 24
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2.c) On en déduit I’encadrement de 1 — cos(x) :

2 2 4
1—£§cos(x)§l—£+x—
2 2 24
2 4 2
= —1+x——$—§—cos(x)£—l+x—
et 2 24 2
2 4 2
- xf—xfsl—cos(x)sxf
+1 2 24 2




