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Exercice 1.

1. Soit n € N : procédons par contraposition en montrant que u,4+1 =1 = u, = 1. Si

3u,+1
Unp+3

vient 2u, = 2, soit u, = 1. On en déduit : ’un #1l = upy1 #1 ‘

Upt1 = 1, alors = 1, ce qui implique 3u,, + 1 = u,, + 3. Par soustraction, il

. Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété &2, : "u, est défini,
Up > 0 et u, # 1”7 est vraie.

Initialisation. Pour n = 0 : ug = 2 est défini et vérifie bien .

Hérédité. Supposons que &, soit vraie pour un entier naturel n, et montrons qu’alors
P41 est vraie.

Comme u,, > 0 par hypothese de récurrence, u,, +3 # 0 donc u,4; est défini et
3u, +1

+3
n
avec ’hypotheése de récurrence, u,, # 1 entraine u, 1 # 1. Ainsi &, ;1 est vraie.

Up41 = > 0 car u, > 0. De plus, d’apres la question précédente, et toujours

En conclusion, par le principe de récurrence, ’(un) est bien définie| et
]vneN, un;él\.
. a) Puisque u,, # 1 pour tout entier naturel n, on a u, — 1 # 0, donc la suite

’ (Un)rn est bien définie ‘

3u, +1 3un + 1 — (uy, +3) 2, — 2 Uy — 1
b)) Vne N upy1 - 1= ———-1= = =9
) n tn1 Up + 3 U, + 3 up + 3 Up + 3
1 1 1 u,+3
donc Un+1 = =T =3 .
Up+1 — 1 2u”—+3 2 wu,—1
1 1 1 1 4 1 44+wu,—1 1 u,+3
Or 2v, + - =2 Z == 1) = =. - . )
remt g =TI 2<un—1 > 2 up—1 2 u,—1
1
Ceci prouve bien que | v,41 = 20, + 3|

¢) Au vu de la relation de récurrence précédente, (v,) est une suite arithmético-

géométrique. On résout I'équation x = 2z + 3 = = —5 Définissons la suite

1
auxiliaire w,, par w, = v, + 3 pour tout n € N.

1 1 1 1
Vn € N, wpy —vn+1+2—20n+2+2—2vn+1—2<vn+2> =

2wy, : (wy) est géométrique de raison 2. On en déduit que pour tout n € N,
1 1
w, = wy X 2™ et donc v, :wnfi :w0x2”f§. Or wyq :v0+§ =
1 1 3 3x2m -1
—=—.Dot =—|
wg—1 g g oou|tn 2

d)

£)

1 2 2

Pl =, —1 o R S T R Yo
3x2"—1+42 Dot 3x2" 41
————— Dol |uy, = ———— |

3x2n—1 3x2n—1
Procédons par récurrence.
PournzO,onaa0:2>0,b0:1>Oet%2122:1&0:lapropriétéest

0

vraie au rang n = 0.

a
Supposons que a, > 0, b, > 0 et u, = b—" (HR) pour un entier naturel n, et

n
montrons que ap41 > 0, b1 >0 et upy1 = a"“.
n+1
3 1 .
On a ap+1 = 20n + ib" > 0 car a, > 0 et b, > 0 d’apres (HR).
1 3 3 1
Pour la méme raison, b,y; = Ean + ibn > 0. Enfin, u,41 = % o
3%:4_]_ _ (3%"‘1) X bn _ 3an+bn _ (3an—|—bn) X% _ %an—l—%bn donc
= +3 (%:+3)an ay + 3by, (an + 3b,) x 1 La, + 3b,
Upp1 = dnt1 1 P41 est vraie.
bn+1
D’apres le principe de récurrence, Vn € N, on conclut que ’an >0 |b, > 0‘ et
an
Uy = — |-
n bn

Vn €N _3 +1b _3 +1 1 +3b _3 +1 +3><
n 7an+2—2an+1 2n+1—2an+1 B 2fln 5/n —2fln+1 4% B

§bn. Or d’apres la relation exprimant a, 41, on a 56" = Gpt1— ian. En reportant

sh o eis s o 3 1 3 3
dans 1’égalité précédente, il vient a,42 = §an+1 + Zan + 3 X | Gpt1 — ian =
3 1 3

§Gn+1 + Zan + §Gn+1 - Zan- D’ou Up42 = 3an+1 —2ay, |

an est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique as-
sociée est 2 — 3r + 2 = 0. Ses racines sont 1 et 2. Par conséquent, il existe
A\ p) € R?2,¥n €N, a, = A1"™ + 2™ = X + p2". Ceci entraine ag = 2 = \ + p

et ap = 50 + =byp = 5= A + 2u. Par soustraction de ces deux égalités, il vient

2
3 1 143 x2n
jp=5.puis A\=2—p=_. Dol an:%.
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3 1
Alors pour tout n € N, apy1 = §an + ib" entraine b, = 2ap41 —
2(1+3x2”+1)73(1+3x2") 24+12x2" -3 -9 x2" .
3a, = = soit
2 2
—14+3x2"

b, = — 5 |

14+3x2" n

e 1+3x2
Finalement, Up = % = ﬁ d’ou Up = m : nous retrouvons

2
bien la méme valeur qu’avec la méthode précédente.

Exercice 2

Expression du terme général d’une suite définie a I'aide d’une relation de récurrence

1.

(a) Prouvons par récurrence que (u,) est bien définie et que Vn € N, u,, > 0.
Soit la proposition P(n) : u, existe et u, > 0.
Initialisation. ug existe et ug = e? > 0 car Vz € R, e® > 0. Ainsi P(0) est
vraie.
Hérédité. Supposons que pour n € N, u,, existe et soit strictement positif.
Alors 1% existe et est > 0 et donc u,41 = ui existe et est > 0. Ainsi Vn € N,
(P(n) = P(n+1)).

Nous avons prouvé que (u,,) existe et est & termes strictement positifs.

from math import e

def U(n):
u = ex*x(3/2)
for k in range(n):
u = e/u
return u

(¢) Puisque d’apres la question 1(a), Vn € N, u, > 0, la suite (v,) définie
par Vn € N v, = In(u,) est bien définie. Calculons : v,+1 = In(upy1) =
In(e/u,) = In(e) — In(u,) = 1 — v,. Ainsi la suite (v,) vérifie :

(on) { vo =In(e?) = 3

Un+1 = 1—wv,

On reconnait une suite arithmético-géométrique.

(d)

Nous allons d’abord déterminer I'expression de v, pour ensuite en déduire
I’expression de u,. Cherchons le point fixe I de la fonction de récurrence :

I:1—I¢:2I:1¢¢I:%

Posons I = % ; la suite (v, — %) est donc géométrique de raison —1 (Vn € N,
Upt1— 3 = —(vp — ). On obtient Vn € N, v, — 3 = (=1)"(vo — ) = (=1)",
dont on déduit Pexpression du terme général de (vy,) :

1
vneN, v, = 5—}-(—1)"

On en déduit I’expression de u,, = e"",

Vn €N, u, = ezt |

def V(n):
u, v =1, 2
for k in range(n—1):
u, v = v, 2xv—2xu+l
return v

Une suite stationnaire en a € R vérifie (x) si et seulement si a = 2a—2a+1 =
1. La seule suite stationnaire vérifiant (x) est la suite (w,,) stationnaire en 1.

Soient (vy,) et (wy,) vérifiant (). C'est & dire que pour tout n € N v, =
20p41 — 20, + 1 et wpyo = 2wy 41 — 2w, + 1. En retranchant ces 2 égalités
membre & membre on obtient la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :

’VTL eN, (Un+2 - wn+2) = 2('Un+1 - wn+1) - Q(Un - wn) ‘

D’apres b) et c) la suite ¢, = v, — 1 vérifie la relation de récurrence :
tnto = 2tn—i—l — 2ty

C’est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. De
plus ses deux premiers termes sont :

t():’l}()—].:O
tlz’l}l—l:l

L’équation caractéristique associée est (E) : X? —2X +2=0.
Son discriminant vaut A = —4 < 0; I’équation (E) a donc deux solutions
complexes conjuguées z = % =14+4iet zZ = 1—14 l'une de module
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2] = V12+12 = /2 et d’argument arg(z) = il [27]. Ainsi d’apres le _1 (cos( )_|_1>
- oo e . 4 3n
Théoreme sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2, il existe un unique )
couple de réels (A, B) tel que pour tout n € N : Autre méthode de calcul : .
tn = (V2)"(Acos (nf) + Bsin (nf)). T, = EZ cos (1) - 12 cos ( T ) chgt indice ¢ = k — 1 dans le 2° 5
On détermine A et B en particularisant I’équation pour n = 0 et pour n = 1 4 — 3k 4 = 3k—1
pour obtenir le systeme linéaire : n n—1
=3 eos (5) — 13 eos (1)
A=t;=0 e A—0 4 3k . 3
A B = B = B o =0
V2ptV2p =t =1 A+B=1 B=1 1 Ty e 1 ™ N
= 1 cos (37) + Z C 3—) 1 cos (@) + 2 C 31) par
Ainsi : Vn € N, ¢, = (v2)"sin 2F. On en déduit expression de v, = t,, +1 : décrochage
1 (oo (55) 1)
=—(cos(=—
VneN, v, =1+ (V2)"sin % 4 3n
" 7 1 (T
Z cos( )sln (37:) =1 (cos (37) + 1)
k=1
Exercice 3 p
) g R 1irJ£1 3— = 0 donc hrf cos (3 ) = cos (0) = 1. Par somme et produit on
. a oit x € R. n—+oo 3" n—s+0o n
( ) ne iz —ix iz —ix 2 iz —ix i2x iz  —ix —i2x Obtlent :
Cos(x)sinQ(x):(e +e )(e o ) :(e te )(e e ) n 1
lim oS ( ) sin? ( )
— 1 —izx i2x —i2x
=—1(e"+e@) (e -2+ e ). | n—-too £~ 3k 3k) 2
— % (el Qelm + e—l:E + elx — e i e—le) : : ; '
C1 ([ 4 e8] — [e 4 o)) 2. (a) 2911 = 2% x 2! = 2(2%)" = 2 x 47 qui est le terme général d’une suite
8 o
eomet e.
= %(2 cos (3z) — 2cos (z)) geometrdn
n ' n ' n 4 4n+1 _1 9
2t =N "o x 4T =2 =2, A |
: : ) sin2(3) = L cos (2) — cos Z Z Z i-1 Z 3 ( )
On a démontré que |V € R, cos(x)sin“(z) = 4(005 (z) — cos(3z)) | j=0 j=0 =0
(b) Soit (k,n) € (N*)2. On remplace z par 25 dans I'égalité établie & la question L ity inj n inj “ ; J ;
précédente : (b) ZOZQ - Z 22 *2222 *22 22
. . - - - - i=0 j=i 0<i<j<n =0 i=0 j i=
cos (g ) sin® (3 ) = (cos (35) = cos (35%) ) = 5 (cos (57) — cos (7)) ’ e "
Additionnons les égalités précédentes pour k € [1,n] : = Z 21 = Z 92j+1 _ j Z 92j+1 _ Z Y
- 1 ™ ™ 7=0
T, = Z f(cos (—) — cos (—))
" 4 R = 2 2”+1 —1 2 2
- 3 3 :7(4n+171)77:74n+17772n+1+1.
1 n T x 3 2-1 3 3
= Z (cos (—) — cos (—) ) on reconnait une somme télescopique
2 3k k-1 " i
=1 2 x4 +1
P DPBLAIEEE S
1 T ™ , 3
=1 (cos (3—71) — cos <§)> par télescopage =0 j—i
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(c)
def somme(n):
S =0

for i in range(n+1):

for j in range(i,n+1):
S =S + 2x*xx(i+j)

return S

3. (a) 1+i=vV1T+12 =2

Lhi=V3 (G +idg) = VA (cos (3) +isin(5))-[Li= vaeT]

(b) S, = Z <kz> 1nkik = (1+1)™ d’apres la formule du binéme de Newton

=0

RN )
2 e‘z) d’apres la question précédente

k
( 1 n inm
= (25) el':
Z( ) _ o8 8
=0

(c) Sin =22 einm = (22)" (

eiﬂ)n

= 47 (—1)"

Exercice 4

4
3

)]

6

" 2n . 2n
2.5, = Zk n—l—k) en ;(3 — n)(j ) donc

k=0 -
2n 2n
2n 2n
5= 3(5) - 2n(7)

3. D’apres la formule du pion : (

2n
J

-

2n
J

(

2n —1
j—1

) donc

530+<6)+2(6>+3<6> - <g)+2x6+3x12§‘;’+12+330

2n 2n
4. S, (2:) Zj (2;1> - Zn <2f> donc avec (2.b) il vient :
.a i=n i=n
i(?nl) Z(Zn)
—\j—1 A
j=n
2 (om — 1 2 (on
Ainsi: S, =(n+n ( )n <>
ey (7)) 2
2n 2n 2n
2n—1 2n—1 2n
=n . +n . —-n .
Z(J—1> Z<J—1> Z(J)
j=n j=n j=n
2n 2n 2n
2n—1 2n —1 2n
=n . +n . — .
() (200 -20)

Par linéarité de la somme, on obtient :

Sh —nZ<]_1> §K2;—_11>_<2;>]'

Jj=n

2 2n —1 2n —1
5. Vj € [n,2n], d’apres les relations de Pascal, (Jn) = ( nj > + (;_ 1 ) donc
(2n - 1) <2n> B <2n - 1)
J—1 J J .

2 (om—1 (2 —1
6. Des deux questions précédentes, on déduit S,, = nZ( ) nz< . >
j=n j__l j=n J
La somme est télescopique et peut se calculer par le changement d’indice k = 7 —1

dans la 1™ somme et k = j dans la 2°:

Sn:nr’f (in{:—1)_§<2nk—l>] —n @—@

k=n—1
k=n—1 k=2n

2n —1 - 2 on —1
Comme " = 0, on obtient finalement Zk ") = n " .
2n = \n +k n




