BCPST1 2021/22

CORRIGE du DS4

Lycée Fénelon

Zn: sin(kz) = i Im (ei’”)
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Exercice 1
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car Im(z) +Im(2") = Im(z +2")
Formule de Moivre

car z#0 [27] = €7 #1
Formule de Moivre

car e =1

1. (a)

angle moitié

(a)

car Im(z) + Im(2") = Im(z +2")

Formule de Moivre

Formule du binome

= Im([ei§ X (eﬂ% + ei%)]n) angle moitié
=Im (61% X (2 cos g)) ) Formules de Moivre et d’Euler
=Im (ei% x 2™ x cos™ (E))

2
=Im(ei%)><2"><cos" ) car 2"><cos”(§)eR

Exercice 2.

sin et cos étant définies sur R, f est définie si 1 + cos(t) # 0. Or
1+cos(t) =0 < cos(t) =-1=cos(w) < t=m+2km keZ.

D'ott| Dy =R~ {r+2km ke Z}|

cos’(t)
1+cos(t)’
une primitive est F'(t) = —In|1 + cos(t)|. Comme 1 + cos(t) > 0 pour tout réel

F(t)=-In(1+cos(t)) |

Sur I'un des intervalles | -7+ 2k, w+2kn[, ot k € Z, f(t) = - dont

t, on obtient

xT x

g est définiesi z+1 0 et > 0. Or pour x # -1,
1 r+1

et z(xz+1) ont le

T
méme signe : cette derniére expression étant un trinéme de racines 0 et 1, elle

est strictement positive sur |-oco, =1{u]0, +oo]. D’otq Dy =] - 00,-1[U]0, +o0[ ‘
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On a g = u'v avec u/(x) = x et v(z) = ln(i) = ln(l— —) Par par-
z+1 z+1

ties, on primitive u’, ce qui donne u(x)

z - .
P et on dérive v, ce qui donne

1
, (a+1)2 1 1
= = = = . Les fonc-
V(@) 1--L (z+1)2=(z+1) 22+2z+1-2-1 x(x+1) s fone
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1 1
tions u et v sont classe ¢ ; on pose alors w(z) = wv'(z) = RO
2 Ax+1) 2
x 1 (1

1
). Une primitive de w est alors W(z) = = (z - In|z + 1]).
z+1v) 2 2

r+1

2
Voila enfin une primitive de g, qui est G(z) = uwv(z) -W(x) = % ln( i T ) -
x

Pln(2)-z+ln|lzr+1
(z —In|z + 1), soit | G(x) = () 5 | | :

DN | =

2 7’ . 7 Ve . .
x —> 2% est la composée de la fonction carrée, définie sur R, avec la fonction

exponentielle de base 2, définie aussi sur R. Ceci entraine que .

Ve € R, h(z) = 227 = rexpr?In(2) =

1
3n(2) 2In(2)zexpz?In(2) =

(x2 ln(2))’exp 221n(2) : on a reconnu une expression du type u’ exp u.

2In(2)

Une primitive de h sur R est donnée par H(z) = expz?In(2), ou en-

1
21n(2)

1 2

X

core | H(z) = 32

Exercice 3.

Soit v, = Inwu, ; (v,) est bien définie puisqu’une récurrence immédiate montre
que pour tout v € N, u,, > 0. On a pour tout entier n :

Un+1 = N Ups1 = In (a x ui) =In(a) +2Inu, =In(a) + 2 x v,

Ainsi la suite (v,) est arithmético-géométrique avec pour premier terme
vo = Inwug.

Déterminons l'expression de v, en fonction de n. Soit I point fixe de
la fonction de récurrence : I = In(a) + 2I = I = —In(a). La suite
Wy, = vy — I = v, +1n(a) est alors géométrique de raison 2 et de premier
terme wp = In(ug) +In(a) =In(a x ug). Ainsi :

vV eN, w, =1n(a xug) x2"

=V eN, ‘vn:—ln(a)+ln(axu0)x2”‘

(b)

Pour tout n €N, v, =lnwu, = -In(a) + In(a x up) x 2", et donc :

Ina 62" In(auo) _

1 n
Up = EXPU, =€ — X (CWO)2
a

1
En particulier u, = A x o’ avec |\ = =, a = aug et 8, = 2" |.
a

Soit v, = Ups1 — Un ; alors |vg = up —ug = 2 ‘, V1 = U2 —up = -3 | et pour tout

neN:

n
Up43 = 2Upy2 — DUpy1 + 6uy = 2
n
= Up43 — Upt2 — Ups2 + Upgl — OUpiq + O6uy =2

= (un+3 - un+2) - (un+2 - un+1) - 6(un+1 - un) =2"

:"Un+2 —Un41 — 6U, = 2n‘

Ainsi (vy,) satisfait la relation de récurrence (R).
Soit (t,) une suite géométrique de raison 2. Pour tout n € N, ¢, = tg x 2™.
Pour que (t,) satisfasse la relation (R) il faut et il suffit que pour tout n e N :
t02n+2 _ t02n+1 _ 6t02n —9on
= 12" (4-2-6) =2"

<:>t0=—*

4

1
Ainsi Vn e N, tn:—1x2".

Soit w,, = v, —t,. On a :

Un+2 = Untl — 6vn =2"
tn+2 —tne1 — 6ty = 27

} = Upy2 —tpi2 — (Un+1 - tn+1) - 6(vn - tn) =0
Ainsi (w,,) satisfait la relation de récurrence :

Wpt2 — Wpe1 — 6wy, =0

Elle est donc récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique associée
est 2 —r —6 =0 qui admet deux solutions réelles distinctes —2 et 3. Ainsi il
existe (a,b) € R? tel que pour tout n e N : w,, = a(-2)" + b x 3".
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1 9
Déterminons a et b a ’aide des deux premiers termes wg = vy —tg = 2+ 1°1
1 5
et wi=v1-t1=-3+—-=-=.0On adonc :
2 2
9 37
a + b = — _ g a=—
4 a+b= 0
5 — 4 = %
—2a+3b:—§ Lo« Ly +214 5b =2 b:g
2
Ainsi, VneN, |w, = 37 x(=2)"+=x3"|
20 5
(d) Par télescopage, pour tout entier n € N* :
n-1 n-1
Z Vi = Z Uk+1 — Uk = Up —UY = Un
k=0 k=0
. 37 2 1
(e) Il découle de (b) et (c) que Yv e N, v, = wy, +1, = 20> (=2)"+ X 3" - 1x 2m
Ainsi pour tout n e N* :
n—1 1
290 4
n-1 n—1 n—-1
Z x(-2)F + Z 3k - Z 2k
37 1 (- 2)" 1-3" 1 1-2"

X —_ —

20 1-(2) 5 1-3 4 1-2

n n 1 n
:%x(l—(—2) )—gx(l—?) )+ZX(1_2 )

37 1 1 2
N SV Y
go < (AT 3T x 2T g

Exercice 4.

1. On considere ’équation différentielle linéaire du second ordre : 4" -y’ +y = 1.

Son équation homogene associée est : y” -y’ +y = 0. Elle a pour équation ca-
ractéristique 72 — r + 1 = 0 dont les solutions sont les deux complexes conjugués
1-iV3 1+iV3

5 et ro = 5 .

rL=

. On considere I'équation (E) : 3" -6y’ + 9y =e>" +e

Les solutions de I’équation homogene sont donc toutes fonctions de la forme :

T~ exp(g) (/\cos(\ggm) +usin(\é§a:)) avec (A, 1) € R?.

Une solution particuliere de (E7) est la fonction constante x — 1; les solutions de
(E1) sont donc toutes les fonctions de la forme :

x> 1 +exp(§) (Acos(\/gac) +Msin(\2§x)) avec (\, i) € R?

2

3z

Son équation homogene associée est (H) : y” -6y’ + 9y = 0. Elle a pour équation
caractéristique 72 — 67 + 9 = 0 qui a pour seule solution 7 = 3. Ainsi les solutions
de (H) sont toutes les fonctions définies sur R et de la forme : = (A + pz)e3z
avec (A, 1) € R2.

Pour déterminer une solution particuliere appliquons le principe de superposition
des solutions.

Cherchons un solution particuliere y; de (Ep) -6y’ + 9y = 2. Puisque 2
n’est pas solution de I'équation caractéristique, on peut chercher y; sous la forme
y1(x) = ae®* ; alors :

yi(@) =20 yl(a) = dac®

Ainsi y; est solution de (E1) si et seulement si :

4ae®® -6 x2ae®* +9x ae®® = e?* «— aq=1

Une solution particuliere de (E;) est y; : @ — €%,

Cherchons un solution particuliere yo de (Es) : 3" — 6y’ + 9y = 3. Puisque 3 est
solution double de I’équation caractéristique, on peut chercher y» sous la forme
yo () = bx%e3® ; alors :

yh (1) = 3bx?e3® + 2023 = (3bx? + 2bx)e3®

Yl (z) = 9bx?e3® + 6bre3® + 6bre3® + 20e3® = (9bx? + 12bx + 2b)e3%.

Ainsi yo est solution de (F5) si et seulement si :

(9bz? + 12bz + 2b)e®” — 6(3ba? + 2bx)e>® + 9ba?e3” = 37
1

<= 2b=1 < b:§

2

. . AN X -
Une solution particuliere de (Fs) est yo : x — 363‘.
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D’apres le principe de superposition des solutions, une solution de (E) est donc

X
Yp(2) = y1(2) + Y2 () = €2® + ?e%.

L’ensemble des solutions de (F) est donc :
S = {x

3. (a) Pour z #0,1-e™* #0 donc I’équation (H) devient :

Tz = )e x| (), M)ER2}

y'(@) + T y(2) =0

EDL1 homogene dont les solutions sur R} et les solutions sur R* sont de la
forme : y(x) = Aexp (—A(x)) avec :

1 e’
A(x) = dx = dr =1nle® - 1]
1-e™ e’ -1

Les solutions sur R} et sur R* sont donc celles de la forme x +~

A
e -1
Puisque sur R}, e* -1 >0 et sur R, e” -1 <0, quitte & changer la constante
A par son opposé : les solutions de (H) sur R} sont toutes les fonctions de la
forme :

T~ avec AeR

ea:_

les solutions de (H) sur R* sont toutes les fonctions de la forme :

avec A eR

€T =

eﬂ?_

(b) Cherchons une solution particuliére sur R} ou R* de

T

1 e
y'(x)+ ——vy(z) = -
l-e*® 1

Mz
Par la méthode de variation de la constante elle s’écrit y,(z) = 90(7)1 avec :
eT —

2

dx /xdx:x—
2

Az) = f(e —1)><

2

2(ev - 1)

découle que les solutions de (E) sur R sont toutes les fonctions de la forme :

Ainsi yp(x) = est solution particuliere de (E) sur R} et sur R*. 11

.132

A
T + avec A eR
2(er-1) e*-1

et que les solutions de (E) sur R* sont toutes les fonctions de la forme :

22
T + avec AeR|
2(e* - 1) z -1
Puisque :
1
im =1 et im = +00
z—0 T — 1 z—0* eT — 1

Les seules solutions de (F) sur R} et sur R* ayant une limite finie en 0 sont

2

x
x+» ———— sur R* et sur R} avec pour limite 0 en 0 |.
2(e*-1)

Il découle de la question précédente que la seule fonction continue sur R qui
soit solution de (E) sur R} et sur R* est :

f(z)=0
frx— x?

f(z):m

Pour étre une solution de (F) sur R il faut et il suffit que f soit dérivable et
satisfasse (F) aussi en 0.

siz=0

siz#0

Pour établir la dérivabilité de f en 0 (elle I'est ailleurs car solution de (E) sur
R*), il s’agit de montrer que son taux d’accroissement en 0 admet une limite

finieen O : )
T

f@-fO0) 2D 0 =1
693—1)93—>02

-0 x 2(

1
Ainsi f est dérivable en 0 et | f'(0) = 3| Aussi pour =0 :

(1-e)f'(0)+ f(0)=0=0xe

Ainsi f est solution de (E) sur tout R. C’est I'unique solution de (E) sur R.




