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Qualité de la rédaction, clarté des raisonnements, présentation, orthographe et ponctuation font
partie des critéres de notation.
Il est vivement recommandé de lire attentivement les questions, d’encadrer les résultats et de si-

gnaler clairement toute question admise.

Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Exercice 1

On considére I'application f définie sur R par :

BSOS S

siz <0

e"F siz>0
o=

Montrer que f est continue sur R.

Justifier que f est de classe C*° sur R* et sur RY.

Justifier que f est dérivable & gauche en 0.

Montrer que f est dérivable a droite en 0.

En déduire que f est dérivable sur R et donner sa dérivée f'.

Montrer que pour tout n € N et pour tout z > 0 il existe un polynéme P,, tel que :

() = x f(x)

En déduire que f est de classe C* sur R. Préciser la valeur de f(0).

8. En déduire pour tout entier n € N le développement limité d’ordre n de f en 0.
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Exercice 2

On considére n urnes numérotées de 1 & n (n > 2). La premiére urne contient b boules blanches
et r boules rouges o b et 7 sont des entiers strictement positifs. Les urnes suivantes contiennent
chacune 1 boule blanche et 1 boule rouge.

On effectue n tirages dans ces urnes de la maniére suivante : on tire au hasard une boule de la
premiére urne puis on ’échange dans 'urne 2 avec une boule de 'urne 2 choisie au hasard. Puis
on tire au hasard une boule de la deuxiéme urne que ’on échange dans la troisiéme urne avec une
boule choisie au hasard, et ainsi de suite jusqu’au dernier tirage dans la derniére urne.

Pour 1 < k < n, on désigne par :

e X, la variable aléatoire égale a 1 si la boule tirée de la k*™¢ urne est blanche et égale & 0 si elle
est rouge.

e U le nombre de boules blanches dans I'urne k a l'issue du (k — 1)-éme échange.

Par exemple, U; = b, si la boule tirée dans I'urne 1 est blanche, X; = 1, si on ’échange avec une
rouge dans 'urne 2, Uz = 2 ('urne 2 contient 2 boules blanches) si on tire ensuite une blanche
dans l'urne 2, X5 = 1, si on ’échange avec une blanche dans 'urne 3, Us = 1 (I'urne 3 contient
une blanche et une rouge) et si on tire ensuite une rouge dans 'urne 3, X3 = 0..

1) Déterminer la loi de probabilité de X7, puis ses espérance et variance en fonction de b et r.
2) Loi de Us.
a) Quel est Punivers image de Uy ?

b) Calculer pour tout k € Us(Q) :
P(Uy=k/X1=0) et PU;=k/X,=1)

c) En déduire la loi de Us.
3) Déterminer la loi de probabilité de X, puis ses espérance et variance en fonction de b et 7.
4) Pour quelles valeurs de b et r les variables X7 et X5 suivent-elles la méme loi de probabilité ?
Dans la suite de ’exercice on établit la loi de X,, et sa limite lorsque n — +o0.
Pour 1 <k < n, on pose p, = P(X =1) et g, =P(X; =0).

5) Pour tout k € [1,n — 1], en vous inspirant du raisonnement mené a la question 2), exprimer
la loi de Uk en fonction de py et g.

6) En déduire pour tout k € [1,n — 1], I'expression de py4+1 en fonction de py et g puis une
relation de récurrence entre pyy1 et pg.
7) En déduire la loi de X,,.

8) Déterminer lim p, et lim g,.
n—-+oo n—-+oo

9) Que remarque-t-on lorsque b =177



