BCPST1 2021/22 CORRIGE des exercices non traités du TD11 Lycée Fénelon

Exercice 15 On en déduit :

1
1. (a) B+C= g(A +I1+2I-A)=1. 9n 4 9(—1)" a(2" — (-1)") a2(2n — (=)™

1 1 1
(b) B? = §(A +1)? = §(A2 +2A + I) d’apres la formule du bindme, car A et I A" = 3 @2 =(=n")/a 2" +2(-1)"  a@2" - (-1)")
commutent. (2n _ (—1)“)/0{2 (2n _ (—1)”)/0& on + 2(_1)n
1 1 a ao? 1 3 3a 3a?
B=-[1/a 1 « 32:5 3/a 3 3a|=B
1/a? 1/a 1 3/a? 3/a 3

1
(c) C? = 9 (41 —4A+A?%) d’apres la formule du bindme et car A et 21 commutent.

1 2 —a  —a? 1 6 —3a  —3a?
2
0:5 -1/« 2 -« C =3 -3/ 6 3o | =C
—1/a? —1/a 2 —3/a* —3/a 6

(d) ZB—C:§(2A+2I—2I+A):A.

2. Montrons que pour tout n € N, A" =2"B + (—1)"C. Par récurrence sur n :
(I) Porn=0: A"=B+C=1.
(H) Supposons 'hypotheése de récurrence vraie au rang n.
APl = A" x A

i 2B (E1)"0)A

= 2"BA+ (-1)"CA

=2"B(2B - C) + (-1)"C(2B - C)

= 2"T1B2 _ 9"BC + (~1)"2CB — (~1)"C?

=2""B 4+ (-1)""'C +2(-1)"CB - 2"BC

=2""'B 4+ (-1)""'C +2(-1)"(I - B)B—2"B(I — B)
—9ntlp2 _onper 4 2(-1)"B-2(-1)"B-2"B+2"B
=2"t'p? —2"BC

L’hypothese de récurrence reste donc vraie au rang n + 1.

Remarque : on peut aussi I'obtenir en appliquant la formule du binéme a A™ =
(2B — C)™ aprés avoir remarqué que B et C commutent (car B et C' sont combi-
naisons linéaires de A et I) et en appliquant le fait que B¥ = B et C* = C dés
que k > 1.




