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CORRIGE des exercices non traités du TD1

Lycée Fénelon

Exercice 6. On procede par récurrence forte, avec la proposition de récurrence :

P(n) =

”n est premier ou produit de nombres premiers”

Initialisation : Pour n = 2 : 2 est premier donc &?(2) est vérifié.

Hérédité : Soit n > 2 un entier fixé. Supposons que pour tout entier m compris entre 2
et n, Z(m) est vraie. Montrons #(n + 1).
Premier cas. Si n + 1 est premier : alors &(n + 1) est vraie.
Deuxieme cas. Si n + 1 n’est pas premier ; alors par définition, n + 1 admet un diviseur
dautre que 1 et n+1:

n+l=dxd

avec d’ un entier. Puisque n + 1 # 0, alors d et d’ sont non-nuls. Ainsi d > 1, donc
d =" <n+41. Puisque d #n + 1, alors d’ > 1 et donc d = 2 < n+ 1. Ainsi :

n+l=dxd avec2<d<net2<d <n

Par hypothese de récurrence, #(d) et Z(d’) sont tous les deux vrais : ainsi :

d est premier ou produit de nombres premiers,

d’ est premier ou produit de nombre premiers.

Dans tous les cas, puisque n +1 =d x d’, n + 1 est produit de nombre premiers. Ainsi
P(n+ 1) est établi.

D’apres le principe de récurrence forte, tout entier n > 2 est premier ou produit de
nombres premiers.

Exercice 11. La correction utilise la partie entiére || d’un réel x, vue dans le chapitre
sur les réels; attendre la fin de ce chapitre pour I’étudier.
Montrer que :

a) |J [m+oo] = [0,+00] =R,
neN

Correction. On va montrer deux inclusions.

C. Soit © € n,+o0o| ; ¢a signifie qu’il existe n € N* tel que x € [n,—koo[. Or
neN*

{n, —l—oo{ C [O, 400 [, donc x € [0, +o00 [

D. Soit x € [O, +00 [ Alors il existe n € N (prendre n = 0) tel que x € {n, +oo[; Donc

S U [Tl,+OO|:.

neN*

b) ﬂ {n, +oo[

neN*

%]

)

Correction. il suffit de montrer ﬂ {n, +oo[ ne contient aucun élément.
neN*

Soit =z € ﬂ [n,—koo[. Cela signifierait que pour tout entier n € N* , on aurait
neN*

x € {n,—i—oo[. Mais c’est impossible puisque > 0 (car en particulier x € [1,—|—oo {)

et z < [z|+1 € N*. Donc ﬂ {n, +oo[ est vide.

C)U

1
},—l—oo[:}o,—i—oo[:Ri,
neN* K

Correction. On va montrer deux inclusions. 1
C. Soit = € U ]7,—1—00[; ca signifie qu’il existe n € N* tel que = € ]77—1-00 { Or
neN* " "
1
}—,—koo} C }O,—koo[, donc z € }0,—5—00[.
n

1 1 1
D. Soit;ve}(),—i—oo[. Alors 0 < {xJ < - < { J—l—l. Soit n = { J—l—l € N*; alors

z |z x
1 1 1 1
O<7<n:>7<:cdoncx€}f,+oo[;Donc:1:€ U ]f,Jroo[.

x n n

a J

1
{,—I—oo{:]o,—i—oo[:Ri,
neN* "

Correction. On va montrer deux inclusions. 1
C. Soit = € U [7,—1—00{; ga signifie qu’il existe n € N* tel que = € [77-1-00 { Or
n n
neN*

{%,Jroo} C }0,+oo[, donc x € }0, +oo[.

1 1 1
D. Soit x € ]0,—1—00[. Alors 0 < {J < - < {J + 1. Soit n = {J + 1 € N*; alors
T

9 0 Pal-{)

neN*



BCPST1 2021/22 CORRIGE des exercices non traités du TD1

Lycée Fénelon

Correction. On va montrer deulx inclusions. )
D. On a pour tout n € N*, 0 < — et donc 0 € [O, [; ainsi 0 € ﬂ [O,
n n

1
C. Soit z € ﬂ [0, — [ Cela signifie que pour tout entier n € N*, z € |0, — |. Montrons
n

neN*

1 1 1
par I’absurde que x = 0. Sinon, on aurait x > 0, et donc 0 < {J < -< {J + 1,
x x x
1 1 . 1 S
et donc en prenant n = |—| +1 € N*, — < z. Ainsi ¢ |0, — | ; contradictoire. Donc
x n n
z =0.

£ ]O,H—g.

neN*

1
Correction. il suffit de montrer ﬂ ]O, — [ ne contient aucun élément.
n
neN*

1 1
Soit z € ﬂ ]0, — { Cela signifie que pour tout entier n € N*, x € }O, — { Aboutissons
n n
neN*
par le méme argument que précédemment a une contradiction. Nécessairement = > 0

1 1 1
car en particulier x €]0, 1] (en prenant n = 1). Donc 0 < {J <-< {J + 1, et donc
x T x

1 1 1
en prenant n = {J +1eN*, — <z Ainsi z ¢ [0, — [; contradictoire.
x n n




