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CORRIGE des exercices non traités du TD5

Lycée Fénelon

Probleme

1. Questions de cours.

1.a) Inégalité triangulaire : pour tout z; € C, 25 € C :
[[21] = |22|] < |21 + 22] < [21] + [22]

1.b) Pour tout 21 € R, 22 € R, on a |z1 + x2| = |x1] + |x2| si et seulement si 1 et a9
ont méme signe.

2. Généralisation au cas complexe.

2.a) On applique la formule : |Z|? = Z.Z :

|21 + 22|? = (21 + 22) - (21 + 22)
= (21 + 22) - (71 + 22)
= 2121 + 2122 + 2221 + 2222
= |z |” + |22)” + 2172 + Z122
=lalP+ |2 +am+ 2z

= |,21|2 + |z:2|2 + 2.Re(z1%3)

puisque Z + Z = 2.Re(Z).

2.b) On a Re(z172) = |217Z2| - cos (arg(z172)).
(CarVZ € C*, Z = |Z|.(cos(arg(Z)) + i.sin(arg(Z)).)

2.c) On a:

|21 + 22| = |21] + |22
= |21 + 22* = (Ja1] + | 22])?
= |2112 + |22)% + 2.Re(2172) = |21 2 + |22]? + 2.]21)| 22
.a

(car tout est positif)

<= Re(z1%2) = |#1].| 22|
<= Re(z172) = |=1].|72]

|z=[=|

o [l - cos (arg(2122)) = 2172

<= cos (arg(z1z3)) =1
it 08 (re(2172))

2.d) Ainsi, d’apres 2.¢) :

|21 + 22| = [21] + |22
<= cos (arg(z172)) =1
<= cos (arg(z1zz)) = cos(0)

arg(z17z) =0 [271]
— ou
arg(z1zz) = —0 [27]

— arg(s172) =0 [27]
< arg(z) +arg(zz) =0
< arg(z) —arg(z) =0

[27]
[27]

= |arg(z1) = arg(zs) [27]|

Ainsi, pour tout z1, zo deux complexes non nuls :

|21 4 22| = |z1| + |22| <= arg(z1) = arg(z2) [27]

(Remarque. Lorsque z; ou z3 est nul, on a toujours |z; + 22| = |z1| + |22|.)

3. Cas de I’égalité dans la minoration : ||z1| — |22|| = |21 + 22].

3.a) Soit deux réels z1, x5 ; les deux membres de I’égalité étant positifs, on peut élever
au carré sans perdre ’équivalence :

|71 + @a| = ||z1] — |22]|
= [o1 + 22| = (o] — |z
= (21 +22)? = (|21] — |22])?
= 2+ 22+ 2r20 = |21 2+ |20]? — 2|21 ] |22
= 27 + 23 + 20119 = 23 + 23 — 2|z | 22|
= 1122 = —|T122]
= z122 <0

<= 1 et a2 sont de signes opposés.

3.b) On procede de fagon analogue & la question 2.c), en appliquant les résultats établis
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en 2.a) et 2.b) :

|21 + 22| = [|21] — |22]|
= |2 + 2 = |2 — |2l
Sa) |21]* + [22]* + 2.Re(2173) = |21* + |22]* — 2|21 |22
.a

<= Re(z1Z3) = —|21|.|22]
S |2123] - cos (arg(z122)) = —[21 72|
<= cos(arg(z1z3)) = —1

|2122|#0 ( g( ! 2))

<= cos (arg(z1%2)) = cos(m)

arg(217z) =7 [27]
— ou

arg(z172) = —m  [2n]
= arg(z17z) =7 [27]
<~ arg(z) + arg(z3) [27]

< arg(z1) —arg(z2) =7 [27]

3

= ’ arg(z1) = m + arg(z2) [27] ‘

Ainsi, pour tout z1, zo deux complexes non nuls :

|21 + 22| = [|21] — |22]| <= arg(z1) = 7 +arg(z2) [27]

(Remarque. Lorsque z1 ou zo est nul, on a toujours |z1 + 22| = ||z1| — |22]|.)




