Lycée Fénelon BCPST1
Année 2021-2022

Fiche d’Exercices n°6 : Sommes, produits, formule du
bindéme, factorisation

En I'absence d’autre indication, n désignera un entier naturel quelconque, n € N.

I. Sommes

Exercice 1. a) Calculer Z(—l)k PR Z (221 4 3% (22FF1 x 3%
k=1 k=1 k=1
’ n+1 1 1
b) Calculer ; (m + F) .
c) Montrer que z”: b 1 !
TG T T
T k 1 1
(indication : montrer que =—— ).

(k+1)! k' (E+1)!

1
Exercice 2. On note ici pour tout entier n, u, = o Calculer :

2n+1 2n n n n
a) Z Ug, b) Z Uk c) Zuzn,k d) Z Ukt e) Z(u;ﬁ—n)
k=0 k=1 k=0 k=0 k=0
Exercice 3. a) Déterminer deux réels a et b tels que
1 a b
Vk e N =
N A DG3) kil k+3
b) En déduire la valeur de la somme i !
— (k+1)(k+3)

n
c) Faire de méme pour g
k=0

1
(k+1)(k+2)(k+3)
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Exercice 4. Les questions a) et b) sont indépendantes.

- 1
a) Simplifier la somme S,, = Z In (1 + E)
k=1

& 1
b) Simplifier 1 duit P, = 1-—
) Simplifier le produi E( k2>

n

1
Exercice 5. Soit S, = Z —
—n+ k

Calculer S, ;1 — S, et en déduire le sens de variation de la suite (S,,).

, pour n entier naturel non nul.

II. Sommes doubles.

Exercice 6. Calculer les sommes doubles suivantes :

h =l
Z h(k2+1), Z 2k+h’ Z 2k+h7 Z k__H7ZZ;’

0<hs<m 0<h,k<n 0<h<k<n 0<h<k<n =1 j=1
0<k<n

E min(z, j), puis E max(, ).
I<ij<n 1<i,j<n

I11. Formule du binome et coeflicients binomiaux.

Exercice 7. Soit x € R, ; montrer a ’aide de la formule du binoéme que Vn € N,
(I14+z)" > 1+ nax.

" [k n+1
Exercice 8. a) Montrer que V(n,p) € N2, p < n, ( ) = ( )
) que ¥(n, p) p ; ) il

b) En déduire les sommes suivantes :

i k, i k(k+1) et i k(k+1)(k+2), puis i k* et i K®.
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

Exercice 9. a) Rappeler la formule du binome de Newton.

b) Calculer Z (Z) et Z(—l)k <Z) puis en déduire Z (277];) et Z (Qk‘?:— 1).
k=0 0 n

k=0 0<2k<n <L2k+1<

CEC -0

k=0

c) Démontrer que

1
Vn,m € N, (n) + (n—|— )+
n n



Exercice 10. Soit n € N*.

Calculer :

P> (5) (C0)G)-0))
= ) (06 6))

(indication : calculer P + I et P — I, puis résoudre le systeéme obtenu).

Exercice 11. Donner une forme plus simple de :
1. C= Z cos(kx) et S = Z sin(kx) (Calculer C' +iS)
k=0 k=0

n

2. =Y (Z) cos(kz) et S = zn: (Z) sin(kz)

k=0 k=0

3. Cy = ZCOSQ(k;x) et Sy = Zsinz(kx) (Calculer Cy 4 Sy et Cy — Ss)
k=0

k=0

Exercice 12. Soit n € N.

a) Caleuler P(z) =Y (Z) 2P

p=0

b) Calculer P'(x) de deux fagons différentes. En déduire Z P (n)

p=0 b

n

1 n
c) Calculer Z —< ) (Penser a une intégration.)
Pt 1l\p

= n
d) Retrouver la valeur de la somme Z P ( ), en démontrant d’abord que si
p=0

o() = (o))

Exercice 13. Soit 6 un réel tel que sinf # 0. On rappelle que cotan(f) =

1<p<n,ona:

cos(0)
sin(f)

1. Calculer (i + cotan §)***! de deux manicres différentes.

2. En déduire que :

n

2n +1 _ sin((2n + 1) 0)
_1\k 2(n—k) —
;( 1 (Qk; n 1> (cotan 6) (sin )21
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Exercice 14. Soit n un entier de N*.
Calculer la somme S définie par :

= = (5) )

0<2p+1<n

1 n
a I’aide du développement de (1 + z—)
V3

IV. factorisations

Exercice 15. Soit a, b des réels, et n un entier naturel. Factoriser les expressions
suivantes :

a) at —4a?b® + 4b* ; a® — 803 ; a® +2a* —b? — 2b* ; @ —1; a® T+ 1.
b) S, =1—2z+4z>+---+(—1)"2"2" (deux cas & considérer).

n—1
c) A, = E en  (deux cas a considérer).
k=0

Exercice 16. Développer (a + b+ ¢)?. Montrer que pour tous nombres ay, ..., a, :
n 2 n
(Zak> :Zai+2 Z a;a; .
k=1 k=1 Ii<jsn

Exercice 17. Etablir de deux facgons différentes que pour tout entier n non nul,
10™ — 1 est divisible par 9.



