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CORRIGE d’exercices du TD : Limites/Continuité

Lycée Fénelon

Exercice 3.

1) Si la fonction cos admettait une limite L € R en 400, alors puisque la suite nm tend
vers +oo, d’apres le théoréme de composition des limites la suite cos(nw) aurait
aussi pour limite L. Or cos(nm) = (—1)" n’a pas de limite. Donc la fonction cos n’a
pas de limite en 4oc0.

Si la fonction sin admettait une limite L € R en 400, alors puisque la suite (g + mr)
tend vers +oo, d’apres le théoreme de composition des limites la suite sin (g + mr)
aurait aussi pour limite L. Or sin (3 4+ nm) = cos(nt) = (—1)" n’a pas de limite.
Donc la fonction sin n’a pas de limite en +oo.

2) Si f(z) = cos L avait une limite en 0, d’apreés le théoreme de composition des limites,

on aurait :
1
lim— =0
oo = hm cos =1L
limcos — =L
0 x
1 . -
Or cos Tz = cosx n'admet pas de limite en +0o comme vu en 1). Ainsi f(x)
x

n’admet pas de limite en 0.

Exercice 4*. Soit f une fonction périodique de période T' > 0. Supposons que f admette
une limite finie L € R en +o00.

Par définition, pour tout € > 0. Il existe A. > 0 tel que Vo € %y, =
IL - f(z)| <e.

Soit x € Py et soit € > 0 :

> A, =

—Sixz > Ac alors |[L — f(z)| < e.
—Sixz < A.. Soit k= { m‘J Alors :
A, —x A, —x
—-1<k<
T < T
A, —x A, —x
k+1< 1
= o <kt T

= A, —s<(k+1D)T <A, —2+T
= A <z+(k+1)T<AA+T

Or (k+ 1) € Z et puisque f est T-périodique et © € Py, on a x + (k+ 1)T € Py et
f(z) = f(x + (k+ 1)T), soit, puisque = + (k + 1)T > A,

IL—f@)|=|L-flz+(k+1)T)|<e

Ainsi, pour tout € > 0, |L — f(z)| < . La seule possibilité est alors |L — f(x)| = 0,
c’est-a-dire f(x) = L.

Puisque x était supposé quelconque, on obtient donc que V& € &y, f(z)
f est constante égale a L.

= L : la fonction

Exercice 5.

2sin 3x

1) im———:
0 2x — 3sin2x

On a une indéterminée %.

. in3 in3
2sin 3x _ 6;1;751230495 _ 351n'z
2r — 3sin2x 2x (1 — 351121&) 1— 351n2a:

z 2x

sinx
=1

)

D’apres le théoreme de composition des limites avec la limite usuelle lign

et par somme, produit et quotient des limites :

. 2sin 3x 3
lim——— = ——
0 2x — 3sin2x 2

2) lign sinz In(tanz) :
L’expression n’est définie que pour z > 0. On a une indéterminée 0 x (—o0).

Puisque limgsinz = limgtanx = 0 on applique la croissance comparée
limpg+ XInX =07 :

T
sinzIn(tanz) = tanz In(tan x) = cosz X tan z In(tan )

Par croissance comparée, puisque limg+ tanz = 0%, d’apres le théoréme de compo-
sition des limites : limg+ tanz In(tanz) = 0~. d’autre par limg cosz = 1. Ainsi, par
produit des limites :

li(r)n sinzIn(tanz) = 0~

3) li{nln(l — ) cos (gx)
L’expression n’est définie que pour z < 1. On a une indéterminée (—oo) x 0. On
applique la croissance comparée limg+ X In X =07 :
(57)
cos =z
2

1—2x

In(1 — x) cos (gx) =(1—-2)In(1 —2)
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4)

On s’est donc ramené au calcul de la limite en 1~

. . 0 o
indéterminée o Pour la lever on se ramene a une limite en 0 en posant :

i hm
in| —
_\2)

h=1—2z — 0%
r—1-

cos (ga:)  cos (g(l - ) Ccos(3otm) (h;> _

~)

cos (
de — N2 /

1—=z

1—ux h h

En appliquant le théoreme de composition des limites avec la limite usuelle

(52)
cos (=
_\2 /

T
T2

h

1—=z

inh

limg 512 = 1, on obtient par produit des limites : lim;
lim In(1 — z) (” ) 0~
imln(l1 —x)cos |-z ) =
1- 2

) e\/lJrsinm —e

lim

0 tanx

X

2

. . 0 . .
On a une indéterminée o On utilise les équivalents ; au numérateur :

e\/1+smz —e=¢e X (6\/1+sinz—1 _ 1)

mozex (\/1+sinx—1>

qui est une

hm
2

par substitution dans I’équivalent e* — 1 T uavec u = vV1+4sinz—1 —6 0.
r—r

x—0

)

m
= —, et donc :

u
Puis, par substitution dans I’équivalent /1 +u — 1 T avec 4 =sinx — 0 :

eVitsinz _ o ¥ e X (\/1+sinx— 1)

sinx
~ e X

0 2
exXx

52

On obtient donc par quotient d’équivalents :

eVitsine _ o exX T exx

tanx o 2tanz o 2z

€
~
0 2

5) lim

6) lim

Finalement :
) e\/1+sin:c —e e
B e 3
In(1+ z%)
+o0 ln(x)
In(1+2% In(@*(1+27%) In(@*)+In(l+27%)) N In(1+z~%))
In(x) In(x) N In(x) st In(x) Yoo o]
In(sin(x))
0 In(z)
On prend z €]0; 7.
sin(z) sin(x)
In(z
In(sin(x)) ( x ) _ In(x) In z
In(x) In(x) ~ In(x) + In(z) o

ln(l +x)>zlnz

" b (M

L’expression est définie sur |1, +o00[. On passe & ’écriture en exponentielle :

() = (oo (4557))

On déja a une indéterminée % sous le dernier logarithme. Or :

In(1 + x) _ Inz+1In(1+ 1/x) - In(1+1/x)

1
Ina In(x) In(z) @—+4oo

+o0 Inz
a alors sous 'exponentielle une indéterminée 0 x (+o00). pour la lever, on utilise

In(1+x
donc d’apres le théoreme de composition des limites lim In <(+)> =0, et on



BCPST1 2021/22

CORRIGE d’exercices du TD : Limites/Continuité

Lycée Fénelon

In(1
léquivalent Inu ~ (u — 1) (en substituant u par M 1:
1 lnx a—too
In(1 In(1
el | BEEDY e (R
Inz +o0 Inz
In(1 -1
~ xln(x)w
oo Inz

1+«
~ xln
+oo €T
1
~ zln(1+—
+oo xT

1
en appliquant 1'équivalent In(1 4 u) ¥ u avec la substitution u = — —+> 0.
T Tr—+0o0

On obtient finalement (par composition des limites) :

zlnx
Jim <1H(1+$>> .y

+o0 ln(a:)

Exercice 6.

1) fi(z) = ln<

comme composée de fonctions continues : une fraction rationnelle suivie de In.

r+1

. La fonction f; est continue sur son ensemble de définition

Déterminons %y, : fi(z) est définie lorsque rtl
tableau de signe) pour x € | — oo; —1[ U ]0; —l—oo:[c.
f1 est continue sur 7y, =] — oo; —1[ U ]0; +o00].

2) fo(z) = In(2? — 52 + 6). La fonction fy est continue sur son domaine de définition
comme composée de fonctions continues : un polynome suivi de In.

Déterminons %y, : fo(x) est définie lorsque 2% — 5z 46 > 0; il suffit donc d’étudier le
signe du trinéme ; £2 — 5z + 6 admet deux racines réelles distinctes, 2 et 3, et donc :
fa est continue sur 7y, =] — 00;2[ U |3; +00].

est défini et > 0, soit (avec un

3) f3(x) = In(2sinx + 1). La fonction f3 est continue sur son ensemble de définition
comme composée de fonctions continues : In et une combinaison linéaire de fonctions
continues, une fonction polynomiale et une fonction circulaire.

Déterminons %y, : fs(x) est définie lorsque 2sinz + 1 > 0, c’est & dire lorsque

sinxy > ——:
2

. 1 . . T
smx > —5 <— SInx > sin (_E)

. - 1 c T T
sine > —= <= x ———
2 6’ 6
et donc sur R, par 2m-périodicité de sin :

1 s Vs
i —= —— 4 2km; — + 2k
sinx > 2<:>x€kez} 6+ 77,6-1- 7{

Ainsi f3 est continue sur :

7
7y, = U]—76r+2k7r;g+2knr[
kEZ

4) f4(z) = VInz. La fonction fy est continue sur son ensemble de définition comme
composée des fonctions continues In et racine carrée.

Déterminons Zy, : fa(x) est définie lorsque Inx est définie et > 0, c’est & dire sur
Py, = [1;+odl.
Ainsi f, est continue sur 9y, = [1; +00].

5) fs(x) =+/cosz + sinzx.

La fonction f; est continue sur son ensemble de définition, comme composée de
fonctions continues : racine carrée et la somme de deux fonctions circulaires.

Déterminons %y, : fs(x) est définie lorsque cosx + sinz > 0.

1 1
cosz + sinx = \/5 —cosx + —sinz
(\/i V2 )

= \/§ (cos % cosx + sin % sin x)

= \/§COS (Jf — %)

Ainsi,

. T
cosx +sinx >0 < cos (x—f> 0

4

WV
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six € [—

m 3|
272 |

L S0 e 7T< 71'<71'<:> 7T< 3T
COST +Ssmmx = 2\36 1579 4\36\ 1

et donc sur R, par 2m-périodicité de cos :

. T 3
cosxr +sinx > 0 <— kaLéJJ4+2k7r,4+2k7r{

Ainsi : f5 est continue sur :

Exercice 11.

1) Etudions le domaine de définition de

F(z) = exp ((x —1)In— 1) — exp ((x+ 1)In

r+1
T

Soit x € R; f(x) est définie ssi

T r+1

>0 et >0
z—1 T
On fait un tableau de signe :

T —00 -1 0 1 +o00

T - — + +
z—1 — — — +
z+1 — + + +

z + 0 - +
z—1
z+1

+ 0 - + -
x

donc f(z

Ainsi :

Dy =

) est défini ssi :

x €] —00,0[U]l,400[ et x€]—o00,—1[U]0,+o0]

(1 = 00,0[ U ]1,+00]) 1 ] = 00, =1[ L]0, +00]) =[] — 00, ~1[ U ]1, +o0] |

2) Montrons que f est impaire. Son domaine de définition est symétrique par rapport
ao0:

€Yy <= (z>1louxr<—1) <= (—z<—-lou —z>1) < —z €Y

De plus :
fea) =exp (o= 1) —= (~o+ )
—z)=exp|(—z—1)In —exp | (—=x n
P —x—1 P —x
T z—1
= —r—1)1 - — 11
exp(( x )nx—i—l) exp(( x+1)In . )
rz+1 T
= —(—z—1)1 - —(—z+ 1)1
exp< (—x—1) . ) exp( (q:—&-)nxl)
z+1 T
= 1)1 - - 1)1
exp((w—i— ) . ) exp((x )nx_1>
=—f(x)
3) Puisque f est impaire, il suffit d’étudier sa limite en 17. On obtiendra alors sa limite
en (—1)~ en prenant I'opposé.
On a une indéterminée sous la premiére exponentielle, de type 0 x (+00). Pour la
lever :
x
-1l =(xz—1)he—(z—1)1 -1) — 07
(z—1)In P (z—1)lnz—(z—1)In(z - 1) v
— 0F — 0~
z—1t z—11
par croissance comparée (lirng InX =07).
0
Ainsi :
lim f(z) =1 - ¢ 22— _3 et lim f(z)=+3
1

(=D~

Ainsi f se prolonge par continuité en (—1) et 1 en posant :
JI)=—3 et f(-1)=3

4) Puisque f est impaire, il suffit d’étudier sa limite en +o00. On obtiendra alors sa
limite en —oo en prenant 1’opposé.
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On a une indéterminée (+00) x 0 sous chacune des deux exponentielles. On les leve

—

1, ou ce qui revient au meéme,
r—+00

1
en utilisant la limite usuelle x1In (1 + )
T

1
~ — (déduit par substitution de In(1 + u) I~ u).

+oo I

1
I’équivalent usuel In (1 + )
x

T 1 1
(m_l)lnx1:<x_1)1n(1+ml) +rzo(x—1)xx71+f;ol
1 1
(@+1)In 25 =4x+nm(1+)$,@+nx~1
X oo e}

Ainsi :
lim f() = lim /() = 0

Exercice 14. Soit f définie sur R vérifiant :

f est continue en 0 et 1
Vz €R, f(2?) = f(z)

1) Montrons que f est paire; soit z € R :

Ainsi f est paire.
2) Soit x > 0.

(a) Montrons par récurrence que Vn € N, f (xz%) = f(z).
(I). Pour n=0: f (J:%") = f(z') = f(x). Donc la propriété est vraie au rang

n=20.

(H). Supposons la propriété vraie au rang n : f (x%"> = f(x).

)= ([T ) 5 () g o
(HR)
La propriété reste dpnc vraie au rang (n + 1). Ceci conclut la récurrence.

1
T

1 1
(b) Soit la suite u,, = =" = exp ( In x) Puisque lim on = 0, limu, = 1.

277,

(c) Puisque lim 27" =1 et que f est continue en 1 :
lim f (x%“) = f(1)

Puisque Vv € N, f (:c%) = f(z), on en déduit par passage & la limite :
flx)=r(1).
Ainsi f est constante sur R .
3) Puisque f est paire et constante sur R, f est constante aussi sur R* égale a f(1)
et donc f est constante R*.

Mais puisque f est continue en 0, f(0) = lir% f(z) = f(1). Ainsi f est constante sur
r—
R.



