Chapitre 9

Fonctions récursives - 1

9.1 Notion de récursivité

e Une fonction en python peut appeler toute fonction définie.

e En particulier une fonction (en python ou tout autre langage de programmation)
peut s’appeler elle-méme. On parle alors de fonction récursive :
est récursive lorsqu’elle s’appelle elle méme.

une fonction

e Notamment lorsque le calcul de fonction(n) appelle le calcul de fonction(n-1),
etc... jusqu’a résoudre celui de fonction(0).

e Un exemple classique est le calcul de factorielle n : n!.

def fact(n):
if (n == 0):
return 1
else:
return n * fact(n-1)

# Initialisation
#0! =1

# Relation de récurrence

e Par exemple I'appel de fact(3) appelle fact(2) qui appelle fact(1) qui finale-
ment appelle fact (0) qui retourne 1.

Ainsi fact (1) retourne 1*fact(0)=1,
ment fact(3) retourne 3*xfact (2)=6.

fact(2) retourne 2*fact(1)=2, et finale-

9.2 Récursivité : Pile d’exécution

e Les appels successifs sont stockés dans une pile d’exécution.

| PILE

fact(0) =1
fact(1) = 1xfact(0)
fact(2) = 2+fact(1)
fact(3) = 3*fact(2)

Retourne 3*fact (2)
Retourne 2*fact (1)
Retourne 1xfact (0)

— Appel de fact(3) :
— Appel de fact(2) :
— Appel de fact(1) :

— Appel de fact(0) : Retourne 1
e Les appels successifs sont stockés dans une pile d’exécution.

| PILE
fact(0) = 1
fact(1) = 1xfact(0) =1 x 1 =1
fact(2) = 2xfact(1) =3 *2=6
fact(3) = 3*fact(2) = 3 *x 2 = 6

Retourne 1

Retourne 1*xfact(0)
Retourne 2xfact (1)
Retourne 3*xfact(2)

— Appel de fact(0) :
— Appel de fact(1) :
— Appel de fact(2) :
— Appel de fact(3) :

e La complexité (ici!) est linéaire en temps et en espace.

=1
2

= 6. C’est le résultat retourné.

e Avantages : élégant, concis, se préte bien & la récurrence, permet de résoudre
facilement des problémes compliqués.
e Inconvénients : complexité en espace (du fait de la pile d’exécution). En python
le nombre d’appels récursifs est limité a 1000 : pile de capacité limitée.

e Autre désavantage : la récursivité peut facilement donner lieu & des boucles
infinis.

Par exemple dans le programme précédent ’appel de fact(-1) appelle fact(-2),
qui appelle fact (-3), etc..., donnant lieu & une boucle infinie, et dans la pratique a
une erreur de dépassement de capacité de la pile d’exécution.

e Amélioration du programme pour éviter ce phénomene : ou encore,

def fact(n):
assert isinstance(n,int) and n >= 0
if (n == 0): # Initialisation
return 1 #0! =1
else:

return n * fact(n-1) # Relation de récurrence

e Terminaison et correction du programme :
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1. si argument n n’est pas un entier naturel : terminaison avec erreur.

2. sinest un entier naturel : terminaison et correction de fact (n) se démontrent
par un récurrence immédiate sur n : vrai si n = 0, et si fact(n-1) se termine
et retourne (n —1)!, alors fact(n) se termine en retournant n.(n - 1)! = nl.

9.3 Exemples

9.3.1 Rangées de briques
e Etudions un autre exemple ou le principe de récurrence est plutoét analogue au
principe de récurrence forte.

e Soit N > 2 un entier naturel. Combien y a t-il de fagon de constituer une rangée
de briques de longueur N en utilisant seulement des briques de longueur 2 et 37

e Exemple : Voila 3 fagons de faire une rangée de longueur 8 (il y en a d’autres).

e Pour le résoudre facilement : on va procéder par récursivité en se ramenant :

1. Aucas N -2 : lorsqu’on ajoute a la fin de la rangée une brique de longueur
2.

2. Au cas N -3 : lorsqu’on ajoute a la fin de la rangée une brique de longueur
3.

L’ensemble {rangées de briques} est partitionné en :

{rangées de briques finissant par longueur 2}
{rangées de briques finissant par longueur 3}.

¢ On a la relation de récurrence :

Nombre de rangées(N) = Nombre de rangées(N-2) + Nombre de rangées(N-3) ‘

¢ On en déduit la résolution par la fonction récursive :

def briques(N):
if N < 2:
return O
elif (N == 2) or (N == 3):
return 1
else:
return briques(N-2) + briques(N-3)

9.3.2 L’algorithme d’exponentiation rapide

e Regardons un autre exemple, lui tres utile en pratique :
e Calcul d’une puissance z" par multiplications successives

Supposons que 'on s’interdise I’emploi de ’opération de mise en puissance (comme
c’est le cas pour un microprocesseur), et que I'on veuille écrire une fonction prenant
en parametre un nombre z et un entier n et qui retourne la puissance z".

e Solution naive non récursive, & ’aide d’une boucle for :

def puissance(x,n):
result = 1
for i in range(n):
result =
return result

result * x

Compléxité : linéaire (en O(n)) en temps dans le pire et le meilleur des cas. Bornée
(en O(1)) en espace.
e Regardons un autre exemple, lui tres utile en pratique :

e Calcul d’une puissance z" par multiplications successives

Supposons que l'on s’interdise I’emploi de I'opération de mise en puissance (comme
c’est le cas pour un microprocesseur), et que I'on veuille écrire une fonction prenant
en parametre un nombre x et un entier n et qui retourne la puissance z".

e Solution naive, récursive :

def puissance(x,n):
if n==0:
return 1
else:
return x * puissance(x,n-1)

Compléxité : linéaire (en O(n)) en temps dans le pire et le meilleur des cas. Linéaire

(en O(n)) en espace.

e On peut aller beaucoup plus vite, en mettant a profit les propriétés de la mise
en puissance :

0 2 2 2p+1 2
z' =1 ; zP=(")! ; 2% =za™®
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e Ainsi :

1 si n=0
puissance(z,n) ={ puissance(z?,n/2) si m est pair
z x puissance(z®, (n - 1)/2) sin est impair

e Code python :

def puissance(x,n):
if n ==
return 1
elif nJ2==0:
return puissance(x,n//2) ** 2
else:
return x * puissance(x,n//2) ** 2 # ici : n//2 = (n-1)/2

def puissance(x,n):
if n ==
return 1
elif nj2==0:
return puissance(x**2,n//2)
else:
return x * puissance(x**2,n//2) # ici : n//2 = (n-1)/2

Exemple calcul de z'% :
¢ 100 est pair. On obtient 2% en élevant au carré z°°, soit une multiplication.
50 est pair. On obtient °° en élevant au carré 2%, soit une multiplication.

25 est impair. On obtient z2° en élevant au carré z'? puis en multipliant par z,
soit 2 multiplications.

12 est pair. On obtient 22 en élevant au carré z°, soit une multiplication.

Vérifions sur un exemple que l'algorithme est beaucoup plus rapide :

Exemple calcul de 2% :

. . 6 / , 3 . T .
¢ 6 est pair. On obtient ” en élevant au carré z*, soit une multiplication.

3 est impair. On obtient 2% en élevant = au carré puis en multipliant par z.

¢ 100 est pair. On obtient z'% en élevant = au carré, 1 = 2> (lére mult.); on devra Au total : 8 multiplications, contre 100 pour 'algorithme naif'!

élever x1 a I’exposant 50.

¢ 50 est pair. On obtient (x1)°° en élevant x1 au carré, x2 = (x1)? (28me mult.) ; on

devra élever x2 a ’exposant 25.
25 est impair. On obtient (x2)%°
on devra élever x3 a exposant 12 puis multiplier par z2 (4éme mult.).

9.3.3 Complexité de l’algorithme d’exponentiation ra-

en élevant o au carré, r3 = (z2)? (3éme mult.); pide

e On démontre que ’algorithme d’exponentiation rapide a une complexité loga-

e 12 est pair. On obtient (I3)12 en élevant x3 au carré, x4 = (w;,»)2 (5éme mult.) ; on rithmique (d’ordre ©(log(n)))

devra élever x4 a ’exposant 6.

o Exercice* :

e 6 est pair. On obtient (x4)° en élevant x4 au carré, x5 = (24)> (62me mult.); on

devra élever x5 a ’exposant 3.

e 3 est impair. On obtient (x5)* en élevant x5 au carré, (7eéme mult.) puis en mul-

tipliant par x5 (8¢me mult.).

Au total : 8 multiplications, contre 100 pour I’algorithme naif'!

e Une variante de l'algorithme d’exponentiation rapide, utilisant plutot :

=1 ; =P ; 2P =z
e Ainsi :
1 si n=0
puissance(z,n) =4 (puissance(z,n/2))’ si n est pair

z x (puissance(z, (n —1)/2))°  sin est impair

e Code python :

1. Soit n € N et p = [logy(n)| (ou |z] désigne la partie entiere de z et log, le
logarithme base 2, i.e. y =log,(z) < 2Y ==z.)
Justifier que :
2P <n < 2Pt

2. Montrons par récurrence sur p que lorsque 2P < n < 2P*% alors il faut entre
p et 2.(p + 1) multiplications pour le calcul de de ™ par 1’algorithme d’ex-
ponentiation rapide.

3. En déduire que l'algorithme d’exponentiation rapide a pour complexité
O(log(n)).

e Montrons que sa complexité est logarithmique :

1. Soit n e N et p = |logy(n)].

Puisque : 252" = |z| <z <|z|+1, etz 2 est strictement crois-

sante, alors : [ 2P <n < 2P1 |
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2. Montrons par récurrence sur p qu’il faut entre p et 2.(p + 1) multiplications
pour le calcul de de z™ par I’algorithme d’exponentiation rapide :

Initialisation. Si p=0: 1< n <2, et le calcul de 2™ = z par I'algorithme
d’exponentiation rapide nécessite une multiplication. Vrai au rang 0.

Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang p et supposons que 2P+ <
n < 2P*2_ L’algorithme obtient ™ en : élévant = au carré z® (1 multi-
plication), puis en élevant 22 & la puissance |n/2], puis éventuellement en
multipliant par = (< 1 multiplication).

Or 27 < |[n/2] < 2P*'. Par hypothése de récurrence ’élévation & la puissance
|n/2] par exponentiation rapide nécessite entre p et 2(p+ 1) multiplications,
donc celui de ™ nécessite entre p+1 et 2(p+1) +2 = 2(p+2) multiplications.
cqfd.

3. Le nombre d’opérations effectuées par 'algorithme a méme ordre que le
nombre de multiplications effectuées (au plus 2 tests par multiplication).

D’apres la question précédente, le calcul de z™ nécessite :
_ log(n)
" log(2)

au plus : 2(p+1) =2(|logy(n) | +1) < 2logy(n) +2=2

au moins : p = (|logy(n)| > log,(n) -1 - 1 multiplications,

log(n)
log(2)

+ 2 multiplications.

Donc la la complexité est en ©(log(n)).
Exemple : 'exponentiation rapide de P

2 = ("))’

p élévations au carré

nécessite p multiplications (une pour chaque élévation au carré).

9.3.4 Version itérative de ’algorithme d’exponentiation
rapide

e Exercice** : Ecrire une version non-récursive (itérative) de l'algorithme d’expo-

nentiation rapide (considérer I’écriture en base 2 de I’exposant n).

Sa complexité est-elle toujours en ©(log(n)) (ol n est 'exposant) ?

Algorithme itératif :

1. Le résultat sera contenu dans une variable puissance qui initialement vaut
1.

2. Si n est impair on multiplie puissance par z, sinon on ne fait rien.
3. puis on change & par z> et n par n//2.

4. On recommence tant que n > 0.

e Premiére méthode : par divisions euclidiennes de n par 2 successives :

def expRapide(x,n):
puissance = 1
while n > O:

if n¥%2 ==

puissance = puissance * x
X = X*¥%2
n=n//2

return puissance

Terminaison : n est un variant de boucle (ses valeurs prises forment une suite stric-
tement décroissante d’entiers naturels).

Complexité : le nombre d’opérations élémentaires est du méme ordre que le
nombre de passage dans la boucle; c’est & dire log,(n) : complexité logarithmique

©(log(n)).

Correction : Aprés k passage dans la boucle, notons ny la valeur de n, py la valeur
de puissance et z; la valeur de z. On a pour invariant de boucle : p = z* ol
Ny, T, sont le quotient et le reste dans la division euclidienne de no = n par 2%, et
Tk = 22"

Par récurrence :

Initialisation. (k = 1). Apreés un passage dans la boucle p1 vaut 1 si ng est pair et =
sinon ; n; vaut le quotient de ng par 2; z1 = z°.

Hérédité. Apres k passage, ni, est le quotient de ng = n par 2%, r;, est le reste.
Si nk est pair, pr+1 = Pr et 41 =1 dOU pry1 = L,
Si ng est impair, pg+1 = pr.Tk = T .;c2k. Or 7pe1 = 1 + 2.

CQFD.

e Deuxiéme méthode : en calculant d’abord I’écriture binaire de n.

def dec2bin(n):
bin = *°
while n>0:
bin = str(n%2) + bin
n//2

return bin

n =

Puis on remarque que :

1. n est impair si et seulement si le chiffre des unités dans son écriture binaire
est 1.

2. L’écriture binaire de n//2 s’obtient de celle de n par un décalage & droite
(c’est & dire effacer le chiffre des unités).

o Plutét que de considérer a chaque étape Iécriture binaire de n//2,

il suffit de parcourir celle de n de droite a gauche :
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def dec2bin(n):
bin = *?
while n>0:
bin = str(n%2) + bin
n//2

return bin

n =

def expRapideO(x,n):
bin = dec2bin(n)
puissance = 1
for char in reversed(bin):
if char == ’1’:
puissance = puissance * x
X = X¥¥2
return puissance

Remarque : la toute derniere élévation au carré sera inutile et couteuse...

def dec2bin(n):
bin = *?
while n>0:
bin = str(n%2) + bin
n =n//2
return bin

def expRapide(x,n):
bin = dec2bin(n)
puissance = 1
for char in reversed(bin):

if char == ’1’:
puissance = puissance * x
X = X**2

return puissance

e Complexité de la fonction expRapide(n) : celle de I'appel de dec2bin(n) +

nombre de passage dans la boucle for.

Le nombre de passage dans la boucle for égale le nombre de chiffres dans ’écriture
binaire de n.

La complexité de dec2bin() a méme ordre que le nombre de chiffres dans ’écriture
binaire de n. (= nombre de passages dans la boucle while).

e La fonction expRapide(n) : celle de 'appel de dec2bin(n) + nombre de passage
dans la boucle for.

Le nombre de passage dans la boucle for égale le nombre de chiffres dans ’écriture
binaire de n.
La complexité de dec2bin() a méme ordre que le nombre de chiffres dans I’écriture
binaire de n.

N

Avec p chiffres (le plus & gauche valant 1), on écrit tous les entiers de 2°7" &
2P —1:
2Pt gn<2?
= p-1<logy(n) <p (aprés composition par log,)

= log,(n) <p<logy(n)+1

Donc le nombre de chiffres nécessaires dans 1’écriture binaire de n est du méme ordre
que log,(n).
La complexité de I’écriture binaire de n est ©(log(n)).

La complexité de I'algorithme itératif d’exponentiation rapide est ©(log(n)).
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