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Annexe

Fonctions réelles usuelles
http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Nous passons en revue les fonctions réelles usuelles.

1. Fonctions linéaires

C’est toute fonction de la forme :

x ÞÝÑ aˆ x avec a P R

Elle est définie et dérivable sur R, de nombre dérivée a en tout point.
Sa courbe représentative est la droite de pente a passant par l’origine.

y = ax

1

a θ

De plus a “ tan θ. Ses limites aux bornes sont :

lim
xÑ˘8

ax “

$

&

%

˘8 si a ą 0

¯8 si a ă 0

0 si a “ 0

2. Fonctions affines

C’est toute fonction de la forme :

x ÞÝÑ aˆ x` b avec pa, bq P R2

Elle est définie et dérivable sur R, de nombre dérivée a en tout point.
Sa courbe représentative est la droite de pente a et d’ordonnée à l’origine b.

y = ax+ b

1

a+ b θ
b

De plus a “ tan θ. Ses limites aux bornes sont :

lim
xÑ˘8

ax` b “

$

&

%

˘8 si a ą 0

¯8 si a ă 0

b si a “ 0
1
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3. Fonction carrée

La fonction carrée :

x ÞÝÑ x2

est définie sur R et paire. Elle est dérivable, de dérivée x ÞÝÑ 2x. Sa courbe représentative est une
parabole dirigée selon l’axe pO,ÝÑj q.

1

1

y = x2

Ses limites aux bornes sont :
lim

xÑ˘8
x2 “ `8

4. Fonction racine carrée

La fonction carrée réalise une bijection de R` sur R` dont la bijection réciproque est la fonction
racine carrée :

x ÞÝÑ
?
x définie sur R` par

#?
x ě 0

p
?
xq

2
“ x

Elle est dérivable sur R˚` ; sa courbe représentative est un arc de parabole dirigé selon l’axe pO,ÝÑi q qui
admet en l’origine une tangente verticale ; en effet :

?
x´

?
0

x´ 0
“

1
?
x
ÝÑ
0
`8

1

1

y = x2

Sa limite en `8 est :
lim

xÑ`8

?
x “ `8
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5. Fonctions puissances entières

Ce sont toutes les fonctions de la forme :

x ÞÝÑ xn avec n P Z

Une fonction puissance entière est définie sur :
"

R si n ě 0

R˚ si n ă 0

elle est dérivable sur son domaine de définition, de dérivée :
"

x ÞÝÑ nxn´1 si n “ 0

x ÞÝÑ 0 si n “ 0

et elle a pour parité :
"

paire si n est pair
impaire si n est impair

‚ Courbes représentatives et limites en ˘8 :

– Lorsque n ě 0 et n est pair :

1−1

y = x2
y = x0

y = x4

y = x6

lim
xÑ˘8

xn “

"

`8 si n ą 0

1 si n “ 0

Lorsque n ą 0 est pair, elle réalise une bijection de R` sur R`, de bijection réciproque :
n
?

: R` ÝÑ R`
x ÞÝÑ n

?
x : l’unique réel positif dont la puissance n-ième vaut x .

– Lorsque n ě 0 et n est impair :

y = x

1

y = x3

y = x5

−1

lim
xÑ˘8

xn “ ˘8
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Lorsque n est impair, elle réalise une bijection de R sur R, de bijection réciproque :
n
?

: R ÝÑ R
x ÞÝÑ n

?
x : l’unique réel dont la puissance n-ième vaut x .

– Lorsque n ă 0 et n est impair :

y = 1
x5

y = 1
x

1

y = 1
x3

−1

lim
xÑ˘8

xn “ 0˘

– Lorsque n ă 0 et n est pair :

1−1

y = 1
x2

y = 1
x4

y = 1
x6

lim
xÑ˘8

xn “ 0`

6. Fonctions polynômes

Ce sont les fonctions de la forme :

f : x ÞÝÑ a0 ` a1x` a2x
2 ` a3x

3 ` ¨ ¨ ¨ ` anx
n “

n
ÿ

k“0

akx
k avec pa0, a1, . . . , anq P Rn`1

C’est la somme des monômes akxk de degrés allant de 0 à n. Lorsque an “ 0 on dit que le polynôme
a pour degré n.
Toute fonction polynôme de degré n ą 0 est définie et dérivable sur R et sa dérivée est un polynôme
de degré n´ 1.

f 1pxq “ a1 ` 2a2x` ¨ ¨ ¨ ` nanx
n´1 “

n
ÿ

k“1

kakx
k´1

Ses limites en ˘8 sont égales à celles de son monôme de plus haut degré.
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7. Fonction valeur absolue

|x| “
?
x2 “

"

x si x ě 0

´x sinon

La fonction valeur absolue est définie et continue sur R, elle est dérivable sur R˚, et paire.

1

1

y = |x|

−1

Ses limites aux bornes sont :
lim

xÑ˘8
|x| “ `8

8. Fonction partie entière

x ÞÝÑ txu c’est le plus grand entier ď x

La fonction partie entière est définie sur R et continue sur R r Z. Elle est croissante, et admet donc
en tout point une limite à gauche ainsi qu’une limite à droite, finies. En ses points de discontinuité :

@n P Z, lim
xÑn´

txu “ n´ 1 ; lim
xÑn`

txu “ n

Sa courbe représentative est en escalier :

y = bxc

et ses limites aux bornes sont :
lim

xÑ`8
txu “ `8 ; lim

xÑ´8
txu “ ´8
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9. Fonctions cos et sin

Les fonctions cos et sin sont définies et dérivables sur R, et 2π-périodique.
cos1 “ ´ sin ; sin1 “ cos

Elles ont pour image directe l’intervalle cospRq “ sinpRq “ r´1, 1s ; cos est paire, sin est impaire.

Leurs courbes représentative sont des sinusoïdes s’obtenant l’une de l’autre par la translation de vecteur
π
2 ¨
ÝÑ
i .

π

2 π

y = cos(x)

3π
2

−π

2−π−3π
2

π

2 π

y = sin(x)

3π
2

−π

2−π−3π
2

Les fonctions sin et cos n’ont pas de limite en ˘8. On a par contre les limites usuelles suivantes

lim
xÑ0

sinpxq

x
“ 1 ; lim

xÑ0

1´ cospxq

x2
“

1

2

(la 2ème se déduit de la première en multipliant par 1`cospxq
1`cospxq ).

cos2paq ` sin2paq “ 1

sinp2aq “ 2 sinpaq cospaq cosp2aq “ cos2paq ´ sin2paq “ 2 cos2paq ´ 1 “ 1´ 2 sin2paq

cospa˘ bq “ cospaq cospbq ¯ sinpaq sinpbq sinpa˘ bq “ sinpaq cospbq ˘ sinpbq cospaq

sinp´aq “ ´ sinpaq cosp´aq “ cospaq sinpπ ` aq “ ´ sinpaq cospπ ` aq “ ´ cospaq

sin
´π

2
´ a

¯

“ cospaq cos
´π

2
´ a

¯

“ sinpaq sin
´π

2
` a

¯

“ cospaq cos
´π

2
` a

¯

“ ´ sinpaq

10. Fonction tan

La fonction tan est définie et dérivable sur :

Dtan “ Rr
´π

2
` πZ

¯

“
ď

kPZ

ı

´
π

2
` kπ,

π

2
` kπ

”

sa dérivée est :
tan1 “ 1` tan2 “

1

cos2

La fonction tan est impaire et π-périodique ; l’intervalle
‰

´π
2 ,

π
2

“

a pour image directe tanp
‰

´π
2 ,

π
2

“

q “

R.
tan n’a pas de limite en ˘8 mais :

lim
xÑπ

2
´
tanpxq “ `8 ; lim

xÑ´π2
`
tanpxq “ ´8

tanp2aq “
2 tanpaq

1´ tan2paq
tanpa˘ bq “

tanpaq ˘ tanpbq

1¯ tanpaq tanpbq

Sa courbe représentative admet pour asymptôtes verticales toutes les droites x “ π
2 ` kπ lorsque k

décrit Z.
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y = tan(x)

π

2 π−3π
2

3π
2

−π

2−π

11. Fonction Arctan

D’après le théorème de la bijection, la fonction tan réalise une bijection de
‰

´π
2 ,

π
2

“

vers R. Sa
bijection réciproque est noté Arctan.

La fonction Arctan est la bijection réciproque de tan restreinte à l’intervalle
‰

´π
2 ,

π
2

“

.
Elle est définie et dérivable sur R, d’image directe ArctanpRq “

‰

´π
2 ,

π
2

“

. Sa dérivée est :

Arctan1pxq “
1

1` x2

La fonction Arctan est impaire, car la fonction tan l’est.

@x P R, tanpArctanpxqq “ x

@x P
ı

´
π

2
,
π

2

”

, Arctanptanpxqq “ x

‚ La courbe représentative de Arctan s’obtient de celle de tan restreinte à
‰

´π
2 ,

π
2

“

par la symétrie
d’axe y “ x :

y = arctan(x)

y = tan(x)

En particulier elle admet deux asymptôtes horizontales d’équations x “ ˘π
2 et :

lim
xÑ`8

Arctanpxq “
π

2
; lim

xÑ´8
Arctanpxq “ ´

π

2
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12. Fonction Arcsin

La fonction sin réalise une bijection de
“

´π
2 ,

π
2

‰

sur r´1; 1s ; sa bijection réciproque est Arcsin.

La fonction Arcsin est la bijection réciproque de sin restreinte à
“

´π
2 ,

π
2

‰

.
Elle est définie sur r´1, 1s, impaire, dérivable sur s ´ 1, 1r de dérivée :

Arcsin1pxq “
1

?
1´ x2

y = arcsin(x)

@x P r´1, 1s, sinpArcsinpxqq “ x

@x P
”

´
π

2
,
π

2

ı

, Arcsinpsinpxqq “ x

13. Fonction Arccos

La fonction cos réalise une bijection de r0;πs sur r´1; 1s ; sa bijection réciproque est Arccos.

La fonction Arccos est la bijection réciproque de cos restreinte à r0, πs.
Elle est définie sur r´1, 1s, dérivable sur s ´ 1, 1r de dérivée :

Arccos1pxq “ ´
1

?
1´ x2

y = arccos(x)

@x P r´1, 1s, cospArccospxqq “ x

@x P r0, πs , Arccospcospxqq “ x

Les fonctions Arccos et Arcsin ayant des dérivées opposées, il se déduit facilement que :

@x P r´1, 1s, Arccospxq `Arcsinpxq “
π

2
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14. Fonction logarithme néperien ln

ln est l’unique primitive sur R˚` de x ÞÝÑ
1

x
valant 0 en 1 :

#

@x P R˚`, ln1pxq “
1

x
lnp1q “ 0

ce qui équivaut à @x P R˚`, lnpxq “

ż x

1

1

t
dt.

En particulier elle est définie sur R˚` et dérivable de dérivée la fonction inverse x ÞÝÑ 1
x .

Pour tout a ą 0 et b ą 0 :
lnpaˆ bq “ lnpaq ` lnpbq

ln
´a

b

¯

“ lnpaq ´ lnpbq

ln

ˆ

1

a

˙

“ ´ lnpaq

@n P Z, ln panq “ nˆ lnpaq

Puisque @x P R˚`, ln
1
pxq “

1

x
ą 0, la fonction ln est strictement croissante. Or lnp1q “ 0 et donc :

@x P s0, 1r, lnpxq ă 0 ; @x ą 1, lnpxq ą 0.

Concernant ses limites :

lim
xÑ`8

lnpxq “ `8 ; lim
xÑ0`

lnpxq “ ´8

lim
xÑ`8

lnpxq

x
“ 0` ; lim

xÑ0`
x lnpxq “ 0´

lim
hÑ0

lnp1` hq

h
“ 1

‚ Courbe représentative de ln :

1

y = ln(x)

La fonction ln réalise une bijection de R˚` sur R.

15. Fonction exponentielle

Puisque ln est continue et strictement croissante, d’après le théorème de la bijection, elle réalise une
bijection de R˚` vers lnpR˚`q “ R ; sa bijection réciproque est notée exp.

La fonction exp est la bijection réciproque de ln. Elle est définie sur R.
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De plus elle est continue, strictement croissante et exppRq “ R˚`. Ainsi
@x P R, exppxq ą 0.

Pour tout pa, bq P R2 :
expp0q “ 1

exppa` bq “ exppaq ˆ exppbq

expp´aq “
1

exppaq

exppa´ bq “
exppaq

exppbq

@n P Z, pexppaqqn “ exppnaq

Concernant la dérivabilité de exp :

La fonction exp est dérivable sur R et exp1 “ exp.

On retrouve la caractérisation donnée comme définition de exp au lycée :

La fonction exp est l’unique fonction satisfaisant l’équation différentielle y1 ´ y “ 0 et valant 1
en 0.

Après avoir établi qu’une fonction vérifiant ces deux conditions est unique.

La courbe représentative de exp s’obtient de celle de ln par la symétrie d’axe y “ x :

1

1

y = ln(x)

y = exp(x)

e

e

On note : e “ expp1q ; alors lnpeq “ 1.

Les limites à connaître sont :

lim
xÑ`8

exppxq “ `8 ; lim
xÑ´8

exppxq “ 0` ; lim
hÑ0

expphq ´ 1

h
“ 1

16. Fonctions puissances réelles

Pour tout n P Z et x P R˚`, on a :
xn “ expplnpxnqq “ exppn lnpxqq

Ceci nous permet de généraliser la notation puissance à des exposants réels :
Jean-Philippe Préaux 10
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Soient α P R et x P R˚` ; on note :
xα “ exppα lnpxqq

Pour α P R, la fonction : x ÞÝÑ xα est définie sur :
$

&

%

R si α P N
R˚ si α P Z r N
R˚` si α P Rr Z

Lorsque α P R` r Z, la fonction x ÞÝÑ xα peut s’étendre par continuité en 0 en posant 0α “ 0.

Exemple. Pour tout x P R˚` et tout n P N˚, x 1
n est le nombre positif qui élevé à la puissance n vaut

x :
´

x
1
n

¯n

“ exp

ˆ

1

n
lnpxq

˙n

“ exp

ˆ

nˆ
1

n
lnpxq

˙

“ expplnpxqq “ x.

Ainsi, @x ą 0, x
1
n “ n

?
x.

Pour tout x ą 0 et pn, pq P N˚ ˆ N :

x
p
n “

`

n
?
x
˘p
“

n
?
xp

Les puissances à exposants réels ont mêmes propriétés que les puissances à exposants entiers :

Pour tout px, yq P
`

R˚`
˘2 et tout pα, βq P R2 :

x0 “ 1 ; xα ˆ xβ “ xα`β ;
xα

xβ
“ xα´β ; pxαq

β
“ xαˆβ ; pxyq

α
“ xα ˆ yα

On généralise aussi les propriétés de exp et ln aux exposants réels :

Soit α P R :
@x P R, exppxqα “ exppαxq

@x P R˚`, ln pxαq “ α lnpxq

Quant à sa dérivabilité :

Soit α P Rr Z ; la fonction x ÞÝÑ xα est définie sur R˚` et dérivable de dérivée :

pxαq1 “ αxα´1

Sa courbe représentative a pour allure, selon les valeurs de α :

1

1

α < 0
α = 0

0 < α < 1
α = 1
α > 1
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17. Fonctions logarithmes et exponentielles en base a

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.
‚ La fonction exponentielle en base a est :

x ÞÝÑ ax “ exppx lnpaqq

elle est définie sur R.

‚ La fonction logarithme en base a est :

loga : x ÞÝÑ logapxq “
lnpxq

lnpaq

elle est définie sur R˚`.

ex “ exppxq ; logepxq “ lnpxq

Les fonctions exponentielle et logarithme de base a sont des bijections réciproques l’une de l’autre :

Pour tous px, yq P Rˆ R˚` :
y “ ax ðñ x “ logapyq

Les fonctions exponentielles et logarithmes en base a vérifient les mêmes propriétés algébriques que
exp et ln :

logap1q “ 0

Pour tout x ą 0 et y ą 0 :
logapxˆ yq “ logapxq ` logapyq

loga

ˆ

x

y

˙

“ logapxq ´ logapyq

loga

ˆ

1

x

˙

“ ´ logapxq

@α P R, loga pxαq “ αˆ logapxq

Pour tout px, yq P R2 :
a0 “ 1

ax`y “ ax ˆ ay

a´x “
1

ax

ax´y “
ax

ay

@α P R, paxqα “ aαx

Elles sont dérivables comme composées et :

logapxq
1 “

ˆ

lnpxq

lnpaq

˙1

“
1

x lnpaq

paxq1 “ pexppx lnpaqq
1
“ lnpaq ˆ ax

Un cas particulier important en chimie, est le logarithme décimal.
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La fonction logarithme décimal est :

log10 : x ÞÝÑ
lnpxq

lnp10q

C’est la bijection réciproque de : x ÞÝÑ 10x :
y “ log10pxq ðñ x “ 10y

Elle est définie et dérivable sur R˚` est sa dérivée est donnée par :

log10pxq
1 “

1

x lnp10q
.

18. Fonctions ch et sh

On note pour tout x P R :

chpxq “
ex ` e´x

2
appelé cosinus hyperbolique de x, et :

shpxq “
ex ´ e´x

2
appelé sinus hyperbolique de x.

La fonction ch est paire, sh est impaire. Elles sont dérivables de dérivée :
ch1 “ sh sh1 “ ch

et ont pour limites aux bornes :
lim

xÑ˘8
chpxq “ `8 lim

xÑ˘8
shpxq “ ˘8

y = ch(x) y = sh(x)

On établit facilement par calcul direct le petit formulaire trigonométrique hyperbolique suivant :

ch2paq ´ sh2paq “ 1 shp2aq “ 2shpaqchpaq chp2aq “ ch2paq ` sh2paq

chpa˘ bq “ chpaqchpbq ˘ shpaqshpbq shpa˘ bq “ shpaqchpbq ˘ shpbqchpaq
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