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Exercice 1

(a) f est définie en 0 par I’énoncé. De plus, la fonction In est définie sur R et s’annule
uniquement en 1 . On en déduit D = [0, 1[U]1, +o0].

(b) Les théorémes généraux ne nous permettent pas de conclure. On repasse par la
définition en utilisant le taux d’accroissement. de f en O .

Soit x > 0, 7“;2:5(0) =1 — 0

In(z) z—0t

Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

(c) f est de classe C! sur D\{0} en tant que quotient de fonctions de classe C'. On a vu
que f était dérivable en 0 . Il reste & montrer que f’ est continue en 0 .

fl(x) ~ ﬁ Donc f'(x) — 0 et f/(0) = 0. Donc f est continue en 0 puis f est
z—0+ M z—0+

de classe C! sur D.

(d) Soit € D\{0}. On a f'(z) = %

Le signe de f’(z) est donné par le signe de Inz — 1. La fonction In est strictement
croissante sur R* et In(e) = 1 donc Inz — 1 < 0 sur ]0,1[U]1, e [ et Inz —1 > 0 sur
le, o0l

On alim,_gx =0 et limzﬁg Inz = —oo. Par quotient de limites, limmﬁg f(z)=0.
x> x>
Puis lim,,; z = 1 et limgz—1 Inaz = 07, donc limz—1 f(z) = —oc0.
<1 r<l
De méme limg—1 Inz = 0T donc limg—1 f(2) = +oo.
z>1 z>1

Enfin, par croissances comparées, lim,_, o, f(z) = +o0.
On a f(e) = e. (on dit que e est un point fixe de f )
On résume tous ces résultats sur le tableau de variations suivant :

x 0 1 e +00
f'(x) 0 — — 0 +-
0 \ 00 +00
f(z)
—00 \ e /

Exercice 2

(a) On démontre par récurrence que, pour tout n € N, P(n) : v, > e.
Initialisation. vy = 3 > e. D’ou P(0).

Hérédité. Soit n € N, on suppose P(n), i.e. v, > e. D’aprés 'étude de la fonction f de
la question 1, f ([e, +o0[) = [e,+o0 [ . Donc f (v,) = e. Or vp41 = f (v,) dou P(n+1).

Conclusion. Par récurrence, on a donc montré que Vn € N, v,, > e.

(b) On étudie la monotonie de v. D’aprés la question précédente, pour tout n € N, v, > 0.
Soit n € N, vzil = ﬁ < 1 car v, = e. Donc la suite (vy,),cy est décroissante. Or,
elle est minorée par e d’aprés la question précédente.

D’aprés le théoréme de la limite monotone, la suite v converge.

Soit ¢ la limite de v.¢ > e, par stabilité des inégalités larges par passage a la limite.
f est continue sur [e,+oco[ donc f(v,) — f(¢). Or f(vy) = vpp1 — L. Donc
n—-+4oo n—-+oo

¢ = f(£),ie. 5 =¢puisIn(f) =1 d’ott £ = e. Donc v converge vers e.

(c¢) On a montré a la question 1 que f’ était positive sur [e, +00].

(Inz)?4+4In(z)—4 _ (Inz—2)>
4(Inx)? T 4(Inz)? 2 0.

Soit = € {ed—oo {,i - fl(x) =

On a donc bien Va > e,0 < f/(x) < %.

(d) cf cours.

(e) On procede encore par récurrence. Pour tout n € N, on note Q(n) : [Jv, — €| < 4%
Initialisation. |3 —e| < 1 d’ou Q(0).

Hérédité. Soit n € N. On suppose Q(n), i.e. |v, —e| < . f est dérivable sur [e, +00].
D’apreés la question 2c¢ | f’| est majorée par i sur [e, +oo[. D’aprés I'inégalité des accrois-
sements finis, |v,41 — €| = |f (vn) — f(€)| < § |vn — €]. Or |v, — €] < £~ par hypothése
de récurrence. Dot |vn41 — €] < v, ie. Q(n+ 1).

Conclusion. Par récurrence, on a donc ¥n € N, |v,, — ¢| < 4%.

(f) 4° > 10® donc 42° > 10'2. D’aprés la question précédente, Vn > 20, [v, —e| < 5 <

oz~ (8) On peut donc choisir ny = 20.
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def premierrang(eps):

n=0

vn=3

while abs (vn-e)>eps:
vn=vn/log(vn)
n=n+1

return n

Exercice 3

(a) h est dérivable sur |0, 4o00[ et
’ 1 —21(1+12)—(1—12)2m o 2—4z2 o (1—12)2
vz > 0,h(z) = g + (1+a22)? (a2~  a(+a®)? | a(ita?)?
Ainsi h est croissante sur ]0, +oo[ et h(1) = 0. Donc h est négative sur ]0, 1] et positive
sur |1,400[. Or h et ¢’ sont de méme signe.

Az (1+z2)

1
T

Donc ‘ g est décroissante sur ]0, 1] et croisante sur |1, 4+00] ‘

(1+h)* -1

_ 2h+h? 2h _ 9
(14+h) In(1+h) —

g(1+h) = (+h) In(1+h) .50 Ixh —

(b) On pose z = 1+ h-g(x) =
Ainsi, g(z) — 2.
z—1

(c) La position relative des deux courbes est donnée par le signe de g — f.
Soit x € D\{0}. On a g(z) — f(z) = ’”2;111;”2 =1
de g(x) — f(z) dépend du signe de Inz. Donc

la courbe représentative de g est au dessus de celle de f sur |0, 1 [ et en dessous sur |1,
+o0l.

L aire recherchée est donc égale a [, (f(z) — g(x))dx

Or [5(f(z) = g(x))dz = [; ;3 dz = [In(In(z))]5 = In(In(e))
Donc laire demandée est égale a —In(In(2)).

(Pour ceux qui seraient sceptiques & cause du signe moins : on a 1 < 2 < e donc
In(1) < In(2) <In(e) ,ie. 0 <In(2) < 1. On a donc In(In(2)) < 0 et —In(In(2)) > 0.)

Comme x > 0 sur D, le signe

car f est au dessus de g sur [2,¢].

—In(In(2)) = —In(In(2)).

Exercice 4

(a) Soit z une fonction continue sur K ne s’annulant pas sur K. On note y = % (y ne
s’annule donc pas non plus sur K ).

z est une solution de (E1) si et seulement si —222/(x)+22(x) = 2%(2), i.e. si et seulement
si —a2 50 =1

22(z) Z(:v)
On ay’ _—2—2 donc%:—y’

Donc z est solution de (F1) si et seulement 51 2%y (z) + 2y(x) = 1.
z est solution de (E7) si et seulement si y = 1 est solution de (E2).

(b) (E3) est une équation différentielle linéaire du premier ordre. On note (H) :
22y (x) + xy(z) = 0 Péquation homogéne associée.
On commence par résoudre (H).

Sur K,(H) < y'(x) + @ = 0. Une primitive de  — 1 est In.

Or Vzx € K7€711’1(CD) = eln#(a:) = %

D’aprés  les théorémes du cours, l’ensemble des solutions de (H) est
K—R

L)

On cherche mamtenant une solution particuliére de (E3) a I’aide la méthode de variation
de la constante.

On cherche donc une solution particuliére y telle que Vo € K, y(x) = ’\Ef), ol A est une
fonction dérivable sur K que nous allons déterminer.
y est solution de E donc 22y (x) + xy(x) = 1, i.e. 22 (% — Ai?) + m@ =1, ie.
N(z) = %
La fonction A = In convient.
. K—R . N
La fonction y : ooy Inz est donc une solution particuliére de (Es3).
y: K — R
L’ensemble des solutions de (E3) est donc : - A+ In(z ‘ AeR
T 2T
x

(¢) Soit g une solution de (Ez). Alors il existe A € R tel que Vz € K, g(z) = %n(m)
On fixe un tel A. On pose a = e*. On a bien a € R%.

1n(6’\)+1n(1) _ In(a)+In(z) _ ln(am). Donc

Soit x € K, on a g(x) =
K —-R
AN In(ax)

x

toute solution de (E3) sur K peut se mettre sous la forme g, : { , oll a est

un réel strictement positif.

(d) Soit a € R, - g, ne s’annule pas sur K si et seulement si Vo € K, go(x) # 0, i.e. siet
seulement si Vz €]1, 4+o00[, In(az) # 0 ou encore ssi Va €]1, 400 [, a # %
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Donc g, ne s’annule pas sur K si et seulement si a € [1,4o00].

(e) D’apreés tout ce qui précéde, 'ensemble des solutions de (Fs) ne s’annulant pas sur

K—->R
K est {y{ o oy In(az) | a € [1,+oo[}.

€Xr
D’aprés la question 2 b,

Pensemble des solutions de (F;) ne s’annulant pas sur K est donc

K—R
z T .
me|a6[1,—|—oo[

Exercice 5

(a) Soit x € R. H(x) est défini si et seulement si « # 0 et [0,2] C D = [0, 1[U]1, +o0].
Donc J =]0,1].

(b) f est continue sur [0,1 [ donc, d’apreés le théoréme fondamental de I'analyse, f admet
des primitives sur [0, 1.
Soit # € [0,1[. On a alors H(z) = £&=FO)

x

(¢) On a donc lim, o H(z) = lim,_o ZE=FO — iy FOZFO) _ prg) = £(0).

D’ou lim,_,o H(z) = 0.




