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Exercice 1. Fonction définie par une intégrale (Mines Albi, Alés, ..., 2010)

1
1
1. ¢(0) = / 3 dt, donc (0) = %
0

o(1) :/0 1%% dt = [In(1 +t)]5, puis ¢(1) = In(2)

1
1 us
2) = Arctant 2 —.
o) = [ 15z dt = [Arctandf puis 9(2) = |
2. Soit z,y € R,z <y, soit t €]0,1].
In(t) < 0donc xlnt > ylnt
Par croissance de exp sur R, e? !t = ¢* > e¥I0t = ¥
puis 1 +¢* > 1+ t¥ > 0. Par passage a l'inverse :
1 1
e S e
Enfin, par croissance de ’intégrale fol - +1tw fo i Hy dt
Donc ¢(z) < ¢(y).
La fonction ¢ est croissante sur R .

3. Soit z et y dans R, avec x < y. D’aprés la proposition précédente,

1
1 1
o) = o) = o) =50 = | 5 -1
Pl4r -1ty ! e — tY
:/ Jr—dt:/ ——————dt (par linéarité)
o A a+m S )y G a+m

1

m < 1 sur [0,1]

1
< / (t* — t¥) dt (par croissance de 'intégrale car
0

1 t:v+1 terl 1
puis / (" —tY)dt = [ - ]
0 X + 1 Yy + 1 0

1 _ 1 Yy—x
z+1 y+1 (+z)(1+y)
<y—z(car(l+z)(1+y) > 1)

1
11 vient bien |p(z) — p(y)| < / (t* —tY
0

ydt<y—=x

4. SOlt xr e R_;,_
D’aprés la question précédente, Yy € R,0 < |p(z) — ¢(y)| < |y — |-
Puisque lim,_,, |y — z| = 0, on obtient, par le théoréme d’encadrement :

x x 1
. Soit z > 0. Par croissance de l'intégrale fol = dt < f t* dt = [t H} - 1
0

|p(z) — ¢(y)] — 0. Donc ¢ est continue en x.
y—x

Puis ¢ est continue sur Ry. 5. Soit « > 0,

1 1 1 1 1 1
1“?(1‘):1_[0@&:]0 dt_fomdt:fol_l-i-ﬂ dt.
. 1 x
puis 1 — p(z) = [; 14 dt.

+1
On obtient bien la majoration fol 13_% dt < %_H
Or, par positivité de U'intégrale : 0 < fo H_“ dt < 1 7 et limg o0 r%_l =0.
Ainsi, par le théoréme d’encadrement, fo = dt . ~>—+>oo 0

Puis, d’aprés la question précédente, ¢(z) —+> 1
Tr—r+00

. Les fonctions u : t — tetv:t— 1+tl sont de classe C! avec Vt € [0,1],4/(t) =1

et v (t) = (1363-7)2 Par intégration par parties, on a donc :
x—1
p(z) = [Htr} fo ot dt

(14t=)2
puis p(z) = 5 —I—xfo ﬁ dt

. (a) Soit g : u+— u—In(1 + u). Par somme de fonctions dérivables, g est dérivable

sur | —1,+oo[, et Vu > —1,¢'(u) =1 — 1-Tu = .
On en déduit le tableau de variations suivant :
u -1 0 400
g9'(u) = 0 +
+00 +00
g(u) T
0

On en déduit que Vu > —1, g(u) > 0 donc pour tout réel v > —1,In(1 4+ u) < u.

(b) Soit z € R4, ¢ € [0,1].

D’aprés ce qui précede, on a 0 < In (1 4 %) < ¢*.
<

1

Par positivité et croissance de l'intégrale, 0 < [ In (1 +¢*)dt < fol = dt = T}H

(¢) Soit > 0. On a obtenu a la question 5 : 1 — p(z dt.

f(] 1+t
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Les fonctions u : t = 21In(1+1¢) et v : ¢t — ¢ dont de classe C* sur [0,1] avec 6. Soit n € N. La fonction tan est de classe C*"*! sur | —m/2, w/2[. D’aprés la formule
vt e [0,1],u/(t) = % et v/(t) = 1. Par intégration par parties, on a donc de Taylor avec reste intégral a I'ordre 2n + 1, on a pour tout z €] — /2, 7/2],
_ —2n tan®(0) g z (z—t)°"+! 242
1—p(@)=[1In(1+t7) t}(l) - %fol In(1+4¢*)dt = @ - %fol In (1 + ¢*) dt. tan(z) =332, 2t + g @nr1)! (tan®+2)(1)) dt.
On a done z(1 — p(z)) = In(2) — f01 In (14 £2) dt 15211; ;,is:e:ne fonction impaire donc toutes ses dérivées d’ordre pair sont également

D’aprés la question précédente et le théoréme d’encadrement, Tous les £, avec k pair sont donc nuls.

1 On pose t; = tan?TY(0) = Ty;,1(0). C’est donc le coefficient constant de Thj1
/ In(1+t*)dt — 0 qui est un entier naturel d’aprés la question précédente.
0

T—+00 3 22 . .
Puisque tan(?"*2) = Ty, 5 (tan), on obtient bien la formule demandée.

donc z(1 — ¢(x)) ST In(2).

déduit 1 — o @ Exercice 3. (Mines Albi, Alés,.., 2007)
On en déduit 1 —(z)  ~ =5 Partie A - Généralités

1. t— % est de classe C>° sur R} et la fonction exp est C*° sur R.

Par composition, f est C* sur R’} puis, par produit, g 'est également.

Soit ¢t > 0.tf/(t) =t x %5 exp(—1/t) = g(t)
Exercice 2. Dérivées successives de la fonction tangente (E3A PC 2015) 2. Par croissances comparées, g(t) v 0. Puisque g admet une limite finie en 0 , elle
est prolongeable par continuité en 0 .

g(=g(0) _

1. La fonction tan est m-périodique.
On a ensuite £5=220 = & exp(—1/t) = 0 par croissances comparées. Ainsi, g
—

2. cf. cours

3. Soit P(n) : il existe un polynome T}, tel que Vo €]— %, Z [, tan™ (2) = T, (tan(z)).

est dérivable en 0 avec ¢'(0) = 0.
3. g est dérivable sur R avec Vt > 0, ¢'(t) = exp(—1/t) (5 — %) = exp(—1/t)5(1—

On a tan(® = tan. En posant Ty = X, on a bien P(0). t), d’ott le tableau de variations suivant :
Soit n € N. On suppose P(n). t lo 1 +00
On a donc tan(t1) = (tan(”))l = [T,,(tan)] = tan’ xT)(tan) = (1 + tan?) x Jg® 10 + 0 -
T/ (tan) 671
En posant T}, = (1+ X?) x T}, on a bien P(n+1).
Par récurrence, on a bien Vn € N, P(n). 9(t) / \
4. T =1+ X2 T = (1+X?) x (2X) = 2X + 2X3, 0 0
T5=(1+X?%) (2+6X?) =2+8X%+6X".
5. Ty est a coefficient entiers naturels et de degré 1 . i o

Soit n € N. On suppose que T,, est & coefficients entiers naturels et de degré n+ 1.

Puisque T}, 11 = (1 + X2) T/, il est bien a coeflicients entiers et on a €,
deg (Th41) =2+deg(T)) =2+deg(T,) —1=1+deg(T,) =n+2. /—\

On a bien montré par récurrence que : 0 1 2 3 4

[S18

pour tout n € N, les coefficients de T, sont des entiers naturels et deg (7},) = n+1.
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4. (a) t — g(1/t) est continue sur R* par composition.

D’aprés le théoréme fondamental de I'analyse, elle admet des primitives sur R’
et, en particulier, Vt > 0, H(t fl (1/u)du = flt ue™ " du.

~“ sont de classe C! sur [1,¢]. Par intégration par

Les fonctions u — u et u — —e
parties,

H(t)= [fuefu]i - flt —e U du=—tet+el— [67“]3 donc H(t) = —(t+1)e !
2¢~1,

(b) On pose t = 1+ h-H(t) = H(1+h) = —(2 + h)e 17" 4 27! o
(2+h)*%1—h+h%2—hﬂ6+omﬂ)+mfl
H(1 + h) s et (=24+2n—h*+h3/3—h+h?—h3/24+240(h%)) =
1( h3/6+0(h3))
donc H(t) = e~ Lt —1) — & ((t—1)%) + o ((t — 1)?).
. Soit n > 3.

(a) (Bn) & g(t) = &

Puisque g est continue et strictement croissante sur |0, 1], elle réalise une bijection
de | 0,1[ dans ]0,e1[.

Or n > 3 donc 0 < % < % < % Donc % admet un unique antécédent ., par g
dans ]0,1].

Ainsi, (E,) a une unique solution «,, dans ]0,1][.

(b) Onag (o) =2 > g(ans) = n+1 La fonction g étant strictement croissante,
on a nécessairement o, > a,41. Donc (o), 55 est (strictement) décroissante.

Par les mémes arguments, avec la stricte décroissance de g sur |1, 400,
(Bn)pss est (strictement) croissante.

(c) On suppose ay, —> I > 0 (méme raisonnement pour f,, ). Par continuité de
DO

gsur Ry g(ay) == N g(1). Donc g(I) = 0. Nécessairement, d’aprés 1’étude
de g, 1 =0.

il est impossible qu’une des suites converge vers une limite [ > 0

Or (ay,) est décroissante et minorée par 0, donc convergente par le théoréme de la

limite monotone. Ainsi, elle converge vers une limite positive ou nulle. D’aprés ce

qui précéde, on a donc o, — 0.
n—-+oo

De méme, (3,) est croissante donc admet une limite (finie ou non) supérieure a 1.
D’apreés ce qui précéde, la limite ne peut donc pas étre finie et 3, —+> ~+00.
n—-+0oo

Partie B - Fonctions définies par des intégrales

6. On a bien f(z) - 0 = f(0) donc f est continue sur R;. On a déja vu que f est
T—

de classe C! sur R%.

De plus, pour ¢t > 0, f'(t) = @ ﬁ 0 par croissances comparées. D’apreés le
—
théoréme de la limite de la dérivée, f est dérivable en 0 avec f/(0) = 0, et

I (x) - 1/(0) donc f” est continue en 0 .
T—>1+00
Ainsi, f est de classe C! sur R
En 0,0 x f'(0) =0 = g(0), légalité reste valable.
7. (a) Les fonctions f et g (prolongées) sont continues sur [0, 2], d’ou I'existence des

intégrales . F(x) = fom 1.f(t)dt. Par intégration par parties (avec les fonctions
u:t—tet fdeclasse C! sur [0,x]),

F(z) = [tf())E - /OI tf'(t)dt = ze™ v — /Owg(t)dt =ze 7 — G(a).

(b) Soit = > 1.
Par la relation de Chasles, G fo

grale, puisque e/t < 1, G( < C+ flz 1 dt = C —|— Inx en posant C = fol g(t)dt

De plus, 0 < G(z) par positivité de 'intégrale.

(c) Soit > 0.0 < G(z) < € 4 Dz Py croissances comparées, B — (.
Par le théoréme d’encadrement, GS”) — 0 donc G(z) = o(x).
r—00 T—r+00
On a F(z) = ze Y/ — G(2) = we~/* + o(x) donc @ =e /7 4 0(1) - 1
Tr—r+00
Ainsi, F(z) ~ .
Tr—+00
8. Les solutions de I’équation homogéne (H) : 2%y’ +y = 0 sont de la forme

y(x) = Xe'/®, avec A € R.
On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme y(z) = A(x)e/*, ot A
est une fonc-

tion dérivable & déterminer. En injectant dans (E), on a 22 ()\'(a:)el/”’ - %el/x) +
Mz)e/® = 22 puis N(z) = e '/*. On peut choisir A\(z) = F(z) puis
yp(2) = F(z)el/”.

Les solutions de E sont de la forme y : 2 — e/*(F(x) + \), A € R.

Partie C - Etude qualitative d’une équation différentielle
9. On a 0%y/(0) + y(0) = 0% donc uy = y(0) = 0.
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10.

11.

12.

Soit x € Ry - 229/ (x) + 2%y"(z) + ¢/(x) = 22. En évaluant en 0,u; = 3/ (0) = 0.
On dérive a nouveau : 2y (z) + 2zy"(z) + 22y () + 22y" (z) + y"(z) = 2, puis
ug = y"(0) = 2.

On suppose y de la forme x — ax? + Bz + 7.

Alors y( )=v=0puis y(0) =B =0¢et y(0) =2a=2donc y: x — z°.

Alors 22y (z) + y(z) = 223 + 22 # 22,y n’est pas solution de (E).

On ne peut pas avoir y de cette forme.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3 .

(a) Soit x € Ry

Les fonctions h : z — 22 et ' sont de classe C" sur R;.. On a h/(z) = 2z, b (x) = 2
et Vk > 3,h(F) = 0.

Par la formule de Leibniz,

)™ ) = Siy ()OI = 2+ x ) +

%2 x y=Y(z) + 37 _,0.

En dérivant n fois (E), on obtient donc

22yt (2) + 2nay ™ () + n(n — 1) x y* D (z) +y =0
d’ott 22y (z) + (1 4+ 2n2)y™ (z) + n(n — 1)y~ (z) = 0.
En évaluant en 0 , on a u, = —n(n — 1)u,_1.

(b) On pose P(n) : [un, = (=1)"nl(n —1)!»

On a (—1)2211! = 2 = uy d’ott P(2).

Soit n > 2, on suppose P(n).

Alors Uy 11 = —(n+ Dnu, = —(n+ Dn(=1)"n!(n — 1)! = (=1)"* 1 (n +1)!n! d’ou
P(n+1).

Ainsi, Vn > 2,u, = (—1)"nl(n — 1)! y étant de classe C* sur R, elle admet &
tout ordre un développement en limité en 0 , d’aprés la formule de Taylor-Young.
Il est donné par :

" y<k>

w~>0 Z

n kkl |
:L‘ +o(x Z )z oz




