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Feuille d’exercices n°1 :
Formes bilinéaires

1. FORMES LINEAIRES

Exercice 1

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B = (ey,...,e,) une base de E. On note
¢’ : E — K Dlapplication définie par e'(v) = x; si v = x1e; + - - - + xpe, (la i-éme coordonnée de v
dans B).

(1.a) Donner une formule pour €', e? dans les cas suivants :
— F =R" et B est la base canonique;
— E=R?% ¢ =(2,1) et eg = (1,1);
— E = R3 et la matrice des coordonnées de (ey, €5, e3) dans la base canonique est :

1 2 =3
-1 1 2
0 -2 1

(1.b) En général, montrer que ¢’ est une application linéaire.
(1.c) Montrer que (e',...,e") est une base de I'espace dual E* (base duale de B).

Exercice 2

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie dim(£) = n.

(2.a) Montrer que F' C E est un sous-espace de dimension n — 1 si et seulement s'il existe une
forme linéaire non nulle ¢ sur E telle que F' = ker (/).

(2.b) Soit (¢1,...,4) une famille libre dans E*. Montrer que I'application linéaire ¢ : £ — RF
définie par ¢(v) = (¢1(v),...,lx(v)) est surjective (on pourra montrer que le fait que son image
soit contenue dans un sous-espace vectoriel strict contredit la liberté de lq,. .., {y).

(2.c) Soit F' le sous-ensemble défini par :

k
F={veE:Vi=1.. k:l(v)=0}=(ker(t;).
=1

Déduire de la question précédente que F' est un sous-espace vectoriel et que dim(F) = n — k.
Donner une interprétation géométrique de ce fait pour n =2,k =2et n =3,k =2, 3.

Exercice 3

Soit n > 1 un entier ; on note E = M, (K) I'espace vectoriel des matrices carrées de taille n sur K.
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(3.a) Pour A = (a;;) € E on définit la trace de A par :

tr(A) = i (0778
i=1

Vérifier que tr définit une forme linéaire sur F.

(3.b) On note ey; € E la matrice dont le coefficient a la ligne k et colonne [ est 1, et tous les autres
0. Montrer que B = (€11, ..., €1n, €21, - -, €nn) €st une base de F.

(3.c) Calculer tr(egA) et tr(Aey) pour A = (a;j) € Eet k,l=1,...,n. En déduire que tr(AB) =
tr(BA) pour toutes A, B € E.

(3.d) Montrer que les applications A +— tr(egA) pour k,l = 1,...,n forment une base de ’espace
dual E*.

* (3.e) Montrer que toute forme linéaire ¢ € E* telle que VA, B € E : {(AB) = {(BA) est un
multiple de tr.

2. CALCUL EN COORDONNEES AVEC LES FORMES BILINEAIRES

Exercice 4
Soit £ = R? et b la forme bilinéaire définie par :
b((z1, 2, x3), (Y1, Y2, y3)) = 3x1y1 — 3x1Ya — 4x1Ys — Tay1 + 3T2y2 + 3x3y1 + 623y2 — 9T3Y3.

(4.a) Donner la matrice de b dans la base canonique.
(4.b) Calculer le noyau de b.
(4.c) Soient :

fl - (2707 1)7 f2 - (07 170)7 f3 = (17 1, _1)‘

Montrer que (fi, f2, f3) est une base de E et donner la matrice de b dans cette base.

Exercice 5

Soit d > 0 un entier. On note Ex = K4[T'| P'espace vectoriel des polynomes de degré au plus d sur
C.

(5.a) Montrer que pour K = R ou C I'application :

b:(f.9) / F(t)g(t)dt

définit une forme bilinéaire sur Ex. Donner sa matrice dans la base (eq, ..., €q).
(5.b) Soit f € Ec. Montrer que 'application ¢ : Ec — C définie par :

t(g) = = / " g Flet

" or

est une forme linéaire sur E.

(5.¢) Si 0 < k < d est un entier on pose e, = T* € Ec; on notera aussi {; = /,. Calculer (1 (e;)
pour 0 < k,1 < d et en déduire que ly, ..., /¢, est une base de Ef.

(5.d) Soit Er = Ry[T] et g € Egr. Montrer que I'application f +— ¢;(g) est une forme R-linéaire sur
ER, en déduire que b(f,g) = (¢(g) définit une forme bilinéaire sur Er et donner sa matrice dans
la base (eq, ..., €q).



Exercice 6

On reprend les notations de I'exercice

(6.a) Montrer que A, B +— tr(AB) est une forme bilinéaire non-dégénérée et symétrique sur F.
(6.b) Soit M € M, (K). Calculer la dimension du noyau de la forme bilinéaire ¢5; : (A, B) —
tr(AM B) en fonction du rang de M.

(6.c) Donner la matrice de ¢); dans la base (e;;) pour n = 2 et

M:G g)

3. GENERALITES SUR LES FORMES BILINEAIRES

Exercice 7

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B = (ey,...,e,) une base de E et B l'espace
des formes bilinéaires sur E. On note (e!, ..., e") la base duale de B (cf. I'exercice |1.1]).

(7.a) On définit une application :
f:E*"XE" =B, ({,m)—{-m

ou (¢-m)(u,v) = £(u)m(v). Montrer que 3 n’est pas linéaire et pas injective.

(7.b) Si £ = aje! + -+ ane™ et m = be! + -+ + b,e™ donner la matrice de 3(¢,m) dans la base
B et calculer son rang.

(7.c) Montrer que toute forme bilinéaire dont la matrice dans B est de de rang 1 est I'image par /3
d’une paire de vecteurs. En déduire, avec la question précédente, I'image de 3, et montrer que ce
n’est pas un sous-espace vectoriel de B.

(7.d) Montrer que (8(e;,ej): 1 <i<n,1<j<n)est une base de B.

Exercice 8
(8.a) Soit £ un K-espace vectoriel et b une forme bilinéaire sur E. On pose :

by (1, v) — % (b, v) + b(v, 1)), bau,v) = % (b(u, v) — b(v, u))

Montrer que by, b sont des formes bilinéaires respectivement symétrique et antisymétrique et que
b= by + bs.

(8.b) Montrer que 'ensemble S des formes linéaires symétriques, et celui A des formes anti-
symétriques, sont des sous-espaces vectoriels de B, et que ANS = {0}. Avec la question précédente,
en déduire que B =8 @ A.

(8.c) Refaire les questions précédentes en termes de matrices, et montrer additionnellement que

dim(A) =n(n —1)/2 et dim(S) = n(n+1)/2.

Exercice 9

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et b une forme bilinéaire antisymétrique, non
dégénérée sur E.

(9.a) On suppose que dim(E) = 2, et soit B une base de E. Calculer Matg(b) et en déduire qu'il

existe une base B’ telle que
0 -1
MatB/(b) = (1 0 ) .
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Que se passe-t’il si dim(E) =17
(9.b) On suppose maitenant que dim(E) = 2n avec n > 2. Soit e, € E non nul, montrer qu’il
existe e,41 € F tel que b(ep, e,p1) = —1. Soit F' = Ke,, + Ke,,.1. Montrer que E = F @ F*.

(9.c) Déduire de la question précédente qu’il existe une base B = (ey,...,e9,) de E dans laquelle
on a :
0 7 0 0 1
1 0 0

(9.d) En utilisant un argument similaire, montrer que si dim(F) est impaire il n’existe pas de forme
bilinéaire antisymétrique non-dégénérée sur F.

4. DUALITE

Exercice 10
Soit £ un K-espace vectoriel. le but de cet exercice est de montrer que si b est une forme bilinéaire
sur F telle que

(4.1) b(u,v) =0< b(v,u) =0

alors b est symétrique ou antisymétrique.

(10.a) Donner un exemple de forme ne satisfaisant pas (4.1).

(10.b) Soient ¢ et m deux formes linéaires sur E telles que ker(¢) = ker(m). Montrer qu’il existe
A € K* tel que £ = Am.

(10.c) Montrer que si ¢ est une application linéaire £ — F telle que Vv € EJu € K: ¢(v) = pv
alors ¢ = AId pour un A\ € K.

(10.d) On définit deux applications linéaires :

Oy (v) =b(v,-) et Dy(v) = b(+,v).
Montrer qu’elles sont inversibles, puis déduire des deux questions précédentes et de (4.1) qu’il

existe A € K* tel que Vv € E : ®;1(®1(v)) = Av.
(10.e) Montrer que A\* = 1 et conclure.

5. ORTHOGONALITE

Exercice 11
Soit £ = R* et soit b la forme bilinéaire dont la matrice dans la base canonique est :

7T -2 —-12 —6
-2 0 4 3
-12 4 19 9
-6 3 9 2

M =

(11.a) Montrer que b est non-dégénérée.

(11.b) Donner des équations, puis une base de 'orthogonal pour b du sous-espace R? x {(0,0)} C E.
(11.c) Méme question pour F' = {(0)} x R? x {(0)}. Donner en plus la dimension de F' N F* et en
déduire que F' contient des vecteurs isotropes non nuls.
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