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Probléme 1 (8 points)

Dans tout le probleme on notera :

et ¢ lapplication linéaire R* — R?* dont la matrice dans la base canonique est A.
Question (1.a) Justifier que A est diagonalisable en base orthonormée sur R.
Question (1.b) Calculer le polynéme caractéristique de A.

Question (2) Donner des bases pour les sous-espaces ker(¢) et ker(¢ — 21d) de R*.

Question (3.a) Soit V' = ker(¢) + ker(¢ — 21d). Donner une base orthonormée du sous-espace
W=Vt

Question (3.b) Justifier que ¢(W) C W et donner la matrice de ¢|y dans la base de W
obtenue précédemment.

Question (4) Donner le spectre de ¢ et une base orthonormée de R?* constituée de vecteurs
propres pour ¢.

Question (5) Montrer que la fonction ¢ sur R* définie par ¢(v) = (¢(v),v) est une forme
quadratique. Quelle est sa signature ?

Probléme 2 (6 points)

Question (1) Soit (-,-) la forme bilinéaire sur R? définie par :
(u,v) = 3z1Y1 + 222y2 + T3Y3 — T1Y3 — T3Y1 — T2Y3 — T3Y2

siu = (x1,22,23) et v = (y1,Yy2,y3). Montrer que la forme quadratique associée est définie
positive. Donner une base orthonormée de R3 pour cette forme.



Question (2) Soit w I'application linéaire R? — R3 dont la matrice dans la base canonique
est :

00 1

11 -3

1 2 -2
Question (2.a) Donner la matrice de w dans une base de R? orthonormée pour (-, ).
Question (2.b) Montrer que w est une isométrie de (R3, (-, ).

Question (2.c) Calculer ker(w — Id) et donner la forme réduite de w.

Question (3) Donner une base de C? diagonalisant w.

Probléme 3 (6 points)

Question (1) Soit E un espace euclidien de dimension 2 et B une base orthonormée. En
utilisant 'inégalité de Cauchy—Schwarz, montrer que si u,v € E alors

détp(u,v) < |ull - ||v||-

Question (2) On suppose maintenant que F est euclidien de dimension n > 2 et que B en est
une base orthonormée.

Question (2.a) Vérifier que si vy,...,v, est une base de E et pour ¢ = 2,...,n on se donne
w; € Vect(vy,...,v;—1) alors

détp(vy,va,...,v,) = détp(vi, v + wa, ..., vy + wy).
Question (2.b) Justifier que si (ug, ..., u,) est une base orthonormée de E alors

|détp(u,...,uy)| = 1.
Question (3.a) Soient v € E et V C E un sous-espace vectoriel. Soit w le projeté orthogonal
de v sur w. Montrer que ||w|| < [|v]|.

Question (3.b) En utilisant le procédé de Gram—Schmidt et les questions précédentes montrer
que pour touts vi,...,v, € F on a :

|[détp (1,02, - on)| < Jon]l - fJozll - -+ [lvnll

Question (3.c) Que peut-on-dire sur le cas d’égalité dans l'inégalité ci-dessus ?



