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Chapitre 0

Rappels d’algebre linéaire

0.1 Espaces vectoriels

Soit K l'un des corps Q, R, C. Un espace vectoriel sur K (souvent abrégé en K -espace vectoriel)
est la donnée de :

— Un ensemble E, non-vide;
— Une application E x E — E que l'on notera toujours (z,y) — x + y (addition de vecteurs) ;

— Une application K x E — E notée (A, x) — A -z ou Az (multiplication d’un vecteur par un
scalaire).

On demande qu’elles vérifient les conditions suivantes :
— Vz,y,z € E: (x+y)+2z=a+ (y+2) (< associativité >) et z+y = y+ 2 < commutativité > ;
— Il existe un élément distingué O € E tel que Vx € E:x + 0g = x;

— VA\pe K :V(x,y) eE: X (p-z)=Au)-zet A-(x+y) =A-x+ Xy (ce qui force aussi
V)\EK:)\-OEZOE).

La notion la plus importante dans la théorie des espaces vectoriels est celle d’indépendance ou de

liberté. Si x1,...,x, € E sont des vecteurs on dit qu’ils sont linéairement indépendants (ou juste
indépendants) si pour touts A\,..., A\, € K on a A\jx1 + -+ M\, # 0, sauf si Ay = --- = A, = 0.
On dit aussi que la famille (ordonnée) (x1,...,x,) est libre.

Un sous-espace vectoriel de E est un sous-ensemble F' non-vide stable par addition et multipli-
cation par n’importe que scalaire (c’est-a-dire que Vz,y € F : VA € K : Az +y € F. Les deux
opérations utiles sur les sous-espaces sont :

— la somme : si Fi, F5 sont des sous-espaces de E alors le sous-ensemble F} + F» = {x +y:x €
Fy,y € F»} est un sous-espace ;

— lintersection F| N F5 est aussi un sous-espace.

Si S C E le sous-espace engendré par S est le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contienne
S, explicitement c’est I’ensemble des vecteurs de la forme Az 4+ --- + A\, pour x1,...,x, €
S, A1,..., A € K. On dit que S engendre E si ce dernier est égal a F; on dit que E est de
dimension finie s’il existe une famille finie qui engendre F.

Si z1,...,2, € E sont indépendants et {x1,...,z,} engendre E (en particulier F est de di-
mension finie) alors la famille ordonnée (x1,...,x,) est appelée une base de E. 1l est facile de voir



que toutes les bases ont la méme longueur, que 'on appelle la dimension de E, notée dim(F). Un
résultat fondamental de la théorie est le théoreme de la base incompléte :

Théoréme 0.1 Si E est de dimension finie et x1,...,z,m € E sont indépendants alors il existe
>0 et Tmily-- s Tmtr tels que (z1,...,Tmyr) est une base de E.

Si S engendre E alors il existe une base de E contenue dans S. En particulier tout espace de
dimension finie admet une base.

Si B = (e1,...,e,) est une base de E alors pour tout y € E il existe un unique n-uplet
(A, ..oy An) € K™ tel que y = A\jeg + ...+ Apen. On appelle (A1,...,\,) les coordonnées de x dans
B les fonctions y — \; sont souvent appelées fonctions coordonnées sur E (attachées a la base B).

0.2 Formes linéaires et hyperplans

Une forme linéaire sur E est une application ¢ : E — K telleque VA € K :Vz,y € E : l(z+y) =
x) + L(y) et £(A-z) = M(x). L’ensemble E* des formes linéaires est naturellement un espace
vectoriel avec I’addition et la multiplication point par point (c’est-a-dire (£ +m)(x) = £(x) + m(x)
et (A-0)(x) = M(x)). Il est de dimension égale & celle de E : si B est une base de E alors la famille
des fonctions coordonnées sur F attachées a B forme une base de E*.

Si E est une espace vectoriel de dimension n un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de
dimension n — 1.

Proposition 0.1
Si ¢ € E*\ {0} alors le sous-ensemble

ker(/) = {x € E: {(x) =0}

est un hyperplan de E, et ker(¢) = ker(m) si et seulement s’il existe A € K \ {0} tel que m = \L.
Réciproquement, si H C E est un hyperplan alors il existe £ € E*\ {0} telle que H = ker(¥).

Démonstration : Soit ¢ € E* \ {0}; il est facile de vérifier que H = ker(¢) est un sous-espace
vectoriel, on va montrer qu'il est de dimension n — 1. Soit ey, ... ey une base de H = ker(¢) : on
veut obtenir m = dim(FE) — 1. Soit e,,11 € E\ H, on pose = l(emnmt1) # 0. Soit € E, on pose
y=x—l(x)/pems1. Alors y € H : en effet {(y) = l(x) — (U(z)/pu)l(ems1) = L(z) — ¢(z) = 0. 11
existe donc Aq,..., A\, € K tels que y = M\eg + -+ + Apém, en posant A1 = £(x)/pu on a donc
x=Mer+ -+ Apriemi1.

On a montré que {e1,...,en+1} engendre E, il reste & montrer que les e; sont indépendants
pour conclure que m + 1 = dim(E). Pour ceci on suppose que Ajeg + -+ Apt1€mt1 = 0. Il vient :

0="/0(Ae1+ -+ Ant1emr1) = Al(er) + -+ Amr1l(emt1) = Amr1t

de sorte que A1 = 0. Mais alors Ajej + - - -+ Ape, = 0 et comme (eq, .. ., ey,) est libre il suit que
Al == A =0.

Soit maintenant H un hyperplan de E. On va construire une forme linéaire ¢ telle que H =
ker(¢). Pour ce faire on choisit une base (e, ..., e,) de H que 'on compléte par un vecteur e,,+1 €
E\ H en une base de E. Pour un vecteur z € E de coordonnées (A1, ..., Apy41) on pose () = Ayt
il est facile de vérifier que £ répond bien au probleme. O



0.3 Applications linéaires et matrices

0.3.1 Applications linéaires

Si E, F sont des K-espaces vectoriels une application f : E — F est dite linéaire si
Vo,y e E:VAe K: f(hx) = Af(x), fz+y) = f(z)+ f(y)

(en particulier les formes linéaires sur E sont les applications linéaires E — K). Le noyau de f est
le sous-ensemble ker(f) :={z € E: f(x) = 0} et I'image de f est le sous-ensemble im(f) := f(E).
Ce sont tous deux des sous-espaces vectoriels (de E et F' respectivement).

Une application linéaire est injective si et seulement si son noyau est nul. Une propriété des
applications linéaires parmi les plus importante est la formule du rang : si E est de dimension finie
alors

dim(im(f)) + dim(ker(f)) = dim(E).

En particulier, une application linéaire entre deux espaces de méme dimension est bijective si et
seulement si elle est injective ou bijective. L’entier dim(im(f)) est appelé lerang de f, noté rg(f).

Si f: FEy — E3etg: Ey — FEs sont deux applications linéaires alors leur composée f o g :
FEy — Ej3 est encore linéaire, et si une application linéaire f : £ — F' est bijective alors sa bijection
inverse f~! : F — F est aussi linéaire. Les images directes et préimages de sous-espaces vectoriels
par des applications linéaires restent des sous-espaces vectoriels.

L’ensemble des applications linéaires E — F' est un espace vectoriel de dimension dim(E) dim(F),
que l'on notera Hom(FE, F).

0.3.2 Matrices des applications linéaires

Une matrice de taille m x n sur K est un mn-uplet d’éléments de K indexés par {1,...,m} X
{1,...,m}. Si A = (a;;) on la représente sous la forme d’un tableau & m lignes et n colonnes ou
I’entrée a 'intersection de la i-eéme ligne et j-ieme colonne est a;;. L’ensemble des matrices de taille
m X n est un K-espace vectoriel de dimension mn, que 'on notera M(m,n; K) ou M(m,n) si le
corps de base est indiqué par le contexte, ou encore M(n) si m = n.

La multiplication de deux matrices A € (m,n), B € M(n,l) est la matrice C de taille m x {
dont les coefficients sont donnés par :

n
Ci,j = Z aikbkj.
k=1

cette multiplication est associative mais en général pas commutative.

Si B = (e;),C = (f;) sont des bases de deux espaces vectoriels E, F' de dimensions finies n, m
et ¢ : E — F est une application linéaire alors on définit sa matrice dans les bases B, C' comme la
matrice de taille m x n dont les coefficients sont donnés par :

Mat(¢) = (Aij)ij si plej) = Z Aijfi-

Ceci définit un isomorphisme d’espaces vectoriels Hom(E, F') — M(m,n). On a la regle de com-
position
Mat(f 0 g) = Matg (f) Mat(3(g)



et la formule de changement de base :
Mat%, (f) = Mat$ (Id) Mat$(f) Mat, (1d).

Noter que Mat?, (Id) est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées dan B des vecteurs de
B’. En particulier, si f € End(E) on a

Mat&(f) = PMatB3(f)P~t, P = Mat%(1d).

0.3.3 Déterminant

L’espace APE* des applications multilinéaires alternées de degré p sur E est I’ensemble des
applications EP — K qui sont linéaires en chaque variable et telles que la permutation de deux
variables change le signe. Autrement dit :

Vie{l,...p}:Va1,...,xp € E,a, € ELX€K :
flzr, oz + 22, mp) = Mm@y xp) + (2,2 )

et
Vi<je{l,...p}:Var,...,xp € E: f(x1,..., T ..., &j,...,0p) = —f(T1,..., 25, ..., @iy ..., Tp).

Si E est de dimension n et B = (e, ..., e,) est une base de F alors l'application A" E* — K donnée
par

fr flen, ... en)

est un isomorphisme, de sorte que dim(APE*) = 1. En particulier toute application linéaire AP E* —
APE* est de la forme f +— Af pour un A € K.

Si¢: E — F est une application linéaire et f € APE* alors ¢* f(x1,...,z,) = f(d(z1),...,0(xy))
définit une application linéaire AP E* — APE*. Il existe doncun A € K tel queVf € APE* : ¢*f = A\ f
et on définit le déterminant de ¢ par dét(¢) = A. On voit immédiatement que si ¢, ¥ sont des appli-
cations linéaires F — E alors dét(¢ o ¢) = dét(¢)dét(¢). On peut aussi démontrer que dét(¢) =0
si et seulement si ¢ est bijective et qu’alors dét(¢—!) = dét(4) L.

Le déterminant d’une matrice de taille N x n peut étre défini d’'une maniere similaire (unique
application multilinéaire en les colonnes et changeant de signe lorsqu’on échange deux colonnes, et
valant 1 sur la matrice identité) ou par une formule explicite qui fait apparaitre ces propriétés :

n

dét(A) = Z sign(U)Hai,a(i).

ceS(n) i=1

Il est alors clair que si B est une base de F et ¢ € End(E) on a dét(¢) = dét(MatB(¢)). Ceci
implique immédiatement que l'on a dét(AB) = dét(A)dét(B) si A, B € M(n).
Pour une matrice 2 x 2 'expression ci-dessus donne

3 a b -
dét <(c d>> = ad — be

si n > 2 elle n’est pas utilisée en pratique. Pour calculer un déterminant on utilise la réduction par
pivot de Gauss pour se ramener au cas d’une matrice triangulaire.



Si A e M(m,n) et 1 <k <min(m,n) les k-mineurs de A sont les déterminants des matrices
k x k de la forme (a;,,j,)pq=1,..k avec 1 <ip <--- <ip <met 1 <j; <--- <jp <n.

Il existe une formule donnant une expression pour l'inverse d’une matrice n X n en fonction de
son déterminants et de ses (n— 1)-mineurs (< formule de la comatrice » oy < formule de Cramér ).
Elle n’est pas efficace pour des calculs explicites dés que n > 2, par contre elle a une importance
théorique appréciable; pour n = 2 elle a la forme :

-1
a b 1 d -b\ .
<c d> _adbc<—c a> st ad —be 7 0.

0.3.4 Reéduction des applications linéaires

Si f € End(F) un scalaire A € K est une valeur propre de f sur K si le sous-espace ker(f—\1d)
est non nul, autrement dit s’il existe un = € E,xz # 0 tel que f(z) = Az : un tel x est appelé un
vecteur propre de f (pour la valeur propre \). Si E est de dimension finie les valeurs propres de f
sont les racines du polynéme x¢(t) := dét(f — t1d), le polyndme caractéristique de f.

Une application linéaire f est dite diagonalisable sur K s’il existe une base de E composée de
vecteurs propres sur K. En termes de matrices ceci signifie qu’il existe une base B de F telle que

A 00
Matj(f)=|0 . o
0 0 A

n

S’il existe seulement une base ou la matrice est de la forme

)\1 * *
0 . %
0 0 X\,

(ou * désigne des coefficients quelconques dans K) on dit que f est trigonalisable sur K.

Une application linéaire est trigonalisable sur K si et seulement si toutes les racines de son
polynéme caractéristique sont dans K. En particulier, si K = C toute application linéaire est
trigonalisable. En revanche toutes ne sont pas diagonalisables, comme le montre 'exemple de la

matrice
1 1
a=(o )

dont la seule valeur propre est 1 vu que xa(t) = (t — 1)? mais qui vérifie dim ker(4 — Id) = 1.



Chapitre 1

Formes bilinéaires

La notion de forme bilinéaire est une généralisation naturelle et utile de celle de produit sca-
laire sur un espace réel (qui sera étudiée plus en détail dans le chapitre . Une partie du vo-
cabulaire concernant les formes bilinéaires est emprunté a ce cadre géométrique, mais les formes
bilinéaires générales exhibent un comportement plus riche que les seuls produits scalaires et I'in-
tuition géométrique associée n’est pas toujours fiable.

1.1 Définitions

Formes bilinéaires

Soit E un espace vectoriel sur K. Une forme bilinéaire sur F est une application b: Ex E — K
telle que pour tout v € E les applications b(v,-) : u +— b(v,u) et b(-,v) : u — b(u,v) soient des
formes linéaires sur F. Autrement dit, pour touts v,u,w € Fet A € K on a :

b(v, Au +v) = Ab(v,u) + b(v,w) et b(Au + w,v) = Ab(u,v) + b(w, v). (1.1.1)

Qualités remarquables

Une forme bilinéaire b sur E est dite symétrique si pour touts u,v € E on a b(u,v) = b(v,u). Elle
est dite antisymétrique (ou alternée) si Vu,v € E : b(u,v) = —b(v,u). Dans les chapitres suivants
on se concentrera sur les formes symétriques.

La forme b est dite non-dégénérée si on a b(-,v) = 0 si et seulement si v = 0. Autrement dit :

Yve E:(Vu € E:bu,v)=0)=v=0.
S'il existe un v € E tel que b(-,v) = 0 on dit que la forme b est dégénérée.

Noyaux des formes bilinéaires

Le noyau a droite (respectivement noyau a gauche) de b est 'ensemble des v € E tels que
b(v,-) = 0 (respectivement b(-,v) = 0, on les notera :

kerd(b) = {v € E : b(-,v) = 0} et kerd(b) = {v € E: b(v,-) = 0}.



Proposition 1.1 Les sous-ensembles ker?(b) et ker?(b) sont des sous-espaces vectoriels de E. De

plus on a :
dim(ker?(b)) = dim(ker?(b)).

La démonstration du fait que ce sont des sous-espaces vectoriels est naturelle. L’égalité des
dimensions est plus difficile et on la démontrera a la section suivante en utilisant des propriétés
connues des matrices.

Si b est symétrique ou antisymétrique ces deux espaces coincident (en particulier I’énoncé ci-
dessus est évident) et on donne & I'un ou 'autre le seul nom de noyau de b, que 1'on notera ker(b).

Une conséquence de la proposition est qu'une forme bilinéaire est dégénérée si et seulement si
son noyau a droite est non-nul ou son noyau a gauche est non-nul.

1.2 Calcul en coordonnées

1.2.1 Matrices des formes bilinéaires

Soit E un espace vectoriel de dimension finie dim(E) = n et B = (ey, ..., e,) une base de E. Si
b est une forme bilinéaire sur £ la matrice de b dans B est la matrice

MatB(b) = (b(ei,ej))nggn. (121)

Proposition 1.2 Soient u,v € E et X,Y les vecteurs colonnes des coordonnées respectives de u
et v dans B. On note M = Matp(b), on a alors :

b(u,v) = XMY. (1.2.2)

Démonstration : Commencons par le démontrer pour les vecteurs de la base B : soient

1 0
0 :
El == . AR 7En - )
: 0
0 1
les vecteurs coordonnées de e,...,e, dans B. Soient ¢,j € {1,...,n}. On notera a;; = b(e;, €;).
On calcule que :
a1j
tEiMEj =F; = Q;j
anj

ce qui est exactement ([1.2.2)) dans ce cas. Soient maintenant u,v € E que l'on écrit

U=2T1€1 + ...+ Tp€p, V=111 + ...+ Ynen



dans la base B. Par bilinéarité de f il vient :

b(u,v) = b(x1e1 + ...+ xpen,v) = x1b(e1,v) + ... + zpbley, v)

n n n
= ijb(ej,qu 4+ ...+ ynen) = Z:I,’j (ylb(ej, 61) 4+ ...+ ynb(ej, en)) = Z YjTilj.
7j=1

j=1 i,j=1

D’autre part on a :

a1l ... Qin un

n
tXMY:(:Ul,...,I‘n) = inaijyj
Apl .. Gpn Yn 6y=1
qui est égal a b(u,v) d’apres le calcul précédent, ce qui finit la preuve de ((1.2.2)). O

La démonstration de la proposition suivante est alors immédiate.

Proposition 1.3 Soit M = Matp(b). Les coordonnées des éléments de ker(b) (respectivement
de kerd(b)) dans la base B sont exactement les vecteurs colonnes Y (respectivement X ) tels que
MY =0 (respectivement M X = 0).

Comme corollaire on peut donner une preuve de la proposition En effet, on voit que la
dimension de ker?(b) est égale & la dimension du sous-espace ker(M) C K" (’ensemble des vecteurs
colonnes tels que M X = 0). On a alors rg(M) = n — dim(ker(M)) = n — dim(ker?()). De la méme
maniere on a n — dim(ker?(b)) = rg(*M). Mais on sait que rg(M) = rg(*M) (par exemple parce
que M,'M ont les méme mineurs et que le rang est la taille maximale d’un mineur non—nul)ﬂ

La formule montre immédiatement que la matrice dans la base B de la forme bilinéaire
(u,v) — b(v,u) est égale a la transposée ! Matg(b). En particulier on voit que :

— La forme b est symétrique si et seulement si sa matrice M = Matp(b) vérifie que ‘M = M
(on dit alors aussi que M est une matrice symétrique) ;

— La forme b est antisymétrique si et seulement si sa matrice M = Mat g(b) vérifie que ‘M = — M
(on dit alors aussi que M est une matrice antisymétrique).

1.2.2 Changement de base

Soient F, F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finiesn,met B =e1,...,e,, C = f1,... fm
des bases respectives de F et F'. Si ¢ : ' — F est une application linéaire et b une forme bilinéaire
sur F' on note b’ la fonction sur F x E définie par :

b(u,v) = b(d(u), $(v)).

On vérifie immédiatement que b’ est une forme bilinéaire sur F.
La matrice de b’ dans la base B est donnée par la formule :

Matz(b') = Mat$§ () Mate (b) Mat§ (o). (1.2.3)
On note P = Mat$%(¢), M = Matc(b). Pour démontrer (T.2.3)) il suffit de vérifier que
b(p(u),p(v)) ='X ("PMP)Y (1.2.4)

1. devrait étre inclus dans les rappels



pour touts u,v € E dont X, Y sont les vecteurs (colonnes) de coordonnées dans B. Pour ceci il suffit
d’observer que PX, PY sont les vecteurs coordonnées de ¢(u), #(v) dans la base C et que (1.2.4)),
qui se rééerit b(¢(u), d(v)) = {(PX)M(PY) est donc une simple conséquence de la définition de
M = Matg(b).

Un cas particulier est la formule de changement de base que 1’on obtient en prenant E = F et
¢ =1d. Dans ce cas b = b et Matg(ld) est la < matrice de passage > de C' a B, dont les colonnes
sont les coordonnées des vecteurs e; dans la base C' et on a :

Mat z(b) = ! Mat$(¢) Matc (b) Mat$ (). (1.2.5)

1.3 Orthogonalité et isotropie

Dans cette section on suppose que b est une forme bilinéaire symétrique sur le K-espace vectoriel
E. Deux vecteurs u,v € E sont dits orthogonaux pour b si b(u,v) = 0 (a cause de la symétrie ceci
est équivalent a b(v,u) = 0. Un vecteur v € FE est dit isotrope pour b s’il est orthogonal & lui-méme,
autrement dit b(v,v) = 0.

Si S C E est un sous-ensemble I'ortogonal S+ de S pour b est I'ensemble des vecteurs de E qui
sont orthogonaux a tous les éléments de S. Autrement dit :

St = [ ker(b(v,-)) = {w € E:Vv € S : b(v,w) = 0}.
veS

On a les propriétés suivantes :
i) S+ est une sous-espace vectoriel de E;

ii) Si F est le sous-espace de E engendré par S alors S+ = F'*-;

)
iii) Si F est un sous-espace vectoriel de F on a dim(F*) = dim(E) — dim(F) + dimker(b) N F);
)

iv) Si b|pxr est non-dégénérée (par exemple si F' ne contient pas de vecteur isotrope) alors
E=FoF+
La démonstration des deux premieres propriétés est laissée en exercice. Pour démontrer (|1.3.iii)),
on choisit une base (¢1,...,¢;) de I'image ®y(F'). Soient ej,...,eq € F tels que ®p(e;) = ¢; et
(€d+1s- - €dim(r)) une base de ker(®;) N F. La propriété (1.3.ii)) implique que :

dim(F) dim(F)
Fr={uecE:Vi=1, .. dim(F):bu,e)=0}= () {u€E:blue;)=0}= (] ker(®y(e;)).
i=1 =1

Pour i > d on a e; € ker(®;) et donc ker(®y(e;)) = E; pour 1 < i < d on a ker ®p(e;) = ker(¢;). 1
suit que

d
Ft = ker(4)
=1

et comme la famille de formes linéaires ({1, ...,¢4) est libre on a, par le résultat de l'exercice 77,
que dim(F+) = dim(E) — d. Comme d = dim(®(F)) = dim(F) — dimker(b) N F') par la formule
du rang appliquée a ®y|r 1’égalité voulue suit immédiatement.

Enfin, est une conséquence immédiate des deux faits suivants :

— Comme b|pyxr est non-dégénérée, dim(F+) = dim(E) — dim(F) par (1.3.3ii)) ;

10



— Ona FnF+t=/{0}.

Pour démontrer le second point soit v € F N F+ : on a donc Yu € F : b(v,u) = 0, c’est-a-dire
que v € ker(b|px ). Mais par hypothese ker(b|pxr) = {0}, donc v = 0.

11



Chapitre 2

Formes quadratiques et quadriques

Dans toute cette section F, I’ désignent des K-espaces vectoriels de dimensions finies.

2.1 Formes quadratiques
Définition

Une fonction ¢ : E — K est une forme quadratique s’il existe une forme bilinéaire b sur E telle

que
q(v) = b(v,v) (2.1.1)

pour tout v € E. Si la forme bilinéaire b est symétrique on I’appelle forme polaire de q.
Toute forme quadratique admet une forme polaire : en effet, si g(v) = b(v,v) on peut écrire
b = bs + b, avec bs symétrique et b, antisymétrique (voir I'exercice ?7. On a alors

Vv e E: q(v) = bs(v,v) + bg(v,v) = bs(v, v)
vu que l'on a by (v,v) = —by (v, v), ce qui force by(v,v) = 0. Il suit que by est une forme polaire pour
g. On verra a la fin de la section que cette forme polaire est unique.
Exemples

i) Si E = K alors les formes quadratiques sur F sont exactement les fonctions de la forme
x — az? pour a € K.

i) .
Propriétés

Les propriétés des formes quadratiques qui se déduisent de la bilinéarité sont les suivantes : soit
g une forme quadratique et b sa forme polaire.

i) (Homogénéité) Siv e E,\A € K on a
q(Mv) = Nq(v).

ii) Siu,v€ Fona:
q(u+v) = q(u) + 2b(u,v) + q(v).

12



iii) (Polarisation) si u,v € F on a :

bu,0) = § alu+0) — glu—v)

La propriété d’homogénéité [2.1.1)| est immédiate :
(M) = b(Av, \v) = Ab(v, Av) = A2b(v,v) = ¢(v).
La formule [2.1.ii){ se démontre par le calcul suivant :
q(u+v) =b(u+v,u+v)=0blu,u+v)+blv,u+v)
= b(uv U) + b(uv U) + b(’U, U) + b(U, U) = Q(u) + 2b(ua U) + q(’U)
(noter qu’on utilise la symétrie pour la derniére égalité). La polarisation est une conséquence de
B

q(u+v) = q(u = v) = (q(u) + 2b(u, v) + q(v)) = (q(w) + 2b(u, —v) + ¢(=v))
= 2b(u,v) — 2 x (=1)b(u,v) + (1 — (=1)*)q(v) = 4b(u,v).

Une conséquence de la polarisation est que la forme quadratique g associée & une forme bilinéaire
b par détermine cette derniere sans ambiguité. Autrement dit 'application b — ¢ est une
bijection entre les formes bilinéaires symétriques et les formes quadratiques. On dira que ¢ est
non-dégénérée si b elle-méme 1’est.

Expression en coordonnées

Soit B = (eq,...,ey,) une base de E. Si g est une forme quadratique, b sa forme polaire et on
pose a;j = b(e;, ;) (autrement dit Matg(b) = (aij)i<ij<n) OD a :

q(zie1 + ...+ zpey) = Z akkmi + Z 2a;;x;;. (2.1.2)
k 1<i<j<n

Réciproquement, si on définit une fonction sur F par la formule :

q(:17161 + ...+ :cnen) = Z bkkxz + Z bija:ixj
k 1<i<j<n

alors c’est une forme quadratique sur E, dont la forme polaire b est déterminée par sa matrice
Matp(b) = (aij)1<ij<n O :
b sii=j=k

by L
aij = § 5 s11 <
bji .. .
5 sli>

13



2.2 Réduction des formes quadratiques

Soit B = (eq,...,e,) une base de E et ¢ une forme que dratique donnée en coordonnées dans
B par I'expression .

q(xie1 + ...+ zpey) = Z bkkaji + Z bijriT;.
k

1<i<j<n

Le but de cette section est de trouver une base C' = (fi,..., f,) dans laquelle on n’ait pas de
doubles produits dans I’expression en coordonnées, autrement dit :

qifir 4+ ynfa) = iyt + -+ anyp. (2.2.1)

Du point de vue des formes bilinéaires, si b est la forme polaire de ¢ et M = Matg(b) on veut
trouver une matrice inversible P telle que !PM P soit une matrice diagonale.

Algorithme de Gauss

L’algorithme de Gauss donne une solution générale au probleme introduit dans le paragraphe
précédent. Il fonctionne comme suit : il prend en entrée une forme quadratique ¢ en des variables
Z1,...,2y (coordonnées dans une base B de E) et sort des nouvelles coordonnées vy, . . ., ¥, comme
combinaisons linéaires des z;, dans lesquelles la forme g s’exprime comme . C’est un algo-
rithme récursif, dont les étapes sont les suivantes :

i) Sin =0 on s’arréte et on renvoie les coordonnées gardées en mémoire.

ii) Sinon, et si bj; # 0, on pose :

b12 bin
=x1+ —T2+ -+ T
Y1 1 211 2 T
de sorte que
q="buyi +4¢
o ¢’ est une forme quadratique en les variables xs,...,z,. On garde en mémoire y; et on

itere alors l'algorithme sur la forme ¢'.

iii) Si b1; = 0 mais 'un des bgx,2 < k < n est non nul on échange les variables zj et x1 et on
applique 'étape [2.2.11)]
iv) Si bgr = 0 pour 1 < k < n mais bja # 0 on procede en deux étapes :

(a) on pose d’abord
21 = b1a®o + b13z3 + -+ - + binTn €t 20 = b1a1 + bogws + - + banayp
de sorte que

1 !
q=—2122+¢q
b12

ol ¢ est une forme quadratique en les variables z3, ..., .
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(b) On pose ensuite :
yn=z1+z2ety =2 —22

de sorte que :

1
q=—Y ———Y, +q.
1Z/1 4b12y2

On garde y1,y2 en mémoire et on itere I'algorithme sur ¢’.
v) Sibig # 0 mais by # 0 pour des 1 < k < I < n on échange (z1,x2) avec (zx, x;) et on applique
Pétape B24v)
vi) Si ¢ = 0 on s’arréte et on renvoie les coordonnées gardées en mémoire suivies des coordonnées
restantes.

Il est clair que l'algorithme termine : les étapes 2-5 baissent chacune le nombre de variables de
1 ou 2 et si on ne tombe pas sur un reste nul entre-temps (auquel cas ’algorithme termine a I’étape
5) on se retrouve donc avec 0 variables en au plus n étapes.

La sortie de D'algorithme est un ensemble de formes linéaires y1,...,y, (exprimées comme
combinaisons linéaires des x;) et de coeflicients a1, ..., a, (exprimés en fonction des b;;) tels que

¢= a1y} + -+ any;.
Il reste a vérifier que les y; sont bien des coordonnées dans une certaine base de F, ce qui suit de

la proposition suivante.

Proposition 2.1 Si z1,...,z, sont des coordonnées dans une base et on leur applique une des
transformations décrites en [2.2.11) ou |2.2.7v)| ci-dessus alors le résultat est encore un systéme de
coordonnées dans une base.

Démonstration : Siavant d’applique I’étape[2.2.i1)|on a une base (eq, .. ., e,) dans laquelle z1, ..., x,
sont les coordonnées alors (y1, 1, ..., x,) sont les coordonnées dans la base :

b12 bin
€1,€9 — Wllel’” ,Ep — 2()1161 .

De méme, si on applique I'étape [2.2.iv)| alors z1, 22, x3, ..., x, sont les coordonnées dans la base

(61 epen 8o b b b?n@)

Y b12 bz " bie bi2

et y1,y2,23,...,x, dans la base
1 1 b13 b23 bln b2n >
—(e1 +e3), =(e1 —e3),e3 — —e€1 — —€9,...,6p — —€] — —€3 | .
<2( 1+ e2) 2( 1—€2),€3 bl B2 e
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Exemples

i) Si E=K? et ¢ =2 + 27122 + 223 en coordonnées (x1,z2) dans la base canonique :
(a) On a un coefficient non-nul sur z? et on applique donc 1'étape : on écrit y; =
(x1 + x2) et il vient :
g =yi + 3.
(b) On applique ensuite I’étape a la forme ¢ = x% (ce qui revient seulement & poser
Y2 = 22
On a donc q = 3% + y3, en coordonnées (yi,y2) dans la base (1,0), (—1,1). Matriciellement
ceci revient a ’égalité :

mir= (4006 )6

ii) Si B =K3 et ¢ = 4(x122 + 223 + 2371) en coordonnées (x1, x2, x3) dans la base canonique :

(a) Comme il n’y a pas de carré et le facteur de x1z2 est non-nul on applique I’étape [2.2.1v)|:
on pose
z1=(v1t+as) et zp=(22+a3), M=z+znety=2—2

et il vient :
q=4z129 — 4x§ = y% - y% — 43:%.

(b) On applique ensuite 1’étape [2.2.ii)| en posant y3 = x3.

2.3 Formes quadratiques réelles

Dans toute cette section F est un espace vectoriel sur R de dimension n et ¢ est une forme
quadratique sur R. On notera b sa forme polaire.

2.3.1 Bases orthonormeées

Une base orthonormée de E pour q est une famille de vecteurs (eq,...,e,) telle que :
i) Sii# j alors b(ej,e;) =0;
ii) Pouri=1,...,nona |g(e)| = 1.

Une telle famille est forcément libre, donc une base. En effet, si on a une relation

Zn: )\iei =0
i=1

il vient pour j=1,...,n:

0=b (6]', Z )\iei) = Z Aib(ej, €i) = qlej)A;
1=1 i=1

d’ott il suit que A; = 0 puisque |g(e;)] = 1 et donc g(e;) # 0.

Proposition 2.2 Si g est non-dégénérée alors il existe une base orthonormale de E pour q.

16



Démonstration : Soit (f1,..., fn) une base donnée par 1’algorithme de Gauss de sorte que 1'on
ait b(fi, fj) = 0sii # j. On pose ¢(f;) = a;. On a alors forcément a; # 0 : en effet, comme ¢ est
non-dégénérée il existe un vecteur v € E tel que b(f;,v) # 0. En écrivant v = ), x; f; il vient alors :

0 £ inb(fi, 1) = ziq(fi)

i=1
donc a;z; # 0, ce qui force a; # 0. On pose alors
1
€= ——
Vlail
1 a;
qe;) = ——a(fi) = 7
Vlail a4
qui est égal & 1 en valeur absolue. On a aussi immédiatement que b(e;, e;) = |aza;|/2b(fi, f;) = 0
et on voit donc que (eq,...,e,) est une base orthonormée pour g. O

fi

et il vient :

Exemples

i) Si E = R? alors la base canonique (((1,0), (0,1)) est orthonormée pour la forme quadratique

23 + 23 et aussi pour 2§ — 3.

ii) Si B =R2 et q =2z alors la base ((1/v/2,1/v2),(1/v/2,—1/+/2)) est orthonormée pour
q.
2.3.2 Signature
Loi d’inertie de Sylvester

On suppose que q est non-dégénérée et on choisit une base ortonormée (eq,...,e, por q. On
note :

de sorte que py +p_ =n.

Théoréme 2.1 On a :

py+ = max(dim(V) : V est un s.e.v. de E et Vv € V' \ {0} : ¢(v) > 0).

Démonstration : On commence par montrer que py > ---. Soit V' un sous-espace de dimension
dim(V) > p4, on veut trouver un vecteur v € V' \ {0} tel que g(v) < 0. Pour ceci on pose

W_ = Z Re;.

irg(e;)=—1
C’est un sous-espace vectoriel de E de dimension p_. On a donc

dim(V) +dim(W-) > py +p- =n
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et on doit donc avoir dim(V NW_) > 0, c’est-a-dire qu’il existe un vecteur v € VN W_, v # 0. On

écrit
v = E xTie;

irq(e;)=—1

ol les ; ne sont pas tous nuls, de sorte que ), :cf > 0, et il vient :

q(v) = Z z2q(e;) = — fo < 0. (2.3.1)

iqle;)=—1
On a donc démontré I’énoncé :

(dim(V) > py) = (3v € V'\ {0}, ¢(v) <0)
dont la contraposée est

(o € V\ {0} < g(v) = 0) = (dim(V) < py)

d’ou I'inégalité voulue suit immédiatement.
Pour 'inégalité inverse on pose :

qui est de dimension p,, et qui par un calcul similaire & (2.3.1]) vérifie que g(w) > 0 pour w €

W\ {0} O
Définition
Soit ¢ une form linéaire non-dégénérée. D’apres le théoreme [1| p1 et p— = n — p4 ne dépendent

pas de la base orthonormale pour ¢ utilisée pour les définir. La signature de g est la paire (p4,p_).
Remarques :

— Si B est une base quelconque de E et M = Matp alors dét(M) est du méme signe que
(=1)P= (quand on change de base avec une matrice inversible P, il suit de que le
déterminant est multiplié par dét(‘*P)dét(P) = dét(P)? et ne change donc pas de signe, et
si B est orthonormée on a dét(M) = (—1)P~). En particulier, si dim(E) = 2 alors ¢ est de
signature (2,0) ou (0,2) si dét(M) > 0 et de signature (1,1) si dét(M) < 0.

Formes dégénérées

En général, la signature de ¢ est par définition la signature de ¢|r ol F' est un supplémentaire
de ker(b) dans E. Si elle est égale a (p4+,p—) on a donc p4 + p_ + dimker(b) = n.

Pour la calculer, on applique 1’algorithme de Gauss pour obtenir une base (ey,...,e,) ou Vi #
J :b(ei,ej) =0. On a alors :

p+ = [{i:qles) > 0},
p— = [{i: qle;) <0},
dimker(b) = [{i : q(e;) = 0}
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2.4 Quadriques

Dans cette section E est un espace vectoriel réel de dimension n.
Définition
Une quadrique dans E est un sous-ensemble de la forme :
Q={veFE:qwv)+Lv)=c} (2.4.1)

ou ¢ est une forme quadratique non-nulle sur F, £ est une forme linéaire sur F et ¢ € R.

Exemples
i) La sphere unité :
S={(x1,...,2p) ER" 122 ... 422 =1}
est une quadrique.

ii) On munit le plan R? des coordonnées polaires (r,0). Si C est une courbe donnée par une

équation polaire r = f(6) ou f satisfait 'équation différentielle :

1 d(1

10

f dn?
pour un ¢ € RR alors C est une quadrique. (L’équation différentielle correspond a ’approxi-
mation de I’équation de Newton pour un corps de masse négligeable se déplacant dans un
champ de gravité centré a l’origine, et décrit donc approximativement le mouvement des
planetes dans un systeme solaire).

2.4.1 Réduction des quadriques

Proposition 2.3 Soit Q une quadriqgue donnée par (2.4.1). Si ker(q) C ker(¢) (en particulier si

q est non-dégénérée) il existe des coordonnées yi,...,yn sur E, de la forme y; = Zj ai;z; + b; ou
T1,...,Ty sont les coordonnées dans une base, telles que Q soit donnée par l’équation :
2 2 2 2 _
Y+t Y, —Ypp1 T Ypgp. = 1
ou
2 2 2 2 _
it Y Y~ Y. =0

Sinon il existe de telles coordonnées telles que l’équation de q devienne :

2 2 2 2 _
Yit+ et Yy —Ypir1 0 T Ypatps = Ypptpo 1

Démonstration :

Remarques

— La paire (py,p—) est donnée par la signature de ¢ ou —g.
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2.4.2 Coniques

Dans le cas ou dim(F) = 2 les quadriques de F sont aussi appelées coniques (parce qu’on peut
les obtenir en intersectant un céne par des plans). On a trois possibilités pour la signature de q.

Signature (2,0) ou (0,2)

Apres réduction on obtient une équation de la forme

x% + :L‘% =€

oue € {1,—1,0}. Sie =1 on obtient une ellipse. Si € = 0 la conique se réduit & un point. Sie = —1
elle est vide.
Signature (1,1)

Dans ce cas on se réduit a une équation de la forme

22— 23 =10u0.

Si le second terme est égal & 1 on obtient une hyperbole, s’il est égal a 0 on obtient deux droites
sécantes.
Signature (1,0) ou (0,1)

Dans ce cas on sa ramene a
xl = X9

ce qui donne une parabole, ou
m% =0oulou —1

auquel cas on obtient respectivement une droite, ou un ensemble vide.

20



Chapitre 3

Espaces euclidiens

3.1 Définitions

3.1.1 Espaces euclidiens

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie, ¢ une forme quadratique sur E et b sa forme
polaire. On dit que g ou b est définie positive si q(v) = 0 si et seulement si v = 0 et g(v) > 0 pour
tout v € E (autrement dit, si n = dim(F) alors ¢ est de signature (n,0)). La forme bilinéaire b est
alors appelée un produit scalaire sur E, et on utilisera le plus souvent la notation b(u,v) = (u,v) ; le
couple (E, (-,-,)) est appelé un espace euclidien. La norme euclidienne || - || sur E est alors définie

par
[vll = Va(v) = V{v,v).

Exemples
i) L’exemple fondamental est £ = R™ muni du produit scalaire défini par :
(x,y) =x191 + -+ + Tpyp POUr = (1, ..., n), ¥y = (Y1, -+, Yn);

en effet, on a (z, ) = 224 +22 > 0 avec égalité si et seulement si x = 0. D’autres exemples
sont :

ii) Pour d > 0, £ = R4[X] muni du produit scalaire

1
(f.9) = /0 F(Hg(t)dt

(voir lexercice 77).

iii) Si £ = M,(R) alors
(A,B) = tr(*BA)

définit un produit scalaire sur E (voir l'exercice ?77?).
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Sous-espaces et orthogonalité

Soit F' C F un sous-espace vectoriel. La restriction de la forme quadratique || - ||> & F est aussi
définie positive, en particulier elle est non-dégénérée. Par la propriété (1.3.iv)|) on obtient alors le
résultat suivant.

Proposition 3.1 Si F C E est un sous-espace d’un espace euclidien alors E = F & F*.

3.1.2 Bases orthonormées

Dans le cadre des espaces euclidiens les notions vues plus haut pour des formes quadratiques
générales prennent une forme particulierement simple. Une base ey, ..., e, est orthonormée si et
seulement si (e;, ej) = 0sii# j et ||e;]|*> =1 (si on a seulement la premiere condition on dit qu’elle
est orthogonale). Par la proposition il existe toujours des bases orthonormées dans un espace
euclidien.

L’algorithme de Gauss devient aussi plus simple dans ce cadre, puisque 1’étape n’est ja-
mais utilisée. En partique on utilise directement 'algorithme dual, que I'on appelle dans ce cadre al-
gorithme de Gram—Schmidt, c’est-a-dire que I'on travaille directement avec des bases plutot qu’avec
les coordonnées associées. Plus précisément, pour obtenir une base orthonormée a partir d’une base

quelconque fi,..., f, on définit récursivement & partir de €} = fi :
;o NN
€1 = frr1 — Z Wei (3.1.1)
i=1 €
et finalement e; = € /||e;||. La base (e1, ..., ey) est alors orthonormée et a la propriété que eq, ..., ey
engendrent le méme sous- espace que f1,..., fk pour k=1,.

Vérifions que les vecteurs e} définis par sont bien orthogonaux On procede naturellement

par récurrence : on suppose que pour ¢,j € {1,...,/{}, 1 # jona <ez,ej> =0 (pour k = 1 cet

énoncé est vrai puisqu’il ne s’applique pas). Si k > [ on a alors :

k
(€5 fet1)
(ehs1s€t) = <fk+1 -2 Z||’@<||2 €5 €]
=1

17fk:+1 ! />

fk-i—lvel ”6,”2 zael

Mw
\»—l

= <fk‘+1a€;> <el‘7 Jf]ﬁgl < €, € l>
=0.

Calcul dans les base orthonormeées

Si B = (ey,...,e,) est une base orthonormée de E et u,v € E ont pour coordonnées respectives
(z1,...,oyn) et (y1,...,yn) dans B on a par bilinéarité du produit scalaire :

(u,v) =x1Y1 + ... + TnYn.

En particulier, si w € FE les coordonnées de w dans B sont ({e1,w), ..., {(e,,w)).
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Il suit que si (E, (-,-)), (E', {-,-)") sont des espaces euclidiens munis de bases orthogonales B =
(e1,...,6n), B'=(€],...,¢€l) et ¢ est une application linéaire de F dans E’ alors la matrice de ¢
est donnée par :

Matf (6) = ((6(¢5), ) izt ...m. (3.12)

Jj=1,...,n

Exemple

Soit £ = R? muni du produit scalaire :

(u,v) = 1y + T1Y2 + Tay1 + T1Y3 + T3y1 + 222y2 + T2y3 + T3y2 + 223Y3.

Soit (f1, f2, f3) la base canonique. L’algorithme de Gram—Schmidt nous donne comme bas ortho-
gonale obtenue & partir de celle-ci la famille (€], €}, %) ot :

el = fi,

&= fo- <ﬁ”};{,‘§> L,

b ), (e fs)
N T A A

On voit que (f1, fo) =1 et donc €5, = fa — f1. On a alors
(€h, f3) = (fo. f3) = (1, f5) =1-1=0
et il suit que €4 = f3 — f1. On calcule que
les]? = (| foll> = 2 (fo, 1) + | AP =2-2+1=1

et de méme ||e5]|? = 1. Il suit que (e1, e2, e3) = (€], €}, €4) est une base orthonormée. Les coordonnées
d’un vecteur v = (z1, z2,z3) dans cette base sont

(71 + w2 + 3, 22, 73)
(on peut vérifier que ce sont bien les coordonnées obtenues en appliquant 'algorithme de Gauss a
la forme quadratique a:% + 2z 29 + 22123 + 23;% + 2xox3 + 23:3)
3.1.3 Inégalité de Cauchy—Schwarz

Dans cette section (F, (-, -) est un espace euclidien et |- || sa norme. Le résultat le plus important
sur les espaces euclidiens est I'inégalité suivante, qui porte le nom de Cauchy—Schwarz (ou parfois
seulement Schwarz).

Théoreme 3.1 Soient u,v € E on a :
[(u, 0)| < [lul| [[v]]-
De plus, on a égalité si et seulement s’il existe A € R tel que v = Au ou u = v (u et v sont

colinéaires).
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Démonstration : On va donner deux preuves de 'inégalité. Pour la premiere on commence par
remarquer que si a,b € R on a (a — b)2 > 0, d’out il suit que

2ab < a’ + b? (3.1.3)

avec égalité si et seulement si @ = b. On peut en déduire immédiatement 'inégalité de Cauchy—
Schwarz dans R? :
(2,9)% = (2191 + 22u2) = 2Tyi + 233 + 201912202
2,2 2,2 2.2 2.2 2 2\(,2 2 201,112
< @y +a3ys + s +yiys = (1 +22) (Y1 +v2) = [z )7yl

avec égalité si et seulement si x1x0 = y1y9, autrement dit si et seulement si x,y sont colinéaires.
La méme preuve peut étre utilisée pour tout espace euclidien E et paire de vecteurs u,v € F :
il suffit de choisir une base orthonormée ey, ..., e, telle que u,v € Re; + Res (ce qui est possible
par l'algorithme de Gauss/Gram—Schmidt). En calculant dans cette base seuls les deux premieres
coordonnées sont utilisées et on peut refaire les étapes ci-dessus. Explicitement, si © = x1e1 + Toes
et v =yj1e1 +1y2e9 0N a :

(u,0)* = (z1y1 + w2y2)? < (2F + 23) (47 +93) = [[ull® - [|ol|*.

On peut aussi faire un calcul en coordonnées dans n’importe quelle base en utilisant (3.1.3) de la
méme maniere.

La seconde preuve utilise le polynéme du second degré :
F(T) = Tu+ ol = ul*T? + 2(u, )T + [v]|*.

Comme le produit scalaire est défini positif, on a f(¢t) > 0 pour tout t € R (et f(¢) > 0 si u,v ne
sont pas colinéaires). Il suit que le discriminant A de f doit étre positif (strictement positif si u, v
ne sont pas colinéaires). On a donc :

4(u, v)* = 4|u*|v]* > 0

avec inégalité stricte si u, v ne sont pas colinéaires, ce qui termine la preuve. O

Une conséquence utile de I'inégalité de Cauchy—Schwarz est I'inégalité triangulaire pour la norme
euclidienne, qui exprime rigoureusement le fait intuitivement évident que la somme des longueurs
de deux cotés d’un triangle est forcément plus grande que la longueur du coté restant.

Proposition 3.2 Soient u,v € E. On a :

[+ ol < flull + [|vf]-

Démonstration : Ceci suit d’un calcul simple en utilisant Cauchy—Schwarz :

lu+ vl = [full® + 2(u, v) + [|v]®
< [lull® + 2l o]l + [lol* = (ull + [lo])*.
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3.2 Isométries
Définition

Soient (E, (-,-)) et (E',{-,-)") des espaces euclidiens. Une application linéaire ¢ : E — E’ est
une isométrie entre les espaces euclidiens si elle est surjective et :

Yu,v € E : {p(u), p(v)) = (u,v). (3.2.1)

Par la formule de polarisation ([2.1.iii)]) il est équivalent de demander que Vv € E : ||¢p(v)||" = ||v]|-
Une application linéaire pas forcément surjective vérifiant (3.2.1)) est parfois appelée un plonge-
ment isométrique.

Propriétés
i) Soit ¢ : E — E’ une isométrie. Si B est une base orthonormée de F alors ¢(B) est une base
orthonormés de E’. En particulier, s’il existe une isométrie E — E’ alors dim(F) = dim(E’).
ii) Si B, B’ sont des bases orthonormées respectives de E, E’ il existe une unique isométrie
¢: E — E' telle que ¢(B) = B'.
ii) Si B % B Y E" sont des isométries alors ¥ o ¢ : E — E” est une isométrie.
iv) Si ¢ : E — E’ est une isométrie alors ¢ est inversible et ¢~1 : B’ — E est une isométrie.

Les démonstrations sont laissées en exercice.

3.2.1 DMatrices des isométries

Proposition 3.3 Soient E, E’ des espaces euclidiens, B, B des bases orthonormées et n = dim(E),
m = dim(E"). Soit ¢ : E — E' une application linéaire et P = MatB (¢) € My xn(R). Alors ¢ est
un plongement isométrique si et seulement si :

‘PP =1,
En particulier, si dim(E) = dim(E’) alors ¢ est une isométrie si et seulement si ‘P = P~1,

Démonstration : La matrice identité 1,, est la matrice de la forme bilinéaire (-,-) dans la base
orthonormée B. D’aprés la matrice ‘PP = 'P1,,P est la matrice de la forme bilinéaire
(#(:),¢(-))" dans la base B. La définition pour ¢ est équivalente & 1’égalité de ces deux
formes bilinéaires, donc ¢ est une isométrie si et seulement si ‘PP = 1,,.

On peut aussi donner une preuve par un calcul direct (ce qui revient & refaire dans ce contexte
les calculs menant a (L.2.3)). Si B = (e1,...,en) et (aij)i<ij<n = "PP alors d’aprés la
condition (¢(e;), ¢(e;)) = (i, e;) = 0 revient a a;; = 0 sii # j et la condition ||¢(e;)]|? = |le;]|* = 1
revient a a;; = 1. O
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3.2.2 Exemples

i)
ii)

iii)

iv)

L’identité Idg et —Idg sont toujours des isométries de E.

Soit £ = R? muni de sa structure euclidienne canonique et B = (ey, e2) la base canonique.
Alors une application linéaire ¢ : £ — E est une isométrie si et seulement s’il existe a,b € R

tels que a® 4+ b%> =1 et
B, _ (a —b a b
Matg(o) = (b a> ou (b a> .

En effet, si on pose ¢(e1) = (a,b) alors par la condition (¢(ey), ¢(e2)) = 0 il existe A € R tel
que ¢(e2) = (—=Ab, Aa). Comme |p(e1)]|? = ||p(e2)]|? = 1 il vient a® + b*> = 1 puis A% = 1,
donc A = £1.

On peut écrire a = cos(f),b = sin(f) pour un unique 6 € [0, 27|. Les isométries de F sont
donc paramétrées par

(0,¢) € [0,2n[x {1, ~1} > <ij((§>) zzf;((g))) :

Par exemple :

(o &) e=me=n.(p %) e=0e=-0.(} J)e=re=n.

<(1) é) (ezw/Q,s:n,(gg _\/?/@ Gt

1(3 —4\ 1 (5 -12
s\e 3) Bliz 5 )

Si dim(E) = 3, une application linéaire dont la matrice dans une base orthonormée est

ou encore :

1 4 1 8
9 7T 4 -4
-4 8 1

est une isométrie. Soit a > 0 tel que a? +a — 1 = 0, Iapplication linéaire dont la matrice dans
une base orthonormée est :

a —a—1 1

1
5 a+ 1 1 a
—1 a a+1
est aussi une isométrie.
Soit o : {1,...,n} — {1,...,n} une bijection. Soit E un espace euclidien et B = (eq,...,ey)

une base orthonormée de E. Alors I'application linéaire ¢ : £ — E telle que ¢(e;) = e,;) est
une isométrie. Par exemple si n = 3 et ¢ est la permutation cyclique 1 +— 2,2 — 3,3 — 1 sa
matrice dans B est :

0 01
1 00
010
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3.3 Opérateurs autoadjoints

Dans cette section (FE, (-,-)) est un espace euclidien.

3.3.1 Définitions

Proposition 3.4 Soit ¢ : E — E une application linéaire. Il existe une unique application linéaire
¢* : E — F telle que :
Vu,v € E: (p(u),v) = (u, p*(v)) . (3.3.1)

Démonstration : On va donner deux preuves de ce résultat, I'une abstraite et ’autre utilisant les
coordonnées. Pour la premiere on introduit ® : E — E*, I'isomorphisme donnée par u — (u, ). On

peut alors réécrire (3.3.1)) comme
Vo€ E: ®(v)op=(¢d*(v))

ce qui, vu que ® est un isomorphisme, détermine uniquement ¢* en posant ¢* = &1 o we o @ ol

we(€)(u) = £((u)).
Pour la seconde on choisit une base orthonormée B = (ey,...,e,) de E. La matrice de ¢ dans
M est alors donnée par Matp(¢) =: M = (m; ;) ol :

mij = (P(ei), e;) -
La condition (3.3.1]) est alors équivalente &
Vi, j: (9(ei), e5) = (ei, ¢ (e;))
et Papplication linéaire ¢* est donc uniquement déterminée en posant Matg(¢)* =t M. O

Parmi les propriétés immédiates des opérateurs autoadjoints on a les deux suivantes.
i) Soit B une base orthonormée de E. Un endomorphisme ¢ est autoadjoint si et seulement si
Matp(¢) est une matrice symétrique.
ii) Soit ¢ un endomorphisme autoadjoint de £ et F' C E un sous-espace vectoriel tel que ¢(F') C
F'. Alors on a également ¢ (FJ-) C Ft.

La caractérisation est une conséquence immédiate de la seconde démonstration de la
proposition [3.4]

Démontrons maintenant . Pour ceci il faut montrer, sous les hypotheéses données, que
si v € F+ alors ¢(v) € F*. Supposons donc que v € Ft, c’est-a-dire que (w,v) = 0 pour tout
w € F, et que u € F. Vu que ¢ est autoadjoint on a (u, ¢(v)) = (¢(u),v), et comme d’autre part
¢(F) C F on a ¢(u) € F et donc (¢(u),v) = 0. Donc (u,$(v)) = 0 pour tout u € F, c’est-a-dire
que ¢(v) € F+.

Exemples

Via la caractérisation ([3.3.1)) il est facile de construire des exemples d’opérateurs autoadjoints
par des expressions en coordonnées. Il existe aussi des exemples plus naturels.

i) On étudiera plus bas une famille d’exemples intéressants, les projecteurs orthogonaux (voir
la section [3.3.3

ii) .
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3.3.2 Diagonalisabilité
Théoreme spectral

Si B = (e1,...,€,) est une base de FE et ¢ : E — FE une application linéaire on dit que B
diagonalise 1 si chaque e; est un vecteur propre pour 1, autrement dit il existe A1,..., A\ € R tels
que ¥(e;) = Aie;.

Théoréme 3.2 Soit E un espace euclidien et ¢ un endomorphisme autoadjoint de E. Il existe une
base orthonormée de E diagonalisant ¢.

Démonstration : On commence par se ramener a 1’énoncé suivant : sous les hypotheses du théoreme,
¢ a un vecteur propre non nul dans E. En effet, supposons que cette proposition soit démontrée. On
va alors en déduire le théoreme par récurrence sur dim(£). Pour dim(F) = 1 tout endomorphisme
est autoadjoint et tout vecteur est un vecteur propre. Il faut donc démontrer que si le théoreme est
vrai pour tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien de dimension n > 1 alors il ’est
aussi pour un endomorphisme autoadjoint ¢ d’un espace E de dimension n + 1.

On utilise alors I'existance d’un vecteur propre : soit v € E tel que v # 0 et ¢(v) = Av pour un
A € R. Soit D = Ru la droite engendrée par v et E' = D*. On a E = E' ® D, donc dim(E’) = n.
D’autre part, comme ¢(D) C D on a par la propriété que ¢(E') C E'. La restriction
¢' = ¢|pr est donc un endomorphisme de I’espace euclidien E’, qui est également autoadjoint. Par

I’hypothese de récurrence, il existe une base orthonormée (e1,...,e,) de E’ formée de vecteurs
propres pour ¢. Soit e,4+1 = v/||v[|; on a |lept1|| = 1, (€i,ent1) =0 pour i =1,...,n et epq est
un vecteur propre de ¢. Il suit que (e1,...,e,41) est une base orthonormée de E qui satisfait & la

conclusion du théoréeme pour ¢.

Passons maintenant & la démonstration de I'existence d’un vecteur propre. On va ’obtenir en
étudiant la fonction suivante :

sur le sous-ensemble
S={vekFE:|v]|=1}

La fonction f est continue sur S (ceci suit de la continuité de f et de I'inégalité de Cauchy—Schwarz).
On sait d’autre part que S est compact (voir I'exercice (??)). Par le théoreme de Heine, il existe
donc un maximum pour f sur S : un vecteur v € S tel que f(u) < f(v) pour tout u € S. On va
montrer qu’'un tel v est un vecteur propre pour ¢, de valeur propre A = f(v).

Soit w = ¢(v) — Av : on veut montrer que w = 0. On commence par remarquer que w est
orthogonal & v ; en effet :

(w,v) = ($(v),v) = Aljo[]> =A = A =0.
Soit maintenant v € v et t > 0. On pose :

u(t)

v+ tu

=——€f.
|lv + tul|



En utilisant des développements limités classiques on voit alors que :

1
flu(t) = m@(v) + to(u), v + tu)
= Ty (600).0) + (0(0). 1) + L (t0(u). ) +12 (6(00.)
=, (1) +20m w4 27 (w) (1~ 2l + O()

= f(v) + 2(u, w)t + O(?).

Comme u(t) € S on a f(u(t)) < f(v). En prenant t assez proche de 0 il suit de la derniere
asymptotique ci-dessus que l'on doit avoir (u,w) < 0. Mais en prenant u = w on obtient que
lw||? < 0, ce qui force w = 0. O

Formulation matricielle
En termes de matrices le théoreme spectral [2| se réécrit comme suit.

Théoréme 3.3 Soit M € M,(R) une matrice symétrique. Il existe une matrice orthogonale
U € O(n) telle que 'UMU soit diagonale.

Démonstration : Ce théoreme est bien stur une conséquence immédiate du théoreme |2} en écrivant
la formule de changement de base pour la matrice de ’endomorphisme de R™ donné dans la base
canonique par M, vers une base orthonormée le diagonalisant. On va aussi en donner une preuve
directe, plus algébrique.

Par le méme argument que dans la démonstration du théoreme [2| il suffit de démontrer qu’il
existe A € R et un vecteur colonne X € R" X # 0 tels que M X = AX. Comme le polyndéme
caractéristique de M a une racine sur C on sait qu’il existe A € C et un vecteur colonne Z €
C", Z # 0 tels que MZ = \Z. On va démontrer que l'on a en fait A € R.

Pour une matrice ou un vecteur A = (a; ;) on note A la matrice ou le vecteur dont les entrées
sont @; ;. On note que le scalaire tZ - Z est non-nul, vu qu'il est égal & > |zi]? ot z1,...,2, sont
les entrées de Z. On a alors :

\_'Z-Mz
- iz.z
On a alors : N
X:;tG?-M-Z) _Z M2
W(Z - Z) 77

(la premiere égalité vient de ce que I’on ne change pas les matrices 1 x 1,'Z-M -Z et 'Z - Z, en les
transposant ; la seconde vient de ce que la transposition change 1’ordre des produits). Mais comme
tM = M on obtient finalement que :

- tZ.-M-Z
A= —— =A
t7 .7
c’est-a dire que A € R, ce qui finit la démonstration. ]
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3.3.3 Projecteurs orthogonaux
Projecteurs en général

Un projecteur (dans E) est une application linéaire 7 : E — E vérifiant 'une des conditions
équivalentes suivantes :
i) momr =,
ii) E =ker(m) @ im(7) et w(u) = u pour tout u € im(m).
La seconde caractérisation donne une construction explicite de tous les projecteurs : si on a une
désomposition en somme directe E = F & F’ alors 'application m définie par 7(v) = w siv =w+u
avec w € F et u € F’ est un projecteur d’image F' et noyau F".

Projecteurs orthogonaux

Soit F' C F un sous-espace de E. Par la proposition ona F = F&F+. On peut donc définir
comme ci-dessus le projecteur sur F parallelement & F-. On appelle 7 la projection orthogonale
sur F.

Proposition 3.5 Un projecteur est orthogonal si et seulement s’il est autoadjoint.

Démonstration : Supposons que 7 soit autoadjoint. Soient F = im(w) et F/ = ker(w); on veut
montrer que F/ = F+. Comme E = F @ F’ il suffit de montrer que F et F’ sont orthogonaux,
autrement dit que (u,v) = 0 pour u € F,v € F’. Pour ceci on remarque que w(v) =0 et 7(u) = u
et donc par la propriété d’auto-adjoinction on a donc :

(u,v) = (w(u),v) = (u,7(v)) = (u,0) = 0.

Supposons maintenant que im(w) = ker(7)*, on veut montrer que (r(u),v) = {(u,(v)) pour

u,v € E. On écrit u = uj + ug, v = v1 + v9 avec uj, v € ker(m) et ug,ve € im(w). On a alors :
(m(u),v) = (uz,v1 + v2) = (uz, v2) = (uz + u1, v2) = (u, w(v))

ce qui finit la démonstration. O

3.3.4 Propriétés diverses de ’adjonction

Soient ¢, 1) des endomorphismes de F.
i) SiteRona (¢+ty)* =¢* + tp*.

ii) On a (po¢))" =9*o ¢
iii) On a (¢*)* = ¢.

iv) Si x¢, X4+ sont les polynomes caractéristiques respectifs de ¢, ¢* alors x4 = x g

) On a ker(¢*) = im(¢)* et im(¢*) = ker(¢p)*.

Les preuves de (i)—(iii) sont laissées en exercice (on peut utiliser pour chaque propriété la

définition de l’adjoint ou la propriété correspondante de la trinsposition). Pour démontrer (iv) on
remarque que si ¢*(u) = 0 alors

Vv e E:(p(v),u) = (v,¢"(u)) =0
7u>

c’est-a-dire que u € im(¢)*. Réciproquement, si (¢(v)
tout v et donc ¢*(u) = 0.

= 0 pour tout v alors (v, ¢*(u)) = 0 pour
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3.3.5 Compléments sur les projecteurs
Distance d’un vecteur a un sous-espace

Proposition 3.6 Soient v € E et F C E est un sous-espace, alors il existe un unique vecteur
w € F qui minimise ||v — w||?, et on a w = 7(v) o 7 est la projection orthogonale sur F.

Démonstration : On pose W = 7(v) et on veut voir que si w' € F et w' # w alors ||v — w'[|? >
|v — wl||?. Pour ceci on pose u = v — w : par définition de m on a u € F*. Il vient :

lo = w'I* = ||(v = w) + (w = w) o = w|* + 2(u, w - ) + |w - /|
et comme w — w’ € F il vient
lo = w/|I* = llv = w]]* + flw — /.
Le coté droit est strictement plus grand que |lv — w||? vu que w — w’ # 0 et donc ||w — w'||> > 0,

ce qui finit la preuve. O

La norme ||[v — 7(v)|| est appelée la distance de v a F' et on la note souvent

d(w, F) = o~ 70| = inf v - w].

Projection sur les sous-espaces propres
Une autre fagon d’énoncer le théoreme spectral est la suivante.

Proposition 3.7 Si ¢ est un endomorphisme autoadjoint de E alors il existe Ai,..., A\ € R et
des projecteurs orthogonaux my,. .., tels que ¢ = \ymy + -+ Ao et 1 4+ -+ + 7 = Idg.

Démonstration : Soient A1,..., A\, les valeurs propres de ¢ et F; = ker(¢ — \;Idg). Soit m; le
projecteur orthogonal de E sur F;. Par le théoreme spectral E est la somme orthogonale des F;, et
pour un vecteur v € E la décomposition de v sur E = F; & - -- & F, s’écrit m(v) + - - -+ 7 (v), donc
>, m = Idg. De plus on a ¢(u) = A\ju pour u € F; et il suit donc que :

$(v) = Z ¢(mi(v)) = Z Aimi(v)

ce qui est ’égalité voulue. O

Comme application on a le résultat suivant, qui peut servir a estimer les valeurs propres d’une
matrice symétrique.

Proposition 3.8 Soit ¢ un endomorphisme autoadjoint de E et v € E. On suppose que ¢ a une
unique valuer propre A de valeur absolue mazimale. Soit 7 la projection orthogonale sur ker(¢p —
Adg) et soitve E. On a :
: —m _/m —
mgrfw (AP () = 7 (v).

Si de plus v € E \ ker(r) alors :
: N
M= g [lem ).
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Démonstration : Par la proposition précédente :
T )\ m
SCCELCED Y ILID

ou A, m; sont comme dans I’énoncé de cette derniere et |A| > [Ao| > --+ > |A;|. Il suit que

—m m A A
A7 (W) = w()]| < Ima(v) + -+ mn(v) [ max |2 | <55 |- [l
et il est clair que le c6té droit tend vers 0.
La seconde partie est une conséquence immédiate de la premiere. O

3.3.6 Endomorphismes positifs

Soit ¢ un endomorphisme autoadjoint de E. Il est dit positif si :

Yo e E: (¢(v),v) > 0.

Proposition 3.9 Un endomorphisme auto-adjoint est positif si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont positives, et strictement positif si et seulement si elles sont strictement positives.

Démonstration : Soit ¢ un endomorphisme autoadjoint positif et A une valeur propre de ¢. Si v
est un vecteur propre non-nul de ¢ il vient :

ORI

lof[>

Réciproquement, soit ¢ un endomorphisme positif et A1, A, les valeurs propres de ¢, que I’on suppose
vérifier A; > 0. Soient 7; le projecteur orthogonal sur ker(¢ — A; Idg). On a alors par la proposition

m: '8 T s
(60),0) = <zm<v>,zm<v>> S Mm@l 2 0
=1 =1 =1

donc ¢ est positif. O

Décomposition polaire des endomorphismes

Proposition 3.10 Soit ¢ un endomorphisme de E. Il existe un endomorphisme autoadjoint o et
une isométrie w de E, uniquement déterminés par ¢, tels que ¢ = aw.

Démonstration : Soit ¢ = ¢* o ¢. On va d’abord montrer que v est autoadjoint et positif. Ceci suit
du fait que :

Vu,v € E 2 (¢(u),v) = (¢"(d(u)), v) = ($(u), $(v))
et donc (¥(u),v) = (u,9(v)) (en faisant le méme calcul) et ((v),v) = ||¢(v)|* > 0.
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Soient Ai,..., A, les valeurs propres de ¥ et (eq,...,e,) une base orthogonale propre, de sorte
que ¢(e;) = Aj;ej. On définit alors o en posant :

alej) = \/)\T-jej.

On va commencer par supposer que ker(¢) = {0}. Dans ce cas on a aussi ker(¢* o ¢) = {0} et donc
aussi ker(a) = {0}. 11 suit que « est inversible et on pose w = a~! o ¢. On va vérifier que w est une
isométrie : on a

wow* =a lég*a = aa 20’ =1d.

Dans le cas oul F' = ker(¢) # {0} on a a(F+) C F'* puisque « est autoadjoint, et a|p. est inversible
vu que ker(¢) N F+ = {0}. On définit alors w = (04];,1L 0¢|pL)®Idp, on a encore ¢ = aw. On vérifie

que w est une isométrie sur F+ comme plus haut et il suit immédiatement que w est une isométrie
de E. 0

3.3.7 Lien avec les formes quadratiques et application aux quadriques

Si ¢ est un endomorhisme autoadjoint de E alors by : (u,v) + (u,v) est une forme bilinéaire
symétrique, ce qui est immédiat d’apres la définition de 'autoadjonction et la symétrie du produit
scalaire.

Proposition 3.11 Si b est une forme bilinéaire symétrique il existe un unique endomorphisme

autoadjoint ¢ de E tel que by = b.

Démonstration : L’application ¢ — by est linéaire, injective par le théoreme spectral, et les dimen-
sions des espaces source et but sont égales. O

Un nouvel énoncé pour le théoreme spectral est donc le suivant.

Proposition 3.12 Soit ¢ une forme quadratique sur un espace euclidien E. Il existe une base
orthonormée de E qui soit aussi une base orthogonale pour q.

Attention, si on calcule une base orthogonal pour ¢ par 'algorithme de réduction de Gauss elle
ne sera pas en général orthonormée pour la structure euclidienne de F.
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Chapitre 4

Espaces hermitiens

Dans tout le chapitre E est un espace vectoriel sur C, que I’on supposera toujours de dimension
finie.

4.0 Formes quadratiques sur les nombres complexes

Soit E un espace vectoriel complexe de dimension n > 1. Soit ¢ une forme quadratique non-
dégénérée sur E'; l'algorithme de Gauss montre qu’il existe une base (eq,...,e,) de E telle que :

q(z1€1 4 - + Cobnen) = a127 + -+ + anzy,

pour des a; € C\ {0}. Il existe des by,...,b, € C telq que b7 = 1/a;. Dans la base (biey, ... ,byen)
la forme ¢ s’écrit alors :
Q<Zlblel + -+ ann€n> = Z% + -+ Z%

On voit donc que toutes les formes quadratiques non-dégénérées sur F sont équivalentes. En parti-
culier elles ont toutes des vecteurs isotropes non-nuls des que n > 2 et il n’est pas possible d’élabirer
dans ce cadre une théorie semblable a celle des espaces euclidiens.

4.1 Formes hermitiennes

La plupart des démonstrations pour cette section sont semblables a celles du chapiter [1] et
laissées a la lectrice.

4.1.1 Définition

Une forme hermitienne sur E est une fonction h : £ x E — C vérifiant les propriétés suivantes :

i) Pour touts u,v,w € E on a :
h(u + v, w) = h(u, w) + h(v,w) et h(u,v+w) = h(u,v) + h(u,w).
ii) Pour touts u,v € Eet A€ Con a:
h(Au,v) = Ah(u,v)
et B
h(u, Av) = Ah(u,v) (4.1.1)
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iii) Pour touts u,v € E on a :
h(u,v) = h(v,u). (4.1.2)

La différence avec les formes bilinéaires vient des propriétés et (la deuxiéme est souvent
appelée symétrie hermitienne). Noter que conrairement au cas bilinéaire on ne considérera que
des formes symétriques en ce sens (les fonctions vérifiant les autres propriétés mais pas forcément
sont souvent appelées sésquilinéaires, terme qui inclut aussi les formes bilinéaires).

Exemples
i) Si E = C alors les formes hermitiennes sur F sont exactement les fonctions de la forme
h(z,w) = azw
pour a € R.
ii) Si £ = C?, alors la fonction définie par :
hi ((21, 22), (w1, w2)) = 21W71 + 293

est une forme hermitienne.

iii) Si E = Cy4[X] alors
2T

ha(f,g) = i £(e®)g(e?)db

définit une forme hermitienne sur E.

4.1.2 Matrices, changement de base

Soit h une forme hermitienne sur E. Comme dans le cas quadratique, si B = (e1,...,e,) est
une base de E on, définit la matrice de h dans B par :

Matp(h) = (h(e;, e;))

1<i,j<n -
On a des propriétés similaires a celles des matrices de formes bilinéaires symétriques. Dans la suite,
si A= (a;j) € Muxm(C) on note A € My,5;,(C) la matrice dont les entrées sont les @; ;.

Propriétés : Soit M = Matg(h).
i) Si w,v ont pour coordonnées dans B les vecteurs colonnes Z, W alors on a :
h(u,v) ="Z-M-W. (4.1.3)

ii) Ona M =tM.
En général, une matrice vérifiant 1’égalité M = ‘M est appelée une matrice hermitienne. Noter

que ceci force ses coefficients a étre réels. On peut aussi exprimer 1’égalité (4.1.3)) en donnant une
expression en coordonnées dans une base : si Matp(h) = (a; ;)1<i j<n alors :

n
h(u,v) = Zai,jziﬁj
i=1

ou (z1,...,2n), (wi,...,wy,) sont les coordonnées de u,v dans B.

La formule de changement de base pour les formes hermitiennes est la suivante : si B, C sont
des bases de E et P = Mat4(Idg) alors on a :

Matc(h) = ‘P - Matg(h) - P. (4.1.4)
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4.1.3 Noyau, dégénérescence, orthogonalité

On dit que deux vecteurs u,v € F sont orthogonaux pour A si h(u,v) = 0. Un vecteur v € E
est dit isotrope pour h si h(v,v) = 0. Le noyau de h est le sous-espace :

ker(h) ={ve E:Vu e E: h(v,u) =0}
={veE:Vue E:h(v,u) =0}

On dit que h est non dégénérée si ker(h) = {0}.
Si F' est un sous-espace de E son orthogonal pour h est le sous-espace :

Ft={veE:VucF:h(v,u) =0}.

On a les propriétés suivantes :

i) Si h est non-dégénérée alors dim(F4) + dim(F) = dim(E).

ii) Si Fy C F; alors Ff‘ D FZJ-, en particulier si A est non-dégénérée alors (FJ-)J' =F.

4.1.4 Formes quadratiques hermitiennes

La forme quadratique hermitienne q associée a h est la fonction ¢ : E — R définie par
q(v) = h(v,v).

Noter que ¢ est bien a valeurs réelles vu que si v € E on a h(v,v) = h(v,v) par la propriété de
symétrie hermitienne donc h(v,v) € R. La forme hermitienne h est appelée forme polaire de
q.

Exemples

i) Si E = C les formes quadratques hermitiennes sont les fonctions z — alz|?, a € R.

ii) Si E = C? et h est donnée par l’exemplealors la forme quadratique hermitienne associée
est

q(z1,22) = |21[° + |22|*.

iii) Si £ =Cy[X] et h(f,g) = 0% f(e?)g(e®)df (exemple ci-dessus) alors
27 "
alr) = [ 1) P
iv) Si E = C? et la matrice de h dans la base canonique est :
011
1 01
1 10
alors

q(z1, 22, 23) = 2172 + 2271 + 2173 + 2321 + 2273 + 2272
= 2Re(z172) + 2Re (2173) + 2 Re (2273)
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En général, une forme quadratique hermitienne s’écrit en coordonnées z1, ..., z, dans une base de
FE sous la forme :

n
qg=> aiilz’+ Y 2a;;Re(z7)
i=1

1<i<j<n
pour des a; ; € R.

Propriétés Soit ¢ une forme quadratique hermitienne sur E et h sa forme polaire. Les formules
suivantes sont semblables a celles sur les formes quadratiques associées aux firmes bilinéaires.

i) Sive E,AXeCona:
a(\v) = [Aq(v).

ii) Siu,v € Fona:
q(u+v) = q(u) + RRe(h(u,v)) + q(v). (4.1.5)

iii) Siu,v€ Eona:

h(u,v) = = (q(u+v) — q(u —v) + i(q(u + iv) — qg(u — iv))). (4.1.6)

-

Les démonstrations different sensiblement du cas bilinéaire et on va donc les donner. Pour la
premiere égalité on voit que :

q(\) = h(Av, \v) = Mh(v, \v) = Ah(v,v) = |A|*q(v).
Pour (4.1.5) on a :

q(u+v) =h(u+v,u+v) = h(u,u) + h(u,v) + h(v,u) + h(v,v)
= q(u) + (h(u,v) + h(u,v)) + ¢(v) = g(u) + RRe(h(u, v)) + q(v).

Pour (4.1.6) on doit montrer que :

Re(h(u,v)) = 7 (q(u +v) = q(u —v)),

[N N T

T (h(u,0)) = + (glu + iv) - g(u — iv)).
La premiere égalité est une conséquence immédiate de (4.1.5)). La seconde suit de ce que I'on a
Im(h(u,v)) = Re(—ih(u,v))

et
(q(u+iv) — q(u —iv))

il M

—ith(u,v) = h(u,iv) =

par la premiere égalité.
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4.1.5 Reéduction des formes quadratiques hermitiennes

L’analogue de I'algorithme de Gauss pour les formes quadratiques hermitiennes est le suivant.
On part d’une forme quadratique hermitienne sous la forme :

q= Z bi,i|zi’2 + Z Qbi,j Re(ziTj)
=1

1<i<j<n

ou les z; sont des coordonnées sur E et b; ; € R, que 'on veut mettre sous la forme a1|w1|2 + 4
an|wy|?. Pour ceci on applique les étapes suivantes :

i)

ii)

iii)

Si b1,1 # 0 on peut écrire :

b1,2 b1n >
g=biajz+ =zt + | +g¢
b1 b1
ol ¢’ est une forme quadratique hermitienne ne dépendant que des variables 29, ..., 2,. On
pose wy = z1 + Zi—‘izz + -+ et on itere ensuite I'algorithme sur ¢'.

Si b1,1 = 0 mais il existe k tel que by, # 0 alors on échange z; et z; puis on applique I'étape
ci-dessus.

Si by 1 = 0 pour tout k mais by 2 # 0 on peut écrire :
2
1= Re ((b1221 +bo3zz + -+ banzn)(br2Z2 + 01323 + - + b1nZn)) + ¢
ol ¢’ est une forme quadratique hermitienne ne dépendant que des variables 23, ..., z,. On
pose
71 =bioz1 +bogzz 4+ banzn, 25 =b1oZ+bi3Z 4+ biaZn)
et w1 = 2] + 25, we = 2| — 2} de sorte que

2 — 1
E——] ( l> - 2 2
4 b1,2 e\F172 2b1,2 le’ el )

et on itére ’algorithme sur ¢'.
Si b12 = 0 mais by; # 0 on échange z1 et z; et 22 et 2, puis on applique I'étape ci-dessus.
Si g = 0 on arréte.

Exemples

i)

ii)

Soit
q=|z1|* +Re(2172) + | 2>
Apres une application de I’étape (4.1.1)) on obtient la forme comme somme de carrés de

modules : )

=z +12 +§\z K
q= |71 5 2 1 20"
Soit
q:Re(zlﬁ).

Apres une application de 'étape (4.1.i1))) on obtient

1 1
q= Z|Zl + Zz|2 - Z’Zl — 22\2.
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4.2

Espaces hermitiens

4.2.1 Définition

Une forme hermitienne (-, ) sur E est dite définie positive si on a :

Vv e E\ {0} : (v,v) > 0.

Un espace hermitien est un espace vectoriel complexe muni d’une forme hermitienne définie positive.
De tels espaces sont aussi appelés hilbertiens (de dimension finie). La forme quadratique associée

a (-,-) est notée || -

I2.

Exemples

i)

ii)

iii)

iv)

L’exemple fondamental est £ = C™ muni de la forme hermitienne définie par :
(z,w) = 21W71 + -+ + 2pWn

qui est définie positive vu que

(z,2) = 21> + - + [z > 0
sauf si |z1| = -+ = |z,] = 0, 'est-a-dire z = 0.
L’espace E = C4[X] munie de la forme hermitienne (4.1.iii)|) est un espace hermitien vu que
f02 7| f(e?)|2df = 0 implique que f(e? est nul pour tout #, donc f = 0 puisqu'un polynéme
non-nul ne peut pas avoir une ifninité de racines dans C.

Si EF = M,,x, on peut le munir de la forme hermitienne
(A,B) = tr(*AB)

dont on vérifie qu’elle est définie positive.

En général, si on a une forme quadratique hermitienne donnée en coordonnées dans une
base, pour vérifier que sa forme polaire est définie positive il faut appliquer 'algorithme de
réduction pour la mettre sous forme a|z1|2 +- - - +an|2,|? et vérifier que a; > 0. Par exemple,
pour la forme :

(z,w) = 21W71 — 221W3 — 229W] + H2oW3

on a la forme quadratique
121 = |21]* — 4Re(2172) + 5|22
qui apres une application de I’étape s’écrit :
|21 — 220% + | 22)?

et est donc définie positive.

4.2.2 Orthogonalité

Comme dans le cas euclidien on peut spécialiser les propriétés|4.1.1)|et |4.1.i1)|au cas d’un espace
hermitien F. Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors :

i)

ii)

E=FgF*+;
(FL)' = F.
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4.2.3 Inégalité de Cauchy—Schwarz

Théoréme 4.1 Soient u,v € E. On a :
| (s 0) | < lull - o]l
avec éqalité si et seulement si u,v sont colinéaires.

Démonstration : Comme pour le cas euclidien, on commence par démontrer I'inégalité dans C2
muni de sa structure hermitienne canonique. Si u = (21, 22), v = (w1, wz) on a :

| (u, ) |* = (217 + 20102) (2107 + 22103)
= (21W71 + 20W2)(Z1w1 + Z2ws2)
= |z1|* - Jwi|* + (21 W2zwr + 20WiZTws) + |22]* - |wol?
= |z1]* - Jw1 > + 2 Re(z10122w2) + |22|* - |wa|?.
On utilise alors 'inégalité, valide pour touts nombres complexes a, b et qui suit immédiatement du

fait que |a — b >0 : ~
2Re(ab) < |al* + |b* (4.2.1)

En utilisant (4.2.1]) sur la derniére ligne du calcul précédent avec a = zywa, b = zowy il vient :
| (w,0) [2 < [ f? - Joon P+ 212 - fwal? + [z fwn [* + 22 - Jwa? = (|21 + [22*) (Jwi * + Jw2l?)

ce qui prouve l'inégalité. Le cas d’égalité dans (4.2.1]) correspond & a = b, qui dans le cas ou on
I'utilise ravient a zywo — 20wy = 0, autrement dit u, v sont liés.

Dans le cas général on choisit une base orthonormée (e, e3) de 'espace Cu+ Cv, ce qui ramene
au cas précédent en calculant en coordonnées dans cette base. O

4.2.4 Isométries

Une application linéaire ¢ : E — E est une isométrie si :

Vu,v € E: (p(u), d(v)) = (u,v). (4.2.2)

Proposition 4.1 Soient B une base orthonormée de E, ¢ un endomorphisme de E et U =
Matp(¢). Alors ¢ est une isométrie si et seulement si :

U-tU =1,.

Démonstration : On a
(p(u), p(v)) = (UX)Matp((-, ) UX ="'X("UU)Y

donc ([{4.2.2) revient & *UU = 1, ce qui est équivalent & 1’énoncé. O
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4.3 Opérateurs autoadjoints

4.3.1 Adjonction

Proposition 4.2 Soit ¢ : E — E linéaire. 1l existe une unique application linéaire ¢* : £ — E
telle que :
Vu,v € E: (p(u),v) = (u, p(v)) . (4.3.1)

Démonstration : Soit B une base orthonormée de E et M = Matg(¢). Il est immédiat de voir que

la condition (4.3.1) est équivalente a o
Matg(¢*) ="M

ce qui détermine bien une unique application linéaire £ — F. O

Comme dans le cas euclidien, 1’endomorphisme ¢* est appelé [’adjoint (pour (-,-)) de ¢. On
a les propriétés basiques suivantes pour l’adjoinction : dans les énoncés suivants ¢, sont des
endomorphismes de E.

i) SiAc€Cona (¢+ M) =¢* + \p*.
ii) On a (¢ op)* =* o p*.
iii) On a (¢*)* = ¢.
iv) Si x4, x4+ sont les polynomes caractéristiques respectifs de ¢, ¢* alors x4 = X+ -
v) On a ker(¢*) = im(¢)* et im(¢*) = ker(¢)*.

Les démonstrations sont similaires au cas euclidien.

Autoadjoints

On dit que ¢ ets autoadjoint si ¢* = ¢. On a les deux propriétés fondamentales suivantes pour
les opérateurs autoadjoints (la premiere est une conséquence de la preuve ci-dessus et la seconde se
prouve comme dans le cas euclidien) :

i) Soit B une base orthonormée de E et M = Matp(¢). Alors ¢ est autoadjoint si et seulement
si M =1tM.

ii) Si ¢ est autoadjoint et ¢(F) C F pour un sous-espace F' C E alors on a aussi ¢(F+) C F*.

4.3.2 Théoreme spectral

L’énoncé du théoreme spectral pour les endomorphismes autoadjoints des espaces hermitiens
est le suivant, semblable au cas euclidien.

Théoreme 4.2 Soit ¢ : E — E une application linéaire autoadjointe. Il existe une base ortho-
normée de E diagonalisant ¢, et de plus toutes les valeurs propres de ¢ sont réelles.

Démonstration : On démontre la premiére partie du théoréme (la diagonabilisité de ¢) par récurrence
sur dim(F) de maniere similaire a celle employée dans le cas euclidien. Le cas ou dim(E) = 1 est
trivial ; supposons que le résultat soit vrai pour tous les endomorphismes autoadjoints d’un espace
herimtien de dimension n—1,n > 2, et que dim(E) = n. Alors il existe un vecteur propre v € E\{0}
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pour ¢. On a alors ¢(v) € C - v et par la propriété de préservation de l'orthogonalité il suit
qu’en posant F' = v' on a aussi ¢(F) C F. On a alors que F est un espace hermitien de dimen-
sion n — 1 et ¢|F est un endomorphisme autoadjoint de F. Il existe donc une base orthonormée
(e1,...,en—1) de F diagonalisant ¢|p. On pose enfin e,, = v/||v| de sorte que (eq,...,e,) est une
base orthonormée de E diagonalisant ¢.

La seconde partie (le fait que les valeurs propres sont réelles) est démontré de maniere similaire
a la preuve du théoréme [3| Soit A € C une valeur propre de ¢ et v € E'\ {0} tel que ¢(v) = Av. On

a alors :
NRZOR
- 2
o]l
de sorte qu’il vient :

oz ol?
ou la seconde égalité suit du fait que [|v||* € R et de la propriété de symétrie hermitienne. D’autre

part, comme ¢ est autoadjoint on a (v, ¢(v)) = (¢(v),v) et il suit que A = A, autrement dit A € R.
O

5o (0),v) _ (v é(v))

I?

Comme dans le cas euclidien on a une formulation matricielle équivalente.

Théoreme 4.3 Soit M € Myxn(C) vérifiant M = tM. 1I existe une matrice U € Myx,(C) telle
que UL =tU et UMU™! est diagonale et a coefficients dans R.

4.3.3 Projecteurs orthogonaux

Comme dans le cas euclidien, les projecteurs orthogonaux sont autoadjoints et ont une propriété
de minimisation de la distance. La démonstration est exactement la méme dans les deux cas.

Proposition 4.3 Soit ' C E un sous-espace vectoriel et w la projection de E sur F' parallélement
a F+. Alors :

i) 7 est lunique projecteur autoadjoint d’image F ;
it) Pour toutv € E on a :
o = m(w)]| = min [lo - wl].

4.3.4 Endomorphismes positifs et décomposition polaire

Un endomorphisme ¢ : E — E est dit positif s’il est autoadjoint et si de plus (¢(v),v) > 0 pour
tout v € E. On a la méme caractérisation que dans le cas euclidien.

Proposition 4.4 Soit ¢ : E — E un endomorphisme autoadjoint. Alors ¢ est positif si et seulement
st toutes ses valeurs propres le sont.

On a aussi une décomposition polaire des endomorphismes dans le cas hermitien.

Proposition 4.5 Soit ¢ : E — E un endomorphisme. Il existe p : EE — E autoadjoint positif et
w: E — FE une isométrie telles que 1) = p o w.

Un exemple simple est le cas ou dim(F) = 1 : dans ce cas on peut identifier £ = C muni du
produit hermitien (z,w) = 2w, et tout endomorphisme est de la forme z — az pour un a € C. En
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écrivant a = re?,r € RY, la décomposition polaire est p(z) = rz (partie positive) et w(z) = ¥z

(partie isométrique).

4.4 Espaces euclidiens et espaces hermitiens

On peut associer neturellement a tout espace euclidien un espace hermitien de méme dimension.
Pour commencer on associe a un espace vectoriel réel Eg un espace vectoriel complexe E¢ comme
suit : E¢ est Pensemble des combinaisons linéaires ) " ; zxv pour m > 1, z;, € C et v;, € ER, avec
les lois d’addition défine par :

(Z zwi> + (Z wiui> = (Z Re(z)v; + Z Re(wi)ui> +1 <Z Im(z)v; + Z Im(wi)ui>
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

k=1

et de multiplication :

m m
z- Zzlvl = Z 22;) ;.
=1 =1
Avec ces lois E¢ est une espace vectoriel complexe, et si (eq, ..., ey,) est une base de Eg sur R alors
(e1,...,ep) est une base de E¢ sur C. L’exemple fondamental est Egr = R", Ec = C™.

Pour munir E¢ d’un produit hermitien on pose, si (-,:)p est le produit scalaire sur Er et
/ / .
u,v,u v € ER :

(uiv,u' +iv" ) = ((u, ') + i (v, 0" )g) +1 ((u, 0" ) = (v, ")) -

Si (e1,...,en) est orthonormée pour (-,-)p alors elle est aussi orthonormée pour (:,-)s. Dans
I'exemple Egr = R", Ec = C" le produit hermitien obtenu a partir de (u,v)p = >, x;y; pour
w=(21,...,2p) €t v = (Y1,...,yn) est (u,v)c = >, 2;W; pour u = (z1,...,2p) et v = (w1,...,wy).
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Chapitre 5

Isométries des espaces euclidiens et
hermitiens

5.1 Exemples

5.1.1 Rappels des définitions

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien ou hermitien et ¢ : E — E une application linéaire. Alors ¢
est une isométrie de F si et seulement si I'une des conditions équivalentes suivantes est réalisée.

i) Pour touts u,v € E on a (¢(u), p(v)) = (u,v).
ii) Pour tout v € E on a ||¢(v)]| = ||v]|.
iii) ¢ est inversible et on a ¢* = ¢~ L.
iv) Si B est une base orthonormée de E et U = Matg(¢) on a UtU = 1,,.
Une matrice satisfaisant a la condition est appelée orthogonale si E est réel et unitaire

si E est complexe.
5.1.2 Petites dimensions
Dimension 1 réelle ou complexe

Si £ = R muni du produit scalaire (x,y) = zy alors les sules isométries sont les applications
r—xetr— —x.

Si E = C muni du produit hermitien (z,w) = zw alors les isométries sont les applications
2+ uz avec |u| = 1, autrement dit les applications z + €z pour 6 €] — 7, 7).

Dimension 2 réelle

On suppose que E est un espace euclidien, dim(E) = 2 et (e, e2) est une base orthonormée de
E. Soit w une isométrie de F et U = Matpg(w). On pose :

-3 2)
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Par la condition |jw(e1)|| = ||e1]| = 1 on obtient que a? + b? = 1. De plus il suit de la condition
(w(er),w(e2)) = (e1,e2) = 0 que ad + be = 0, autrement dit il existe ¢t € R tel que ¢ = ta et d = tb.
Comme on a aussi ¢ +d? = 1 il vient |[t| = 1. Il y a alors deux cas & considérer selon le signe de ¢.
Sit =1 : dans ce cas, en posant a = cos(f) et b = sin(f) (pour un 6 €] — 7, 7] uniquement
déterminé) la matrice de w dans B est :

- (3 )

On voit que dét(w) =1 et que le polynome caractéristique de w est
Xo = X2 —2cos(0)X +1 = (X — ) (X — e ).

En particulier on voit qu’a ’exception des cas 8 = 0 et § = 7 les racines de x,, ne sont pas réelles
et w n’a donc aucun vecteur propre dans E. En fait on peut vérifier que la matrice de w est égale
a M dans toute base orthonormée de déterminant positif de E.
Si t = —1 : en posant comme ci-dessus a = cos(f) et b = sin(f) on obtient que dét(w) = —1 et
Xw=X?—1= (X —1)(X +1). L’application w est donc diagonalisable sur R. On peut voir qu’en
posant :

vy = cos(0/2)e; + sin(0/2)eq, v— = —sin(f)e; + cos(f)es

on a que (v4,v_) est une base orthonormée de E et w(vy) = tvy.

Dimension 2 complexe

Soit E un espace hermitien de dimension 2 et B = (e, e2) une base orthonormée de E. Si w
est une isométrie de F on peut voir de maniere similaire au cas euclidien qu’il existe a,b,u € C
vérifiant |a|? + [b]> = 1 et |u| = 1 tels que :

Mat s (w) = (zg —ab) .

Le polynéme caractéristique de w est alors X2 — (ua + @)X + u. Soient €%, €' ses racines. Soit a
tel que u = €**, on voit que 0 4+ ¢ = o modulo 27 et d’autre part :

ei%(ei%a + ei%a) —uwa+a=e? 4% =¢"2 (eiT +éf
ce qui détermine (modulo 27) {¢, 6} en fonction de u et a. En particulier si u = 1 (ce qui revient
a demander que dét(w) = 1) on a § = —¢.
5.1.3 Symétries
Symétries en général

Soit E un espace euclidien ou hermitien. Soient F, F’ des sous-espaces vectoriels de E tels que
E = F @ F'. La symétrie de E par rapport a F parallélement o F’' est Dapplication 0 : £ — E
définie par :
oclu+v)=u—-vsiueF,vekF.
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Elle est clairement linéaire, et on a 0 o ¢ = Id. Ceci est une caractérisation des symétries de F :
si > =1Idon a (¢ +1Id) o (¢ +1d) = 0 et il suit que E = ker(¢ — Id) @ ker(¢ + Id). En posant
F =ker(¢—1Id) et F’ = ker(¢p+1d) on voit que ¢ est la symétrie par rapport a F' parallelement & F”.

On remarque aussi que si m est la projection de E sur F' parallelement & F/ on a o = 27 — Id.

Symétries orthogonales

Proposition 5.1 Soient F,F’ des sous espaces de E tels que E = F & F' et o la symétrie par
rapport & F parallélement a F'. Alors o est une isométrie de E si et seulement si F' = F*.

Démonstration : On va montrer que o* = 0! si et seulement si F/ = F*. Soit 7 la projection sur

F parallelement & F’. D’apres 'une des propositions ou on a ™ = 7* si et seulement si F’

et F’ sont orthogonaux. D’autre part on a o* = (27 — Id)* = 27* —Id et 0~! = o d’oti il suit que

o* =0 — 1 si et seulement si 7 = 7%, c’est-a-dire F’ = F+. O

5.1.4 Isométries et bases orthogonales

Proposition 5.2 Soit E un espace euclidien ou hermitien. Soient B, B’ des bases orthonormées
de E. Il existe une unique isométrie w : E — E telle que w(B) = B, et si w est une isométrie
quelconque de E alors w(B) est une base orthonormée.

Démonstration : On sait qu’il existe une unique application linéaire w : E — F telle que w(B) = B'.
Il faut donc montrer que w est une isométrie. POur cela on remarque que vu que w(B) = B’ on a :

U := Mat5(w) = MatZ, (Idg).

Il suit donc que : o
tUMatB/(<~, NU = Matp((,))

et comme B, B’ sont orthonormées on a Matg((-,-)) = 1,, = Matg/((-,-)) d’ott il suit que ‘UU = 1,,
c’est-a-dire que w est une isométrie. O

5.2 Structure des isométries

5.2.1 Stabilité de I'orthogonal

Proposition 5.3 Soit E un espace euclidien ou hermitien et ¢ une isométrie de E. Soit F C E
un sous-espace vectoriel tel que ¢(F) C F. Alors on a aussi ¢(F+) C F*.

Démonstration : Soit v € F-. On veut montrer que w(v) € FX, c’est-a-dire que (w(v), u) = 0 pour

tout u € F'. Pour ceci on note que w est une isométrie, donc bijective. De plus w|p est aussi une
isométrie, et donc aussi bijective de F' dans lui-méme. On a donc w™!(u) € F et il suit que :

(w),u)y = <U,w_1(u)> =0.
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5.2.2 Reéduction des isométries hermitiennes

Proposition 5.4 Soient E un espace hermitien et w une isométrie de E. Il existe une base
orthonormée B = (eq,...,e,) de E et (01,...,0, €] —n,7| tels que w(ex) = €% pour k=1,...,n.

La conclusion s’écrit aussi :

et 0 0
Matp(w) = 0o . 0
0 0 ein

et la forme matricielle de 1’énoncé est donc la suivante : si U € M,,x,(C) est une matrice unitaire
alors il existe une matrice unitaire P telle que PUP~! soit de la forme ci-dessus.

Démonstration : On démontre 1’énonce par récurrence. Si dim(E) = 1 alors les matrices unitaires
sont les () pour 6 €] — m,7] et la conclusion est immédiate. Supposons que dim(E) = n > 2 et
que I’énoncé soit vérifié pour toute isométrie d’un espace hermitien de dimension n — 1. Soit A € C
une valeur propre de w et v € E '\ {0} un vecteur tel que w(v) = Av.

On commence par vérifier que |A| = 1 (de sorte qu’on peut 1’écrire sous la forme A = e pour
un 6, €] — m,7]). On a en effet :

Pl _ flo@)l?
[l = ol

AI? =

vu que w est une isométrie.
Soit maintenant F' = C-v, de sorte que w(F') = F. Par la propositonon a alors w(F+) = Ft,
et w|pL est une isométrie. Comme dim(F*) = n — 1 il existe, par 'hypothese de récurrence, une

base ortonormée (ei,...,e, 1) de Ft et 0y,...,0,_1 €] — 7,7 tels que w(ex) = e e;. On pose
en = v/||v|| et il suit que (ey,...,e,) est une base orthonormée de E vérifiant la conclusion de
I’énoncé. g

5.2.3 Réduction des isométries euclidiennes

Proposition 5.5 Soit £ un espace euclidien et w une isométrie de E. Il existe une base or-
thonormée B = (e1,...,e,) de E, des entiers r,s tels que 0 < r < n/2 et 2r < s < n, et
01,...,0, €] —m, 7| tels que :

i) Pourk=1,...,r on a
w(egr—1) = cos(Oy)eax—1 + sin(Ox)eak (5.2.1)
et
w(egk) = — Sin(ek)egk_l + COS(Gk)egk. (5.2.2)
it) Pourl=2r+1,...,s on a
w(e)) = —ey.
i1i)) Pourl=s4+1,...,n on a:
w(er) = e.
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La conclusion s’écrit aussi de la maniere suivante : si on pose

o= (Sl o)

alors on a
Re, O 0 0
o . 0 . :
Matp(w) = 0 0 Ry, 0 0
: 0 —1s9, 0
o --- 0 0 1,—s

En particulier, si dim(E) = 2 on retrouve le résultat de la discussion de[5.1.2]et si dim(E) = 3 alors
la conclusion s’écrit
cos(f) —sin(f) 0
Matp(w) = | sin(d) cos(f) O
0 0 1

si dét(w) =1 (y compris les cas § = 0, 7 qui correspondent a r = 0) et

cos(f#) —sin(f) O
Matp(w) = [ sin(f) cos(d) 0
0 0 -1

si dét(w) = —1 (y compris les cas 6 = 0,7 qui correspondent & r = 0).

Démonstration : On va donner deux démonstrations : la premiere utilise la complexification de F,
la seconde est plus directe.

Pour la premiére on note £ = Egr et on introduit l’espace hermitien E¢ complexifié de E.
Il existe alors une unique application Ec — Eg, notée v — ©, telle que Av = AT pour touts
v € Ec,A € Cet v € Er si et seulement si v = v. Ceci est facile a observer, par exemple en
coordonnées dans une base de Eg on voit qu’elle est donnée par (z1,...,2,) — (Z1,...,2n).

Comme w est réelle son polynoéme caractéristique est a coefficients réels et on peut donc grouper
ses racines complexes non-réelles par paires oy, @y, ..., ap, @.. On note vy € Ec¢ \ {0} un vecteur
propre non-nul pour w et ay. Alors le vecteur 7, est une vecteur propre pour w et @y, : en effet on a

w(ﬁk) = w(vk) = QVg
vu que w est réelle et donc w = w. On pose alors :
Wok—1 = Uk + U, Wag = 1V — iUk

On observe immédiatement que Wop_1 = wog_1 €t Wor = wok, de sorte que ces deux vecteurs
appartiennent a Egr. Ils sont de plus non-nuls, et orthogonaux : en effet v, v sont orthogonaux
(puisqu’ils sont des vecteurs propres d’une isométrie de E¢ pour des valeurs propres distinctes) et
on a donc :

(Wak—1, Wak)p = (VK + U, i(vk — Tk)) ¢

= —i (v + Vg, v — Vi) = —i (|logllz — [0kl|Z) =0
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Enfin, on sait que oy est de module 1 et en écrivant oy = e il vient :
w(wap—1) = w(vg) + w(Ty) = ek vy, + "7,
eifh 1 e—ifk ik _ o=t il _ =il
= 72 (’l}k + Uk) + 2 UV — 2 Vg
eih 1 e—idk B etk 4 o= B
= 5 (o + ) + (v — V)
= cos(O)war—1 + sin(Ox )war.
En prenant des vecteurs vy,...,v, deux a deux orthogonaux dans Ec on obtient donc une fa-

mille orthonormée e; = Wi/||w|| € Er, I = 1,...,2r qui vérifient (5.2.1) et (5.2.2)) et, en posant
F = Zi’;l Reg, le polynome caractéristique de w|p1 n’a que des racines réelles. Ces dernieres
doivent étre de module 1, donc égales a +1, et en appliquant le méme argument que pour le case
hermitien on obtient une base propre €9, 1, ..., e, de w|p. vérifiant la conclusion souhaitée.

Pour la deuxiéme preuve, quitte a se restreindre & 'orthogonal de ker(w — Idg) @ ker(w + Idg)
(qui est stable sous w par la proposition on peut supposer que le polynéome caractéristique
Xw de w n’a pas de racine réelle. On a alors nécéssairement que dim(FE) est paire, et on raisonne
par récurrence de maniere similaire au cas hermitien : si dim(E) = 0 la conclusion est évidente. Si
dim(E) > 2 alors x,, a un facteur irréductible de la forme (X —e?)(X —e %) = X2 —2cos(0)X +1
pour un # €] — 7, w]. On a alors ker(w? — 2cos(f)w + Idg # {0} et on peut prendre v # 0 tel que
w?(v) = 2cos(8)v — v. Il suit que le plan P = Rv @ Rw(v) est stabla sous w et en appliquant le case
de la dimension 2 & P, et ’hypothese de récurrence & P+ qui est stable par la proposition on
obtient la conclusion. O

5.2.4 Décomposition en produit de réflexions

Soit E un espace vectoriel euclidien. Une réflerion de E est une symétrie orthogonale dont
I'espace des vecteurs fixes est de dimension dim(E) — 1.

Proposition 5.6 Soit E un espace euclidien et w une isométrie de E. Il existe 1 < n et des

réflexions o1, ...,0, telles que w =01 0---0 0.

Démonstration : On va donner deux preuves : I'une utilisant la proposition [5.5] et I'autre plus
géométrique et directe.

Pour la premiere démonstration on se réduit immédiatement a démontrer le résultat en dimen-
sion 2 : en effet, si w n’a que =1 comme valeurs propres alors le résultat est facile & démontrer.
Sinon, alors il existe un plan P tel que

_ [cos(f) —sin(8)
Matp(w|p) = <sin(9) cos(6) )

dans une base orthonormée B de P. On définit alors o1, 09 par

MatB(UQ‘P):G) _01>, MatB(a1|P):<Z?§((Z)) _Sicr;(se()e)>
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et 0;|pr = Idp., de sorte que (01 0 02)|p = w|p et (01 002)|pr = Idpi. On peut alors appliquer
une récurrence en itérant avec (o2 001 0w)pl.

Pour la deuxieme démonstration on choisit arbitrairement v € E \ {0}. Si w(v) = v alors on
peut appliquer ’hypothese de récurrence a w,.. Sinon on pose W = v —w(v) et F' = wt, et on
note o la réflexion telle que ker(o —Id) = F. On a alors o(w(v)) = v, vu que

w(®) = 5((v) ) + 5 ((v) ~ )

est la décomposition de w(v) sur F & FL et on a donc :

1 1
o((®)) = £ (w(v) ) — L (w(v) ~v) = .
On peut alors appliquer ’hypothese de récurrence a (o o w)|p. O

5.3 Groupes de matrices

5.3.1 Groupes : définitions et groupe linéaire
Notion de groupe

Un groupe est un ensemble G non-vide, muni d’une loi de composition qui est une application
G x G — G que l'on notera (g,h) — gh. On demande de plus que les axiomes suivants soient
vérifiés :
i) (Associativité) Pour touts g, h, f € G on a (gh)f = g(hf).
ii) (Elément neutre) Il existe e € G tel que pour tout g € G on ait ge = g = eg.
iii) (Inverse) Pour tout g € G il existe h € G tel que gh = e = hg.
Si ces conditions sont vérifiées alors le e € G vérifiant (5.3.11)]) est unique et on l'appelle élément
neutre de G. De méme, si g € G alors ’élément h vérifiant ([5.3.1ii)|) est unique ; on appelle inverse
de g et on le note g~'. Les propriétés suivantes sont évidentes :
— Pour tout g € Gon a (g71)™' =g;
— Pour touts g,h € G on a (gh)~! =h~1g7L
En général, étant donnés g, h € G on n’a pas nécéssairement gh = hg. Si c’est le cas pour touts
g,h € G on dit que G est abélien ou de maniere plus évocatrice commutatif.

Groupe linéaire

Si E est un espace vectoriel alors ’ensemble des applications linéaires bijectives £ — F muni
de la loi de composition donnée par la composée de deux applications est un groupe. On I'appelle
groupe linéaire de E et on le note GL(E). Il est abélien si dim(E) < 1 mais il ne l'est plus deés que
dim(E) > 2.

Un autre exemple de groupe est donné par le groupe GL,(K) des matrices inversibles dans
M (K), muni de la multiplication matricielle.
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Sous-groupes

Soit G un groupe. Un sous-groupe de G est un sous-ensemble H C G qui est non-vide et qui
vérfie les deux propriétés suivantes :

i) Si g,h € H alors gh € H.
ii) Sige€ H alors g~ € H.
On voit que si H est un sous-groupe de G et e le neutre de G alors e € H. Il suit facilement que H
muni de la restriction de la loi de composition de G est lui-méme un groupe, de neutre e.
Il est évident que si G est un groupe de neutre e alors G et {e} sont des sous-groupes de G.

L’intersection de deux sous-groupes de G est encore un sous-groupe.
Soit E un espace vectoriel ; un exemple intéressant de sous-groupe est donné par :

SL(FE) = {g € GL(F) : dét(g) = 1},

le groupe spécial linéaire de E. De méme le sous-ensemble SL,,(K) des matrices de déterminant 1
dans M, x,(K) est un sous-groupe.

Morphismes

Si G, G’ sont deux groupes et ® : G — G’ est une application on dit que ® est un morphisme de
groupes (une nomenclature souvent utilisée est celle d’homomorphisme) si elle vérifie les propriétés
suivantes :

— Sig,h € G alors ®(gh) = ®(g)P(h).
— Sige G alors ®(g 1) = d(g)~ L.

Il suit de ces deux propriétés que ®(e) = €’ ol e, €’ sont les éléments neutres respectifs de G, G’.
Un exemple de morphisme est la représentation matricielle des applications linéaires bijectives :
si E est un K-espace vectoriel de dimension n et B en est une base alors 'application ® : GL(E) —
GL,,(K) définie par ¢ — Matp(¢) est un morphisme de groupes. On a de plus ®(SL(E)) = SL,(K)
et il suit que ®|gp,(g) est aussi un morphisme de groupes. D’autres exemples de morphismes sont
donnés par le déterminant GL(E) — GL1(K), ou encore par 'application ¥ : GL,,(K) — SL,11(K)

donnée par :
_ (9 0
U(g) = (O dét(g)_l) . (5.3.1)

Si un morphisme de groupes est aussi une bijection on dit que c’est un isomorphisme. Par
exemple le morphisme ® défini ci-dessus est un isomorphisme de GL(E) vers GL,, (K) et sa restric-
tion & SL(E) est un isomorphisme de ce dernier vers SL, (K). En revanche dét (pour dim(FE) > 1)
ou ¥ ne sont pas des isomorphismes bien qu’ils soient injectifs.

Si ®: G — G’ est un morphisme de groupes son noyau est le sous-ensemble de G défini par :

ker(®) = {ge G: P(g9) =€}

dont on vérifie immédiatement que c’est un sous-groupe de G. On voit aussi qu'un morphisme ®
est injectif si et seulement si ker(®) = {e}.
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Sous-groupes engendrés et générateurs

Soit G un groupe. Si S C G alors le sous-groupe de G engendré par S est ’ensemble des éléments
de G qui peuvent s’écrire sous la forme g5 ---gi* our >0, g1,...,9, € S et eq,...,e, € {1, -1}
Par convention un produit vide dans G est égal a I’élément neutre e de G, et le sous-groupe engendré
par () C G est donc {e}. En général on vérifie que la sous-groupe engendré par une partie est bien
un sous-groupe de G, que I'on note (G).

On dit que S engendre G, ou que S est une famille génératrice de G, si (S) = G. Un example
de partie génératrice est le suivant : sin > 2,1 < k,l <n, k# l et a € K on note T} (a) la matrice
(ai;) € Muxn(K) telle que a;; = 1 pour tout ¢, ay; = a et a; ; = 0 sinon. Alors I’ensemble :

S={Ti(a) :1<kl<n, k#l, acK}

est une famille génératrice de SL,, (K). Ceci suit de l'algorithme du pivot de Gauss pour inverser

les matrices, et de 1’égalité
0 1\ (11 1 0y /1 1
-1 0) \0 1/\-1 1/\0 1/)°

Pour engendrer GL, (K) il faut y ajouter les matrices diagonales.

5.3.2 Groupe orthogonal

Soit E un espace euclidien. Le groupe orthogonal de E est ’ensemble des isométries de E, muni
de la composition des applications linéaires. On le note O(FE), c’est un sous-groupe du groupe
linéaire GL(F) d’apres les propriétés (3.2.iii)]) et (3.2.iv))). Le sous-groupe SO(E) = O(E) N SL(E)
est appelé groupe spécial orthogonal de E.

Le groupe orthogonal O(n) (parfois désigné par O,(R)) est le sous-ensemble de GL,,(R) défini
par :

O(n) = {0 € GL,(R) : 'O -0 = 1,,}.

C’est un sous-groupe de GL,,(R) et on note SO(n) (ou SO, (R)) le sous-groupe SL,,(R) N O(n). Le
groupe O(n) n’est pas abélien dés que n > 2. En revanche le groupe SO(2) est abélien, ce qui se
voit en calculant le produit de deux matrices de ce groupe. Les groupe SO(n) ne sont pas abéliens
pour n > 3, par example parce qu’il existe un morphisme injectif O(2) — SO(n) pour tout n > 3
obtenu en restreignant le morphisme ¥ défini par .

Si B est une base orthonormée de E alors la restriction & O(E) du morphisme GL(E) — GL,(R)
défini par ¢ — Matp(¢) définit un isomorphisme de O(F) vers O(n), qui se restreint encore & un
isomorphisme SO(E) — SO(n).

D’apres la proposition le groupe O(FE) est engendré par les réflexions de E.

5.3.3 Groupe unitaire

Soit E un espace hermitien. Le groupe unitaire de E, noté U(E), est ’ensemble des isométries
de F, muni de la composition des applications linéaires. C’est un sous-groupe du groupe linéaire
GL(F) d’apres I’équivalent hermitien des propriétés (3.2.iii)) et (3.2.iv)|). Le sous-groupe SU(E) =
U(FE) N SL(FE) est appelé groupe spécial unitaire de E.
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Le groupe unitaire U(n) est le sous-ensemble de GL, (R) défini par :
U(n) = {0 € GL,(R) : 'O - 0 = 1,}.

C’est un sous-groupe de GL,,(R) et on note SU(n) le sous-groupe SL,(C) NU(n). Les groupe U(n)
ou SU(n) ne sont pas abéliens dés que n > 2. En revanche le groupe U(1) est abélien puisque
GL;(C) I'est. On peut en fait voir que U(1) est isomorphe a SO(2), via le morphisme

o e ]

Si B est une base orthonormée de E alors la restriction & U(E) du morphisme GL(E) — GL,(C)
défini par ¢ — Matp(¢) définit un isomorphisme de U(E) vers U(n), qui se restreint encore & un
isomorphisme SU(E) — SU(n).
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