UNIVERSITE PAUL SABATIER LICENCE DE MATHEMATIQUES

CORRIGE EXAMEN FINAL, ALGEBRE IV

Probléeme 1 (D points)

ans tout le probleme on notera :

et ¢ Papplication linéaire R* — R* dont la matrice dans la base canonique est A.

Question (1.a) Justifier que A est diagonalisable en base orthonormée sur R.
Correction La matrice A est symétrique et le théoréeme spectral implique qu’elle est diago-
nalisable en base orthonormée.

Question (1.b) Calculer le polynéme caractéristique de A.
Correction En développant par rapport a la premiere colonne on obtient :

X -1 1 0 0

X-2 1 0 1 0 0
Lox-2 1 X - X-1)| 1 X-2 1 |-1 XxX-2 1 |[.
0 Loa-2 1 0 1 X-1 0 1 X-1
0 0 1 X-1
(1)
11 vient :
X-2 1 0
(X-1n| 1 X-2 1 :(X—1)<(X—2)‘X12 X1_1‘_E XO—1‘>
0 1 X-1

=X -1 (X -2)(X*-3X+1)— (X —1))
= (X -1D(X3-5X24+6X -1)=X1—6X3+11X*-7X +1

et d’autre part

10 0
1 XxX-2 1 :‘X1_2 X1_1‘2X23X+1.
0o 1 X-1

Finalement, on a donc en remplagant les termes dans (1)) que :

dét(XTd—A) = X* —6X3 4+ 11X2 —7X +1— (X2 =3X +1) = X* —6X> + 10X? — 4X.

Question (2) Donner des bases pour les sous-espaces ker(¢) et ker(¢ — 21d) de R*.
Correction En résolvant les systemes on voit que :

ker(p) =R (1 1 1 1), ker(¢p—2Id)=R(1 -1 -1 1).



Question (3.a) Soit V' = ker(¢) + ker(¢ — 21d). Donner une base orthonormée du sous-espace
W =V+

Correction Un vecteur (z,y, z,t) € R* est orthogonal & V si et seulement sil est orthogonal
aux deux vecteurs de base ci-dessus, c’est a dire si et seulement si :

rhytztt = 0
r—y—z+t = 0

En résolvant le systéme on obtient comme base :

vp=(1 00 —1),v2=(0 1 —1 0)

Question (3.b) Justifier que ¢(W) C W et donner la matrice de ¢|y dans la base de W
obtenue précédemment.

Correction On a ¢(V) C V vu que V est engendré par des vecteurs propres de ¢. Comme ¢
est autoadjoint il suit par une proposition du cours que I'on a aussi ¢p(V+) C V*.

Question (4) Donner le spectre de ¢ et une base orthonormée de R* constituée de vecteurs
propres pour ¢.
Correction On calcule la matrice de ¢|y dans la base B = (v1,v2). On a

pv1)=(1 -1 1 —1)=v1 —wvo

et
(Z)(Q)Q) = (—1 3 -3 1) = —v1 + 31)2

d’ou il suit que

Mats(oiw) = () )

(noter que la matrice est symétrique, ce qui est attendu vu que B est orthogonale). On voit
donc que dét — X Idy —¢|w) = X? — 4X + 2. On peut vérifier que 'on a bien :

dét(X Idy —¢) = X(X — 2)(X% —4X +2).
Les racines de X2 —4X + 2 sont 2+ v/2,2 — /2 et le spectre de 7 est donc égal & :

{0,2-v2,2,2 4+ V2}.

<11 _31> N (2 _0\/5 20\@) B <\/§I 1 1 ;i@)

. . . . 241 .
et on voit que le noyau de la matrice de droite est engendré par (f;_ > I suit que

ker(¢ — (2 — v/2) Idy) est engendré par (v/2 + 1)vq + vg, c’est-d-dire en coordonnées :

V241
1
1
V21

ker(¢ — (2 —v2)Idy) =R



De la méme maniere on voit que ker(¢ — (2 +v/2) Idy) est engendré par (1 — v/2)v; + va, soit

encore
1-+v2

ker(¢p — (2 —v2)Idy) =R 1

On pose donc :

1 V2+1 1-v2
1

1
1 -2 -1 V2-1

. N !/
qui forment une base orthogonale propre pour ¢. La base (e1, ez, e37e4) ol ¢; = e/

donc la base souhaitée. On voit que :

:27 ||63H :2\/2+\/§a

Question (5) Montrer que la fonction ¢ sur R* définie par ¢(v) = (¢(v),v) est une forme
quadratique. Quelle est sa signature ?
Correction Soit b la forme bilinéaire sur R* définie par :

b(u,v) = (p(u),v).

Comme ¢ est autoadjoint on voit que b est symétrique. De plus ¢(v) = b(v,v) donc ¢ est une
forme quadratique.

Dans la base (eq, es, €3, e4) la matrice de g est diagonale & coefficients positifs dont un nul,
et il suit que la signature de ¢ est (3,0).

" est

e

€1 €2 €4

Probléeme 2 (4 points)

Question (1) Soit (-,-) la forme bilinéaire sur R? définie par :
(u,v) = 3x1y1 + 222y2 + T3Y3 — T1Y3 — T3Y1 — T2y3 — T3Y2

si u = (z1, 2, 23) et v = (y1,¥2,y3). Montrer que la forme quadratique associée est définie
positive. Donner une base orthonormée de R? pour cette forme.

Correction Soit ¢ la forme quadratique associée a (-,-) En appliquant l’algorithme de Gauss
en commencant pas la variable x3 on obtient successivement :

CI(36'173?2,373) = (1'3 — X1 — x2)2 + x% + 21‘% — 22129
= (23 — 21 —x2)2 + (x1 — 22)? + m%

et on voit donc que la signature de ¢ est (3,0), c’est & dire que ¢ est positive.

Soit B la base canonique de R3. Pour trouver une base orthonormée pour ¢ on note que si
C' est la base dans laquelle les coordonnées sont (1,21 — xe, r3 — x1 — x2) alors Matco(q) = 13
d’apres la forme obtenue par réduction de Gauss ci-dessus. On a de plus

1 0 0
Mat§(Id)=|-1 1 0| =P
-1 -1 1



et on calcule que

1 00
MatZ(Id)=P'=[1 1 0
2 11
On voit donc que
1 0 0
egr=11],ea=11],e3=10
2 1 1

forment une base orthonormée de R? pour (-, -).

Question (2) Soit w l'application linéaire R* — R? dont la matrice dans la base canonique
est :
00 1
1 1 -3
1 2 -2

Erreur d’énoncé : La matrice donnée n’est pas celle d'une isométrie de (-, -), prendre

-1 -1 1
0 -1 1
-2 -1 2

Question (2.a) Donner la matrice de w dans une base de R? orthonormée pour (-, ).
Correction On voit que :

-1 -1 1 1 0 -1 -1 1 0 0
we)=[0 —1 1| [1]=(1]=e, wl)=]0 -1 1]|1]=[(0]=e3
-2 -1 2 2 1 -2 -1 2 1 1
et
-1 -1 1 0 1
wle)=10 -1 1 0]l =11] =es.
-2 -1 2 1 2
La matrice de w dans C est donc
0 01
MatS(w) =1 0 0
010

On peut aussi calculer que :

Mat&(w) = Mat%(Id) - Mat 3 (w) - MatZ (Id)

1 0 0 -1 -1 1 1 00
=|-1 1 0 0 -1 1 1 10
-1 -1 1 -2 -1 2 2 11
-1 -1 1 1 00
=11 0 110
-1 1 0 2 11
0 0 1
=110 0
010



Question (2.b) Montrer que w est une isométrie de (R3, (-, -)).
Correction On voit que la matrice de w dans la base orthonormée C est une matrice ortho-
gonale. Il suit que w est une isométrie.

On peut aussi vérifier que O - M -O = M, ou :

-1 -1 1 3 0 -1
O=MatB(w)y=( 0 -1 1|, M=Matg((,-)=[0 2 -1
-2 -1 2 -1 -1 1
On a
-1 0 =2 3 0 -1 -1 -1 1
‘o-M-0=|-1 -1 -1 0o 2 -1 0 -1 1
1 1 2 -1 -1 1 -2 -1 2
-1 2 -1 -1 -1 1
=-2 -1 1 0 -1 1
1 0 0 -2 -1 2
3 0 -1
=0 2 -1
-1 -1 1

Question (2.c) Calculer ker(w — Id) et donner la forme réduite de w.
Correction Dans la base C' on voit immédiatement que w—1d est de rang 1 et que les vecteur
fixe de w sont les multiples de e; + e2 + e3. Dans la base orthogonale

fQ = \2(61 — 62), f3 = \}6(61 + e2 — 263)

de 'orthogonal on voit que :

o) = stz —e) =~y 1o+

et

1 3 1
W(f3) = %(—261 + €2 -+ 63) = _{fQ — §f3
Soit encore f; = %(el +ea+e3). D’apres les calculs précédents on a dans la base orthonormée
D= (f17f27f3) :

1 0 0
MatB(w)= 10 —1/2 /3/2
0 —V3/2 —1/2

qui est la forme réduite de w.
Question (3) Donner une base de C? diagonalisant w.

Correction On a w3 = 1 et les valeurs propres complexes de w sont donc 1, 7, j2 ot1 j = e
Des vecteurs propres correpondants sont

2im/3

e1+ ez + es, e1 + jea + jes, e1 + j2ea + jes.

Probleme 3 ( points)



Question (1) Soit E un espace euclidien de dimension 2 et B une base orthonormée. En
utilisant 'inégalité de Cauchy—Schwarz, montrer que si u,v € E alors

détp(u, v) < full - [|v]].
Correction On note (u1,u2) et (v, v2) les coordonnées respectives de u, v dans B. On a :
détp(u,v) = ugvy — ugvy

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R? que 'on a

luyvy — ugvy| < \/u% + (—ug2)?- \/v% + 03 = y/ud +u3 - \/v% + v3
et comme B est orthonormée le coté droit est égal a |Ju|l - ||v]|.

Question (2) On suppose maintenant que F est euclidien de dimension n > 2 et que B en est
une base orthonormée.

Question (2.a) Vérifier que si vq,...,v, est une base de E et pour i = 2,...,n on se donne
w; € Vect(vy,...,v;—1) alors
détp(vy,va,...,vy) = détp(vy, v2 + wa, ..., vy + wy).

Correction On peut démontrer ce résultat par récurrence en utilisant la multilinéarité du
déterminant par rapport aux colonnes et son antisymétrie, on va plutot utiliser une écriture
matricielle.

Si (v1,...,v,) n'est pas libre alors les deux cotés valent 0. Sinon c’est une base de E que
I’on notera C' et on a alors

détp(vy,va + wa, ..., vy +wy) = déto (v, va + wa, ..., vy +wy) - détp(vy,va, ..., vp).
Mais comme w; € Vect(vy,...,v;—1) la matrice des coordonnées de (v1, vy + wa, ..., v, + wy)
dans C' est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale, donc de déterminant 1, et on
a déto(vy, ve + wa, ..., v, +wy,) = 1 d’ott le résultat voulu suit.
Question (2.b) Justifier que si (uy,...,uy) est une base orthonormée de E alors

|dét3(ul, ey un)| =1.

Correction La matrice des cordonnées de ui,...,u, dans B est une matrice orthogonale et

son déterminant vaut donc £1 (en effet, toutes ses valeurs propres complexes sont de module
1).

Question (3.a) Soient v € E et V C E un sous-espace vectoriel. Soit w le projeté orthogonal
de v sur w. Montrer que ||w|| < |[v]|.

Coquille : remplacer par < Soit w le projeté orthogonal de v sur V. >

Correction Soit v = v — w. Par définition du projeté orhogonal on a (u,w) = 0 (en effet
u € V+Eetwe V). Il suit que :

ol = llw +wl® = fJwl® + [|u]®

et done que [[w]? = [[o* — [Ju* < [lv[*.



Question (3.b) En utilisant le procédé de Gram—Schmidt et les questions précédentes montrer
que pour touts vi,...,v, € F on a :

|[détp (v, vz, ..o on)| <ol - [loa] - - [[onl]

Correction Supposons que (v1,...,v,) soit une base de E. Soit alors uq,...,u, la base
orthonormée obtenue & partir de (v1,...v,) par le procédé de Gram-Schmidt. On a

U; = Ei_l(’ui — wi)

ou wj est le projeté orthogonal de v; sur Vect(vy,...,v;i—1) et £; = ||v; — w;||. Par la question
(2.a) on a que
détB(’Ul,’Ug, ... ,Un) = (fl .- En) . détB(ul, .. ,un)

et par la question (2.b) il suit que
|détg (v, v, ..., vn)| = b1+ Lp.

D’autre part, par (3.a) on a |lv; — w;|| < ||v;]| (en effet, v; — w; est le projeté de v; sur
l'orthogonal de Vect(vy,...,v;—1)) et il vient finalement que 'on a

|détp(vi, va, ., vn)| < [loa]] - fJon]- (2)

Question (3.c) Que peut-on-dire sur le cas d’égalité dans I'inégalité ci-dessus ?

Correction La seule majoration utilisée en (3.b) est ||v; —w;|| < ||vs]], il y a donc égalité dans
si et seulement si ||v; — w;|| = ||v;|| pour tout 7, autrement dit w; = 0 pour tout i. Ceci se
produit si et seulement si les vecteurs vy, ..., v, son,t deux & deux orthogonaux.



