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Feuille d’exercices no 1 :

Formes bilinéaires

1. Formes linéaires

Exercice 1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B = (e1, . . . , en) une base de E. On note
ei : E → K l’application définie par ei(v) = xi si v = x1e1 + · · ·+ xnen (la i-ème coordonnée de v
dans B).
(1.a) Donner une formule pour e1, e2 dans les cas suivants :

— E = Rn et B est la base canonique ;
— E = R2, e1 = (2, 1) et e2 = (1, 1) ;
— E = R3 et la matrice des coordonnées de (e1, e2, e3) dans la base canonique est : 1 2 −3

−1 1 2
0 −2 1

 .

(1.b) En général, montrer que ei est une application linéaire.
(1.c) Montrer que (e1, . . . , en) est une base de l’espace dual E∗ (base duale de B).

Exercice 2
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie dim(E) = n.
(2.a) Montrer que F ⊂ E est un sous-espace de dimension n − 1 si et seulement s’il existe une
forme linéaire non nulle ` sur E telle que F = ker(`).
(2.b) Soit (`1, . . . , `k) une famille libre dans E∗. Montrer que l’application linéaire φ : E → Rk

définie par φ(v) = (`1(v), . . . , `k(v)) est surjective (on pourra montrer que le fait que son image
soit contenue dans un sous-espace vectoriel strict contredit la liberté de `1, . . . , `k).
(2.c) Soit F le sous-ensemble défini par :

F = {v ∈ E : ∀i = 1, . . . , k : `i(v) = 0} =
k⋂
i=1

ker(`i).

Déduire de la question précédente que F est un sous-espace vectoriel et que dim(F ) = n − k.
Donner une interprétation géométrique de ce fait pour n = 2, k = 2 et n = 3, k = 2, 3.

Exercice 3
Soit n ≥ 1 un entier ; on note E = Mn(K) l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n sur K.
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(3.a) Pour A = (aij) ∈ E on définit la trace de A par :

tr(A) =
n∑
i=1

aii.

Vérifier que tr définit une forme linéaire sur E.
(3.b) On note ekl ∈ E la matrice dont le coefficient à la ligne k et colonne l est 1, et tous les autres
0. Montrer que B = (e11, . . . , e1n, e21, . . . , enn) est une base de E.
(3.c) Calculer tr(eklA) et tr(Aekl) pour A = (aij) ∈ E et k, l = 1, . . . , n. En déduire que tr(AB) =
tr(BA) pour toutes A,B ∈ E.
(3.d) Montrer que les applications A 7→ tr(eklA) pour k, l = 1, . . . , n forment une base de l’espace
dual E∗.
j (3.e) Montrer que toute forme linéaire ` ∈ E∗ telle que ∀A,B ∈ E : `(AB) = `(BA) est un
multiple de tr.

2. Calcul en coordonnées avec les formes bilinéaires

Exercice 4
Soit E = R3 et b la forme bilinéaire définie par :

b((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = 3x1y1 − 3x1y2 − 4x1y3 − x2y1 + 3x2y2 + 3x3y1 + 6x3y2 − 9x3y3.

(4.a) Donner la matrice de b dans la base canonique.
(4.b) Calculer le noyau de b.
(4.c) Soient :

f1 = (2, 0, 1), f2 = (0, 1, 0), f3 = (1, 1,−1).

Montrer que (f1, f2, f3) est une base de E et donner la matrice de b dans cette base.

Exercice 5
Soit d ≥ 0 un entier. On note EK = Kd[T ] l’espace vectoriel des polynômes de degré au plus d sur
C.
(5.a) Montrer que pour K = R ou C l’application :

b : (f, g) 7→
∫ 1

0

f(t)g(t)dt

définit une forme bilinéaire sur EK. Donner sa matrice dans la base (e0, . . . , ed).
(5.b) Soit f ∈ EC. Montrer que l’application `f : EC → C définie par :

`f (g) =
1

2π

∫ 2π

0

g(eit)f(eit)dt

est une forme linéaire sur EC.
(5.c) Si 0 ≤ k ≤ d est un entier on pose ek = T k ∈ EC ; on notera aussi `k = `ek . Calculer `k(el)
pour 0 ≤ k, l ≤ d et en déduire que `0, . . . , `d est une base de E∗C.
(5.d) Soit ER = Rd[T ] et g ∈ ER. Montrer que l’application f 7→ `f (g) est une forme R-linéaire sur
ER, en déduire que b(f, g) = `f (g) définit une forme bilinéaire sur ER et donner sa matrice dans
la base (e0, . . . , ed).
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Exercice 6
On reprend les notations de l’exercice 1.4
(6.a) Montrer que A,B 7→ tr(AB) est une forme bilinéaire non-dégénérée et symétrique sur E.
(6.b) Soit M ∈ Mn(K). Calculer la dimension du noyau de la forme bilinéaire `M : (A,B) 7→
tr(AMB) en fonction du rang de M .
(6.c) Donner la matrice de `M dans la base (eij) pour n = 2 et

M =

(
2 3
1 2

)
.

3. Généralités sur les formes bilinéaires

Exercice 7
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B = (e1, . . . , en) une base de E et B l’espace
des formes bilinéaires sur E. On note (e1, . . . , en) la base duale de B (cf. l’exercice 1.1).
(7.a) On définit une application :

β : E∗ × E∗ → B, (`,m) 7→ ` ·m
où (` ·m)(u, v) = `(u)m(v). Montrer que β n’est pas linéaire et pas injective.
(7.b) Si ` = a1e

1 + · · · + ane
n et m = b1e

1 + · · · + bne
n donner la matrice de β(`,m) dans la base

B et calculer son rang.
(7.c) Montrer que toute forme bilinéaire dont la matrice dans B est de de rang 1 est l’image par β
d’une paire de vecteurs. En déduire, avec la question précédente, l’image de β, et montrer que ce
n’est pas un sous-espace vectoriel de B.
(7.d) Montrer que (β(ei, ej) : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n) est une base de B.

Exercice 8
(8.a) Soit E un K-espace vectoriel et b une forme bilinéaire sur E. On pose :

b1(u, v) =
1

2
(b(u, v) + b(v, u)) , b2(u, v) =

1

2
(b(u, v)− b(v, u)) .

Montrer que b1, b2 sont des formes bilinéaires respectivement symétrique et antisymétrique et que
b = b1 + b2.
(8.b) Montrer que l’ensemble S des formes linéaires symétriques, et celui A des formes anti-
symétriques, sont des sous-espaces vectoriels de B, et que A∩S = {0}. Avec la question précédente,
en déduire que B = S ⊕A.
(8.c) Refaire les questions précédentes en termes de matrices, et montrer additionnellement que
dim(A) = n(n− 1)/2 et dim(S) = n(n+ 1)/2.

Exercice 9
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et b une forme bilinéaire antisymétrique, non
dégénérée sur E.
(9.a) On suppose que dim(E) = 2, et soit B une base de E. Calculer MatB(b) et en déduire qu’il
existe une base B′ telle que

MatB′(b) =

(
0 −1
1 0

)
.
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Que se passe-t’il si dim(E) = 1 ?
(9.b) On suppose maitenant que dim(E) = 2n avec n ≥ 2. Soit en ∈ E non nul, montrer qu’il
existe en+1 ∈ E tel que b(en, en+1) = −1. Soit F = Ken + Ken+1. Montrer que E = F ⊕ F⊥.
(9.c) Déduire de la question précédente qu’il existe une base B = (e1, . . . , e2n) de E dans laquelle
on a :

MatB(b) =

(
0 −Jn
Jn 0

)
où Jn =

0 0 1

0
... 0

1 0 0

 .

(9.d) En utilisant un argument similaire, montrer que si dim(E) est impaire il n’existe pas de forme
bilinéaire antisymétrique non-dégénérée sur E.

4. Dualité

Exercice 10
Soit E un K-espace vectoriel. le but de cet exercice est de montrer que si b est une forme bilinéaire
sur E telle que

(4.1) b(u, v) = 0⇔ b(v, u) = 0

alors b est symétrique ou antisymétrique.
(10.a) Donner un exemple de forme ne satisfaisant pas (4.1).
(10.b) Soient ` et m deux formes linéaires sur E telles que ker(`) = ker(m). Montrer qu’il existe
λ ∈ K× tel que ` = λm.
(10.c) Montrer que si φ est une application linéaire E → E telle que ∀v ∈ E ∃µ ∈ K : φ(v) = µv
alors φ = λ Id pour un λ ∈ K.
(10.d) On définit deux applications linéaires :

Φ1(v) = b(v, ·) et Φ2(v) = b(·, v).

Montrer qu’elles sont inversibles, puis déduire des deux questions précédentes et de (4.1) qu’il
existe λ ∈ K× tel que ∀v ∈ E : Φ−12 (Φ1(v)) = λv.
(10.e) Montrer que λ2 = 1 et conclure.

5. Orthogonalité

Exercice 11
Soit E = R4 et soit b la forme bilinéaire dont la matrice dans la base canonique est :

M =


7 −2 −12 −6
−2 0 4 3
−12 4 19 9
−6 3 9 2

 .

(11.a) Montrer que b est non-dégénérée.
(11.b) Donner des équations, puis une base de l’orthogonal pour b du sous-espace R2 × {(0, 0)} ⊂ E.
(11.c) Même question pour F = {(0)}×R2×{(0)}. Donner en plus la dimension de F ∩F⊥ et en
déduire que F contient des vecteurs isotropes non nuls.
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