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FEUILLE D’EXERCICES n°6 :
GEOMETRIE DE L’ESPACE

1. ISOMETRIES

Exercice 1
Soient a, b et ¢ trois nombres réels et soit f 'application de & dans & donnée, dans un certain
repere orthonormé & de &, par la formule :

flz,y,2) = (x/3+2y/3y —22/3+a,2x/3+y/3+22/3 +b,2x/3 —2y/3 — z/3 + ¢).

(1.a) Montrez que f est une isométrie directe.

(1.b) Déterminer I'axe et le vecteur de f. Pour quelles valeurs de (a,b,c) l'application f
est-elle une rotation ?

(1.c) Déterminer 'angle de f au signe pres. Déterminer le signe de ce dernier pour chaque
orientation de 'axe de f.

Exercice 2
Soit o 'application linéaire F — E dont la matrice dans une base ortonormée B = (ey, €9, €3)
est :

6/7 —2/7 =3)7

Matg(o) = | =2/7 3/7 —6/7

-3/7 —6/7 —=2/7
(2.a) Montrer que o est une réflexion vectorielle, calculer son plan fixe ker(o — Id).
(2.b) Soit xy € & et soit s 'application affine de & dans lui-méme de partie linéaire o et
telle que s(x) = = + e; + 2e5. Montrer que s est une symétrie glissée, calculer son vecteur et
son plan stable.

Exercice 3
(3.a) Soit B = (ey, e, €3) une base orthonormale directe de E. Pour 6 €]0, [ on note By la
base

(cos(f)e; — sin(B)es, sin(f)ey + cos(f)es, €3).

Montrer que c’est aussi une base orthonormée directe de E.

(3.b) Soit
10 0
A=[0 0 -1
01 0

et solent p, pg les applications linéaires £ — E déterminées par Matp(p) = A et Matp,(pg) =
A.
Montrer que pg o p est une rotation et calculer son angle (au signe pres) en fonction de 6.

Exercice 4
Soient 7, 7" deux rotations d’axes Z et 2’ tels que N 2’ = {xo}. Montrer que r o7’ est une

rotation dont 'axe 2" passe par xg, et donner une construction géométrique de 2”.
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2. POLYEDRES

Exercice 5

(5.a) Soit & un plan de &, 7 un triangle équilatéral dans &2 et Z la droite orthogonale
a & passant par le centre de gravité de .7. Construire un tétraédre régulier dont I'une des
faces est 7 et dont le sommet hors de cette face est sur 2.

(5.b) Construire un cube; montrer que si % est 'enveloppe convexe des centres des faces de
ce cube alors € est un octaedre régulier.

(5.¢) Soit € un dodécaedre régulier ; montrer que si €’ est I’enveloppe convexe des centres
des faces de & alors € est un icosaedre régulier.

(5.d) Que sont les polyedres engendrés par les centres des faces d'un tétraedre, d'un octaedre
et d'un dodécaedre ?

Exercice 6

(6.a) En utilisant les groupes d’isométries, montrer que tout polyedre régulier € est inscrit
dans une sphere (c’est-a-dire qu’il existe un point de & dont tous les sommets de € sont a
égale distance).

(6.b) Calculer la longueur d'une aréte d’'un cube inscrit dans une sphere de rayon 1. Méme
question pour un tétraedre et un octaedre.

Exercice 7
Calculer les angles diedres des polyedres réguliers : plus précisément, étant donné un polyedre
régulier € et deux faces adjacentes F, F’ de €, montrer que la mesure de I'angle diedre entre
(les demi-plans déterminés par) F' et F” vaut :

— /2 si € est un cube;

— arccos(2/3) si € est un tétraedre;

— arccos(—2/3) si € est un octaedre;

— arccos(—v/5/5) si € est un dodécaedre
(pour le dernier cas on pourra utiliser 1'égalité cos(27/5) = (v/5 — 1)/4).

Exercice 8
Soit € un tétraedre régulier dont les arétes sont de longueur 1.

(8.a) On fixe un sommet = de €. Calculer les produits scalaires (@, :,E—>y’ ) pour v,y # x des
sommets de €.

(8.b) En déduire (directement) que si xq,xs, 23,4 sont les sommets de € et o est une
permutation de {1,2,,3,4} il existe une isométrie g € Gy telle que g(z;) = To().

(8.c) Montrer (sans utiliser que |Gy| = 24) que Gy est isomorphe a Sy, et le sous-groupe
des rotations a 2ly.

Exercice 9
Calculer le volume de I'octaedre régulier inscrit dans une sphere de rayon 1 (on pourra utiliser
les résultats de Uexercice [f]).
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