Soient x,y,z € & non-alignés. Soient 9, et Py les droites (xy) et (xz) et soit P,9' les
bissectrices des demi-droites x + Rw@, T+ Rwﬁ et x — RJ’_@, x + ]RJFB respectivement. Soit :

S={a"€&: d', D) =d, D).
Alors
S=9U9.

On note @ = zi, ¥ = z2. Soit 2’ € &; on note W = Q et a, B les angles (7,6?) et (ﬁ, 7) On

a
P ePe (U, W)= (W, V)ea=p
eP o (-uU, W)=, V) esr+a=040.
Soit 71, mo les projections orthogonales sur Dy, Dy. On a :

d(a', 21) = d(', pr(2)) = | & — ()]

(W, )
IZ]?

A = V”ﬁ L

77
ng 17113 I

et d’autre part

(W) = 4

d’ou il suit que

2

\/ 12 - u2> = [l I~ cos(@)?.

De méme on voit que :

d(@', 75) = |lw]\/1 — cos(B)?

' € S & cos(a) = + cos(B),
c’est-a-dire § = +«a ou 8 = 7w £ a. Comme z,y, z ne sont pas alignés on ne peut pas avoir § = —«
ou 3 = m—a et il suit donc que =’ € S si et seulement si = S ou a = 7+ 3, c’est-a-dire x € UZ’
d’apres le premier paragraphe.

et il suit que

Montrer que les bissectrices du triangle {z,y,z} sont concourantes.

Soit 2’ le point d’intersection des bissectrices %, 7, issues de y et z. D’apres le sens direct de
la question précédente on a d(z’, (yx)) = d(2', (yz)) et d(2',(zx)) = d(a/,(zy)) d’ou il suit que
d(2, (zy)) = d(2', (xz)). D’apres le sens réciproque on a donc =’ € 2, U 7., (ou 2, est la bissctrice
de T en x et 2. la droite orthogonale & %, passant par z).
Il faut montrer que l'on a en fait 2’ € Z,. Soient :
CF =Ryy# + R JZ, CF =R, zE + Ry 2, C = —C; et C; = —C.
1



On note aussi ¢, =y + C,f, etc. On a

PyND. C (€ UE, )N (EUE,)
et d’autre part 6, N6, =0, ¢, N€ =y + R, Z( et G NC =2+ R, 2. Comme le point 2’
n’est pas sur la droite (y2) il suit que 2’ € €,;f NE," (qui est enveloppe convexe de z,y, z). Comme
7, Wintersecte pas €,” N¢." en-dehors de x on a bien 2’ € Z,.

Remarque : Les droites Z;, 9, 7, (vesp. Dy, V., Dy, Dy Dy, P,,) sont aussi concourantes ; leurs
points d’intersection sont les centres des < cercles exinscrits > de T



