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EXAMEN PARTIEL, GEOMETRIE 11
CORRIGE

Probléeme I

Question (1) Comme y € f(&) il existe x € f~*({y}). On a alors :
— —
o' € fT({y}) & f@') = f(2) & f(2)f(@) = 0 & ¢(aa’) =0

donc f~1({y}) est un sous-espace affine de direction ker(¢). En particulier il est de dimension

dim(f~'({y})) = dim(ker(¢)) = e.
Soit # € &. Tout 2/ € & peut s’écrire sous la forme 2/ = z + ¢ pour un ¢ € F et on a alors
f(@) = f(z) + (V). 1l suit que :
f(&) = f(z) +1im(¢)
et f(&) est donc un sous-espace affine de direction im(¢) et de dimension

dim(f(&)) = dim(im(¢)) = d —e.
Question (2.a) Soit y = = + 7. Comme ¥ € F on avy € .Z, il faut voir en plus que y € .Z’. Pour

ceci on écrit :
—  —
dy=2dr+1)=—(V+W)+ T =-uWeF
d’ou il suit que y € .Z".

Question (2.b) Soient x € .Z et 2/ € F'. Comme E = F & F’ on peut écrire w2 = T + 0 avec
U € F,W € F' et il suit d’apres la question précédente que z + ¢ € . N .%#'. En particulier
ce dernier est non-vide, donc un sous-espace affine de direction F' N F’. Sa dimension est donc 0
puisque F'N F’ = {0}.

Probléme 11

Question (1.a) Supposons que o7 = 7. Si 7 € E on a alors :
(v —7(V)) =n(V) —mon(V) =0,
c'est-a-dire que W = ¥ — n(7) € ker(r). Comme ¥ = & + 7(V) € ker(n) + im(7) on en déduit
que E = ker(r) 4+ im(r). D’autre part, si ¢ € ker(r) Nim(n) il existe un @ € E tel que ¥ = (W)
et il vient
0= () = (x(W)) = n(T) = ¥

donc ker(m) Nim(7) = {0}.

Réciproquement, si E = ker(r) ®im(n) et 7(W) = W pour tout & € im(r) alors en décomposant
U =" + W avec U € ker(r) et W € im(7) on voit que :

w(x (D)) = 7(x (@) + 7(B)) = 7(x(D)) = B

donc mow = .
Question (1.b) La deuxiéme condition donne que im(7) C ker(m — Id). On a toujours ker(7m —Id) C

im(7) (c’est valable pour tout sous-espace propre) et I’égalité suit.
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Question (2.a) Le sous-espace ker(m) est stable par m et d’aprés la question précédente c’est un
supplémentaire dans E & ker(m — Id). Par un résultat de cours il suit que p a un point fixe si et

seulement si xp(x) € ker(m).
On va donner aussi une preuve directe dans ce cas particulier : on vérifie facilement que im (7 —

Id) = ker(7) et on a
T : p(wo) = o < Tug : ap(x) = TF—7(TT) < IV : 2p(@ = (Id—7)(T) < 2p(@) € im(r—Id) = ker(r).

Question (2.b) S’il est non-vide 1’ensemble des points fixes est un sous-espace affine de direction
ker(m — Id). D’apres la question précédente c’est le cas si xp(x) € ker(m) et si xp est un point fixe
on a alors g = p(zg) et donc zy € p(&). Comme on a d’autre part ker(m — Id) = im(7) il suit que
Pensemble des points fixes est égal a :

p(@)+{n(V): U eE}={plx+7): 7 € E}=p&).

Question (3) La partie linéaire de p o p est égale & m o = 7. Donc p o p = p si et seulement s'il
existe un xg € & tel que p(p(xp)) = p(xp). Si un tel point existe alors p(xp) est un point fixe de p.
Réciproquement, si z( est un point fixe de p alors p(p(zg)) = p(xo).

Question (4) On vérifie que m o m = 7 par un calcul matriciel immédiat et que zp(z) € ker(r). Il
suit que p a un point fixe, par exemple p(z) par la question précédente.

. . -2 a
D’autre part P est de rang au moins 2 (par exemple le mineur ’g 5 ‘ = 4 est non-nul) il suit

que dim(ker(7)) = 1. La direction de ’espace des points fixes est donnée par im(7) et une base de
cette derniere est donnée en coordonnées dans B par les deux premieres colonnes de P’.
Finalement, un repére pour le plan fixe de p est donné par (zo, (7, 7)) ou :
— g est le point de coordonnées (1, -2, —2) dans le repere (z, B) ;
— 7, o sont les vecteurs de coordonnées respectives (0,2,2) et (—2,5,4) dans B.

Probléme III

Question (1) Comme 3’ € (xz) c’est un barycentre de z et z et on peut donc écrire ses coordonnées
barycentriques sous la forme (1 —1¢,0,¢) pour un ¢ € R\ {0}. De méme celles de 2’ sont de la forme
(1 —s,s,0). On veut montrer que les droites sont paralleles si et seulement si ¢ = s.
On a:
A

(1—t)zy +tzy =0
d’ou il suit que

— — =

0=(1—t)zy +t(z% + xy') = zy — tT%,
N . H A . % . N .

c’est-a-dire 21 = tZ2. De méme on obtient que zz’ = sz7). Les droites (yz), (y'2') sont paralleles si

et seulement si 7% et /2’ sont colinéaires. D’apres ce qui précede on a :
— = —
v =yx+a2d = t@ — T2

/ —
et les coordonnées de 3z’ dans la base (z7, z%) sont donc (¢, —s). Celles de y% sont (1,—1) et on
voit que les vecteurs sont colinéaires si et seulement si t = s.

Question (2.a) La résolution du systéme donne comme unique solution (1/2,1/2,1/2).
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Question (2.b) On écrit ' = (1 —1¢,0,t), 2’ = (1 —s,s,0) et ' = (0,u,1 — u). D’apreés la question
précédente on a s =t ((yz) et (y'2’) sont paralleles), t = 1 — u ((zy) et (2'y’) sont paralleles) et
s =u ((zz) et (2'2’) sont paralleles). Il suit que (¢, s, u) est une solution du systéme précédent, donc
t =s =u=1/2, c’est-a-dire que les cordonnées barycentriques de z’,y’, 2z’ sont respectivement
(0,1/2,1/2), (1/2,0,1/2) et (1/2,1/2,0).

Question (3.a) On a .’L‘()h(:L'; = A\Zo. Il suit que :
0= l’oh(.%'; — Mot = zoh(z) — Mxoh(x) + h(z)z) = (1 — N)zoh(z) + )\xh(wﬁ

c’est-a-dire que

h(z) = (1 — N)xg + Ax.

Question (3.b) D’apres la question précédente on a :

3 1
h(w)—§$0—§$
3(1, .1 1 1
=-|lzze+sy+-2) -z
2\3773YT3 2
1

= Jot lyto—2)
=5zt 5y+z—a).

Il reste a vérifier que y +z —x =y (g)l ne ﬁ(;ut pas utiliser l’_a)ssociativité vu que 1 —1 =0). Clest
évident d’apres la définition : yz’ + x2’ — x2’ = 0 revient & yx’ = 0.
Le méme calcul donne le résultat pour h(y) et h(z).

Question (3.c) Comme h est affine et les coordonnées barycentriques aussi il existe des coefficients
a;j,1 <i,7 <3 tels que

h(tiz + toy + t32) = (O avity)x, ...
J

En utilisant I’égalité
1 1
hMz)=cy+ 52
(@) =5y +35
obtenue a la question précédente on voit que a1 = 0 et a1 2 = a;3 = 1/2. On calcule les autres

coefficients de la méme manieére et on obtient au final :

1 1 1 1 1 1
h(tiz + tay + t32) = 51&2 + 5753 T+ 5751 + 5753 Y+ 51&1 + §t2 2.



