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FEUILLE D’EXERCICES n°2 : .
APPLICATIONS AFFINES, ISOMETRIES, CONVEXITE

1. APPLICATIONS AFFINES

Exercice 1

(1.a) On voit & comme le sous-espace affine & x {1} de F = & x R. Soit (xg, (e1,...,€q))
un repére de &, eqiq le vecteur (0,1) € E x R = F. Montrer que B’ = (eq,...,€eq,€44+1) est
une base de F.

(1.b) On garde la notation de la question précédente. Soit f une application affine de &,
que l'on écrit ¢ + U avec origine xo. Soit ¥ Uapplication linéaire de F définie par 1(e;) =
ole),i=1,....d et Y(eqs1) = eqs1 + . Montrer que la matrice de ¢ dans B’ est égale d
la matrice de f dans (xo, B), que (& x {1}) C & x {1} et que |expy = f.

(1.c) Montrer que si (xg, B) est un répére de & et f,h des endomorphismes affines de & dont
les matrices dans (xg, B) sont respectivement A, B alors la matrice de f o h dans (xg, B) est
AB.

(1.d) On fize un repére (x, B) de &. Montrer que ’application

f = Mat(:r,B) (f)

définit un morphisme de groupes injectif du groupe affine de R wvers le groupe linéaire
GLg11(R). Montrer aussi que

P+ — ¢

définit un morphisme du groupe affine vers GL(E). Quel est le noyau de ce dernier ¢

Exercice 2

Soit & un R-espace affine de dimension 2 et soit & son espace directeur. Soit xq € &, soit
(e1,e2) une base de E et soit Z le repére (g, e1,e2) de &.

(2.a) Soit f Uapplication affine de & dans & donnée en coordonnées dans le repére Z par la
formule

(x,y) = 2z — 3y + 5,7z — 2y + 3).

Donner la matrice de f dans X% .

(2.b) Soit z{ le point de & de coordonnées (2,—1); posons €| = e; — 2ey et €y = e1 + es.
Vérifiez que (€}, €y) est une base de E. Soit Z' le repére (xy, €}, €y) de & ; donner la matrice
de passage de Z# a X' ; en déduire la matrice de [ dans le repére %', puis une définition de
f par une formule en coordonnées dans le repére %'.

(2.c) Trouver le repére Z" = (x4, €], €y) de & caractérisé par la propriété suivante : si M est
un point de & de coordonnées (x,y) dans Z, ses coordonnées dans Z" sont (x —y + 3,2z +
y—6).

(2.d) Trouwver un repere Z" de & dans lequel f peut étre définie par une formule sans termes

constants.
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Exercice 3
Soit ¢ l'endomorphisme linéaire de R? défini par
(z,y) = (r+y,y).

Montrer que ¢ n’est pas diagonalisable sur C. Trouver un endomorphisme affine f de R?
dont la partie linéaire est ¢ et qui ait un point fize dans R?, et un endomorphisme f' dont
la partie linéaire est aussi ¢ mais qui n'a pas de point fize dans R2.

2. ISOMETRIES

Exercice 4

Montrer que si B, %' sont des bases affines orthonormales de & alors il existe une unique
isométrie [ de & telle que f(AB) = A .

Exercice 5
Montrer que si une application affine f de & dans lui-méme vérifieVr,y € & : d(f(x), f(y)) =
d(x,y), alors f est une isométrie affine de &.

Exercice 6
Soit E = M(R), muni du produit scalaire

(A, BY = tr("AB).

a b a b
c d)’\d d)/’
(6.b) Soient A, B € Oy(R). Montrer que les endomorphismes linéaires de E définis par
M s AM, Mws MB, ,M s AMB

(6.a) Calculer

sont des isométries de E.

Exercice 7

(7.a) Montrer que sit,t" sont des translations et s’il existe un point x € & tel que t(x) = t'(z)
alorst =t

(7.b) Soit g une transformation affine inversible de & et o € E. Montrer que gotog!
est €gale a t .

* (7.c) Déduire de la question précédente que l’ensemble des translations de & (y compris
Uidentité) est un sous-groupe distingué du groupe affine de &. Montrer que le quotient est
isomorphe a GL(E).

Exercice 8

* (8.a) Montrer qu’une application affine f est une symétrie si et seulement si c’est une
involution (c’est-a-dire que fo f =1d). (Indications : montrer que la partie linéaire est une
symétrie vectorielle, puis que le fait que f soit une involution implique qu’elle a un point
fixe.)

(8.b) Montrer que la symétrie s par rapport a .F parallélement a F' est une isométrie affine

si et seulement si F' et F' sont orthogonaux.
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Exercice 9
(9.a) Montrer que si E est un espace vectoriel euclidien de dimension dim(E) > 2 etr >0
alors E est engendré comme groupe abélien par le sous-ensemble

(VeE: |7 =r}

(faire une démonstration par récurrence; pour dim(E) = 2 montrer d’abord que le groupe
engendré par ces vecteurs_)contient t7 pour tout t € [0,1] et | V|| =r).

(9.b) Montrer que si U, € E ont méme norme il existe une réflexion vectorielle o de E
telle que o(V) = ?

* (9.¢c) Montrer que le groupe orthogonal de E est engendré par les réflexions.

(9.d) Déduire des questions précédentes que si & est un espace affine euclidien de direction
E, t une translation non-triviale de & et xg € & alors le groupe des isométries de & est

engendré par t et les réflexions fixant xg.
(9.€) Montrer que le groupe des isométries de & est engendré par les réflexions.

Exercice 10
(10.a) Vérifier lexistence et ['unicité dans la définition d’une projection affine.
(10.b) Montrer que sip est une projection affine elle est orthogonale si et seulement si on a

d(p(z),p(y)) < d(z,y)

pour touts x,y € & (traiter d’abord l’analogue vectoriel).

3. REDUCTION DES ISOMETRIES VECTORIELLES

Exercice 11

(11.a) Montrer que si dim(E) est paire et ¢ est une isométrie indirecte de E alors ¢ a un
vecteur fize non-nul (i.e. il existe ¥ € E, U # 0 avec ¢ = U ).

(11.b) Montrer que si dim(E) est impaire et ¢ est une isométrie directe de E alors ¢ a un
vectezur fize non-nul.

Exercice 12
(12.a) Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 4, B = 71, cee U4 une base or-
thonormale de E et p Uapplication linéaire dont la matrice dans B est

V2/2 —V2/2 0 0
V2/2 V220 0
0 0 V2/2  V2/2
0 0 —v2/2 V2/2
Constater que p est une isométrie de E, montrer qu’il existe une infinité de bases ortho-
normales de E dans lesquelles la matrice de p est égale a R (ceci montre qu’en général la

décomposition en espaces stables d’une isométrie n’est pas unique).
(12.b) Soit R la matrice

Matg(p) = R =

2/3 8/15 —2/5 1/3

—2/5 11/15 —2/15 —8/15

8/15 2/15 11/15 —2/5

~1/3 2/5 8/15  2/3
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Constater que R est une isométrie; calculer son polynome caractéristique et montrer que ce
dernier est égal o (X? —6X/5+ 1)(X? —8X/5+1). Soit p l'endomorphisme de R* dont la
matrice dans la base canonique est R ; donner une base orthonormale de R* dans laquelle p
ait une matrice de la forme

cosf; —sinb, 0 0
sinf); cosf, 0 0
0 0 cosfly —sin b,
0 0 sinfly  cosf,

avec 0 < 01 < 0y < 7 et donner les valeurs de 0, et 5.

4. CONVEXITE

Exercice 13
Montrer que le barycentre xo des points x; avec les coefficients t; (ou ), t; = 1) est caractérisé
par la propriété

(4.1) > " tiwow, = 0.
=1

(13.a) Montrer que si ty,...,t, € R vérifient Y . t; # 0 il existe un unique point xy € R
vérifiant (4.1). Que se passe-t’il sty . t; =07

Exercice 14
(14.a) Si x,y € & ’enveloppe convexe de {x,y} est appelée segment de x a y et notée [xy).
Montrer que

[zy] = {te + (1 —t)y : t € [0, 1]}.
Montrer plus généralement que si S = {xy1,...,x,} Uenveloppe convere de S est égale a
Uensemble {>, tix; : t; € [0,1], Y. t; = 1}.
(14.b) Montrer que € est conveze si et seulement si pour touts x,y € € le segment [x,y] est
contenu dans € .

Exercice 15
(15.a) Vérifier que € est convexe et déterminer ses points extrémaux dans les cas suivants :

— C={veR!: Vi, —1<v <1};

— C=xo+{V € E: |V|| <1} pour un xg € & ;

— & est l'enveloppe conveze de {x1,...,x,} ot xq,...,,x, sont affinement indépendants.
(15.b) Dans chacun des cas ci-dessus, montrer que € est l'enveloppe convere de ses points
extrémauz.

(15.¢) Montrer que le sous-ensemble [0, +oo| de l’espace affine R est convexe mais n'est pas
égal a ’enveloppe convexe de ses points extrémaux.
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