UNIVERSITE PAUL SABATIER LICENCE DE MATHEMATIQUES — ENSEIGNEMENT

EXAMEN FINAL, GEOMETRIE II
CORRIGE

Probléme I

Question (1) L’application s est clairement affine et la matrice de sa partie linéaire o dans la base

canonique est % (Z _43> On vérifie immédiatement que cette matrice est orthogonale :
1 9+ 16
— (32 4+ 4% = =1, 3x4+44x(=3)=0
et que son déterminant vaut (3 x (—3) —4 x 4)/25 = —1. Il suit que s est une isométrie indirecte,

c’est-a-dire une symétrie ou une symétrie glissée.

On calcule facilement que D = ker(oc—1Id) =R (?) - on note @ le vecteur directeur <?> Soient

o=(0,0) et v = s( D = <(2)> ; la projection orthogonale W de U sur D se calcule par :

- F-40)

qui est non-nul. On voit donc que s est une symétrie glissée d’axe dirigée par D et de vecteur .
Soit 8’ =t_— o s : on sait que s est une symétrie dont les points fixes sont I'axe de s. On voit
que :

4 2 4 3 4
) ) 55 ) 5

3
Sl(m7y) = (.’E—|— 7y+ =T — Y — =
et 'axe de s’ est donc I’ensemble des solutions du systéme :

r+4y+2 =5z
dr—3y—4 =bhy

c’est-a-dire (1,0) + D.

Question (2.a) L’application r est clairement affine et la matrice de sa partie linéaire dans la base
1 1
-1 1
On calcule facilement que son point fixe est (1,1).

canonique est @ qui est la matrice dans une base directe de la rotation d’angle —m /4.

Question (2.b) On voit que

2 2 2 2
(P Poer-va- Yo Pyan) -stenion
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Voici le détail des calculs : on pose 2’ = \f:z: + %5 y +1-v2,y = =2, 4 \{y 4+ 1. On a alors :

(@) = 2?4+ L2 (1 VR oy VB — VR)e £ V(- VR)y

2 2
1 1
:5962+§y2+xy+(\f—2)x+(\f—2)y+3—\/5
1 1
() =2+ 22 —ay+1— V2 +V2y

2 2

=L L2 <1 1>xy+\g§(1—(1—\f2)>x+?(1+1—\/§)y+1—\/§

Ty =5y ‘5”0 572

1 1

(3vV2—4)2' = (3-2v2)z+ (3-2V2)y+ (3vV2—4)(1 - v2) = (3—2v2)z + (3 —2V2)y — 10 + 7V2
(V2—4)y =@2V2 -z + (1 -2V2)y + V2 -4

Il vient :

3 1 3 3 1 3 3 3
f(x/,y/):(4 2+4)x2+(4++4>y2+<2—2>ﬂ}

V2 -2 —f+1+3—2f+2\/§—1>

+

l\D\OJ

+

gf—Q ) + f+x/§—1+3—2f+1—2f)

[\g\w/—\/—\

(3 —zxf)+§+1—x/§—10+7\/§+xf—4+6—4\/§.

On voit que les deuxieme et troisieme lignes sont nulles et que la quatrieme vaut —1. On a donc

finalement :

flr(z,y) = f@',y) =2"+ 24> — 1.

Question (2.c) D’apres la question précédente C' est I'image par r de la courbe d’équation z°+42y* =

1 : c’est donc une ellipse. Voici un dessin avec les axes en rouge :
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Question (2.d) D’apres la question (2b) on a
f(r(cos(t), V2sin(t))) = 0
pour t € [0,2x]. Il suit que :
t +— r(cos(t), v2sin(t))

est une paramétrisation de C.

Probleme 11

Question (1) Le triangle est isocele en z : en effet 'angle en z vaut 7 — (27/3 + 7/6) = /6 et il
a donc les mémes angles en y et z. Soit ¢ la longueur des cotés [z,y] et [z,z] : d’apres la loi du
cosinus on a

1 1

g?

T 2—2cos(2n/3)) 3
et il suit que = est le point de coordonnées :

(cos(/6), sin(r /6)) = (; ?) .

Sl

Question (2) On a :
KT = 82081, g = 81 © 83.

Question (3.a) On a :
s = 89081 081 083 = SS90 83

et il suit que r3 est la rotation de centre = et d’angle —47/3 = 27/3.
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Question (3.b) Soit t = rzory 2 . la partie linéaire de ¢ est D'identité puisque la somme des angles
des rotations r3 et ry 2 est nulle, et il suit que ¢ est une translation. On calcule I'image de z par t :

t(z) = r3(z) = (1/2,V3/2).

On voit donc que le vecteur de t est <\_/:1)»)g>

destion (4) Si w € C on a r(w) = €™5w. On note wy = 3+ ?i, on a alors : r3(w) =
e¥™/3(w — wp) + wo. Apres calculs il vient :

re(w) = ¥ Bw + 1.

Question (5.a) On ar$ = Id (c’est une rotation d’angle 6 x 27/3 = 27) et il suit donc que 'ensemble

S = {r?(z) : n > 0} est égal & {z,r1(x),...,r}(2)}. Soit € 'enveloppe convexe de S : c’est un

polygone convexe a < 6 sommets. D’autre part S est stable par ry et il suit que le groups d’isométries

directes G% préservant % est de cardinal 6. D’apres le résultat du cours sur |G<}| il suit que ¥ a

au moins 6 sommets, donc c’est un hexagone dont les sommets sont exactement les points de S.
D’apres le méme résultat on voit aussi que % est régulier.

Question (5.b) On a r; € Gy. On a aussi sy € Gy : en effet sor1s9 = rfl et comme s9 fixe x il suit
que pour k € Z on a : sa(rf(z)) = ry k(a;) et en particulier sy préserve S, donc aussi son enveloppe
convexe € .

Le groupe GG engendré par 11 et ss est donc un sous-groupe du groupe diédral G¢. Ce dernier
est de cardinal 12; d’autre part r; engendre un sous-groupe d’ordre 6 ne contenant pas sy (une
symétrie ne peut pas étre égale a un produit de rotations). Il suit que |G| est un nombre divisant 12
(par le < théoreme de Lagrange ») et strictement supérieur a 6, donc |G| = 12 et G est le groupe
diédral Ge¢.

Probléme III

Question (1) La matrice de la partie linéaire p de r dans la base canonique est :

1 4 1 8
-4 8 1

2
On vérifie immédiatement que c’est une matrice orthogonale. On calcule que ker(p —Id) =R | 2
1

2
qui est de dimension 1. On note U = % 2
1

D’autre part, si 6 € [0, 7] désigne son angle (au signe pres) on voit que :

; il suit que p est une rotation d’axe D = RY.

1+ 2cos(0) =tr(p) =1

et il suit que 6 = /2.



1
Enfin, soit W la projection orthogonale du vecteur % 1) sur D. Comme U est de norme 1 on
1
2
2
1

10
v = (W, U)W = >

On cherche un point fixe de v’ =¢_ or :on a

2 8
—, —4x1 + 8xo 4+ 3 + *)

1 2
(21,22, 23) = 7(4351+$2+8$3—§,7x1+4x2—4x3— 3 3

9
et la recherche d’un point fixe donne le systéeme :
=571 + 72 +8x3 =
7.7}1 — 5.7}2 — 43}3 =
—4x1 + 8x92 — 8x3 =

[IN][oe WM PN )

qui a pour solutions %(—2, —4,0) + D.

Question (2) Soient e_f = H?H et e_2> = \\7H et ?3 un vecteur unitaire orthogonal a e_f et e_2>, et soit

B la base orthonormée e1, €3, €5. Les matrices de p et n dans la base B sont alors données par :

1 0 0 -1 0 O
Matg(p)= |0 —1 0 |,Matg(n)=( 0 1 0
0 0 -1 0 0 —1
et il vient
-1 0 0
Matg(pon)=1| 0 —1 0] =Matg(nop).
0 0 1

On voit donc que pon = no p est la rotation d’angle 7 et d’axe Res.

Question (3.a) La formule r(z) = 0+ U + p(0F) est une conséquence immédiate de la définition
d’un vissage : on sait que t_4 or fixe 'axe o + R et on a donc r(o) =0+ 7, et comme 7 est
affine de partie linéaire p il suit que pour = € & on a

r(z) = r(o) + p(of) = o+ ¥ + p(of).
De la méme maniére on a h(o + @) = o+ W + « et il suit que :
hz)=hlo+ W) +n(ot — ) =0+ W+« +n(oF) + @ = o+ 20 + « + (o)
(on a utilisé le fait que 7(W) = =W vu que W est orthogonal & 'axe de n).

Question (3.b) D’apres la question (2) r o h est un vissage ou une rotation d’angle m et d’axe dirigé
par R%. 11 suffit donc de vérifier que l'on a bien

r(h(o+7;7>>:o+7;7+2ﬁ.

D’apres les expressions obtenues a la question précédente pour r et h on a :
r(h(z)) = o+ ¥ p(2W + U + (o))
=0+ (U — W) +2W + pon(o).
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Comme U et ¥ sont orthogonaux a laxe R de pon et on a donc po 77(7 — 7) = —(vecv — 7)
II suit que :

r<h(o+7;7>):o+<7_7)+zmpon<7;7)

ot (@-Trzm - LT T

+ 27,

Question (3.c) Non. Par exemple si r,h ont un point fixe  en commun (ce qui est un cas ou
elle commutent I'une a l'autre) on voit que " = tz or et h ne commutent pas : en effet on a
' oh(z) =1'(z) = = + & et dautre part hor'(z) = h(x + €3) = = — &3.

Probléeme IV

Question (1.a) L'équation x2 + x — 1 = 0 se rééerit (z + 1/2)% = 5/4 et ses racines sont donc
(v5—1)/2 et —(v/5+1)/2. Seule la premiere est positive.

Question (1.b) On développe
(X2 —aX+D)(X2 =X +1) =X~ (a+b)X*+ (2+ab)X? — (a+ D)X + 1.
Onaa+b=—-1let2+ab=2—a%?—a=2—1=1 et la factorisation désirée suit.
Question (1.c) On a :
X521 = (X — 1)(X — e2/5) (X — e 2m/5)(X — hin/5) (X — e~ 4im/5)
— (X 1) (Xz _ (62m/5 4 e’2iﬂ/5)X + 62”/5672@'77/5> <X2 _ (€4i7r/5 + 674iﬂ/5)X i 64m/5674m/5)
= (X —1) (X% —2cos(2m/5)X + 1) (X — 2cos(47/5) + 1) .

D’autre part X°—1 = (X —1)(1+ X + X%+ X3+ X?). Par unicité de la décomposition en facteurs
des polynomes il suit que

1+ X+ X2+ X34+ X4 = (X% —2cos(27/5) X + 1)(X? — 2cos(4n/5) + 1)
puis par la question précédente que X2 — 2 cos(27/5)X + 1 est I'un des polynomes (X2 —aX + 1)

ou (X2 —bX + 1), c’est-a-dire que 2cos(27/5) = a ou b. Comme a > 0 > b et cos(27/5) > 0 on a
finalement 2 cos(27/5) = a.

Question (2.a) On vérifie que la matrice R est orthogonale : le carré de la norme de chacune des
colonnes vaut a? + (a + 1)2 +1 = 2(a® + a) +2 = 4; les produits scalaires entre colonnes valent :
a(—a—1)+(a+1)—a=—-a’+1—a=0,
a+(a+Da—(a+1)=a+a>—-1=0,
—(a+1)+a+ala+1)=-1+a>+a=0.

Un calcul laissé au lecteur montre que dét(R) = 1 et donc que p est une rotation.
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On vérifie que le vecteur directeur de D donné est bien un vecteur fixe de p : si X est la matrice
colonne le représentant on a :

1 a —-a—-1 1 0 —a—14+(a+1) 1 0
RX:5 a+1 1 a 1 | == 1+a(a+1) = (a>+a—1)+2
-1 a a+1 a+1 a+ (a+1)3 (a>+a—1)+2a+2

Enfin, on a tr(p) =a+1 =1+ 2cos(27/5) d’apres la question (1c) et 'angle de p au signe pres
est donc 27 /5.

Question (2.b) On calcule immédiatement que

—a—1 -1 a

1
R2 = 5 1 —a a + 1
—a a+1 1
On a d’autre part :
) 1 —a—1 1 —a
R=pR-(R) =(R*="(R)=5| -1 —a a+l

a a—+1 1

et
a a+1 -1
R4:R5-R_1:tR:% —a—1 1 a
1 a a+1

Question (3) Les vérifications des égalités p’(ox;) = ox;) sont laissées & la lectrice. On va montrer

que les points z; sont en conséquences de celles-ci tous contenus dans le plan & orthogonal a D
et passant par 1. Soit ¥ la projection orthogonale de oxi sur D et ¥ = oxi — . On a alors
p(ﬁ) =, d’ott il suit que pour i =1,...,5on a :

Ti=0+4+0T, =0+ pi(vecoxl) —o+ U+ pl(ﬁ)

Vu que U est orthogonal & D les vecteurs p’(?) le restent, et I’égalité ci-dessus implique donc que
tous les x; sont contenus dans un méme plan orthogonal & D (on peut remarquer que ’on a en fait
ozi € Dt et que ce plan passe donc par o).

Dans ce plan 'ensemble {z1,...,z5} constitue les sommets d’un polygone & au plus 5 sommets ;
comme il est de plus stable par une rotation d’angle 27/5 (au signe pres) il forme un pentagone
régulier.

0
Question (4) Soit W = 1 le vecteur directeur de D donné plus haut. Si z(t) = o+ t0 € 2
a+1
on voit que d(x;, z(t))% = d(x1,0)? + t2]| 0|, et il suit que la fonction :

[t d(z,x(t))

est strictement décroissante (resp. croissante) sur | — 0o, 0] (resp. [0, +o0o[) et atteint un minimum
valant d(z;,0). Comme de plus lim; 1 f(t) = 400 on voit que si on a d(z1,0) < d(x1,x2) alors
les points x¢ = x(tg), 7 = x(—tp) sont les uniques solutions au probléme, ou ¢y est 'unique réel
tel que f(to) = d(x1,22) = f(—tp) donné par le théoréme des valeurs intermédiaires.
On peut calculer explicitement les distances d(z1,z2) et d(o,x1) pour constater que tel est bien
le cas. Une méthode plus élégante est d’utiliser la loi des cosinus : le triangle {0, x1,z2} est isocele
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en o et son angle 6 en ce point est entre 7/3 et /2 (il vaut exactement 27/5), en particulier
cos(f) < 1/2. 1l vient alors, si £ = d(o,2z1) = d(o0,z2) :

d(z1,12)? = (2 —2cos0)0* > (2 —2-1/2)02 = (%

Question (5.a) Les faces de € sont les triangles xj, z;, ;41 et xj, x5, 21 pouri = 1,2,3,4et j =6,7.
D’apres la question précédentes les distances d(x;,xg) et d(z;,x;+1) sont égales I'une & lautre et
ces faces sont donc des triangles équilatéraux.

Question (5.b) Le polygone € a exactement 7 sommets et ne peut donc pas étre régulier d’apres la
classification vue en cours. On peut aussi remarquer que les sommets zg, z7 appartiennent chacun
a cinq faces distinctes alors que les autres n’appartiennent qu’a quatre.

Question (5.¢c) On a vu que € a 7 sommets et 10 faces; d’apres la formule d’Euler sont nombre
d’arétes a vérifie 7 — a + 10 = 2 et il suit que ¥ a exactement 15 arétes.

Question (5.d) Soit G le sous-groupe dihédral du groupe d’isométries de & préservant le pentagone
formé par les ;. Si g € G on note g™ (resp. g~ ) 'unique isométrie de & valant g en restriction a &2
et +1 (resp. —1) en restriction & I'axe de p. Alors G = {g",¢~ : g € G} est un groupe de cardinal
20.

Question (6) Soit y le pied de la hauteur issue de z; dans le triangle {x1,z2,z6}. Comme y est
aussi le pied de la hauteur issue de z3 dans le triangle {z3, z2, 26} 'angle diedre cherche est égal
(au signe pres) a l'angle a en y du triangle {z1,y,x3}. On va calculer ce dernier en utilisant la
formule du cosinus.
On pose :
C=d(z1,22) = d(x2,x3), m =d(x1,23), n =d(z1,y) = d(x3,9)

de sorte que la loi du cosinus dans {x1,y,z3} donne n? +n? — 2n - n - cos(a) = m?

, soit encore :
0.1 cos(a) =1 — —.
D’autre part on a n = v/3¢/2 (par exemple en utilisant le théoreme de Pythagore dans le triangle
rectangle {x1,x2,y}) et par la loi du cosinus dans {z1,z2, 23} on a :

m? = 202 — 202 cos (31 /5) = 3—2\/5 A

(en effet cos(37/5) = cos(m — 27/5) = —cos(27/5) = (1 — +/5)/2). En remplacant n,m par leurs
valeurs dans ((0.1)) il vient :

CB+V5)/2 | V5+3 -V

cos(a) =1— 325 = 3 3



Question TP
Les écritures binaires respectives de 7 et 17 sont 7 = 111 et 17 = 10001. On calcule que :
— [m(7, x, 0) for x in P] = [(8, 3), (3, 4), (4, 3), (4, 4)]
— [m(17, %, 0) for x in P] = [(-3, 5), (-3, 9), (-7, B), (-7, 9]
ce qui donne les dessins :




