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Probléme I

Question (1) Supposons que T1x5 = Tax3. 1l vient :

N N
T1X4 = T1X2 + ToT4 = TaX4 + T4T3 = T2T3

et comme le probleme est symétrique 'autre implication se démontre exactement de la méme
maniere.

Question (2.a) Supposons que r1x5 = x42z5. On a alors :

TOTL = TOT3 + T34 = —ToT1 — T1T2 = —TOT2;
c’est-a-dire que z( est le milieu de [zox4]. Réciproquement, si zoxy = —xox3 il vient :
T1TH = X1X0 + ToTs = —T3T) — ToT4 = T4T3.

Question (2.b) Soient x1, x2, x3, x4 € & : ils déterminent un quadrilatere, qui est un parallélogramme
si et seulement si tous les points ne sont pas alignés et T1Th = 7475 D’apres la question précédente
c’est le cas si et seulement si [x123] et [ra24] ont méme milieu, ce qui signifie exactement (en prenant
en compte leur non-alignement) que les droites (z1x3) et (zox4) s’intersectent en leur milieu.

Question (2.c) D’apres les question précédente le quadrilatere déterminé par x1,x9, x3, x4 € & est
un parallélogramme si et seulement si [x123] et [x2x4] ont méme milieu xg, qui est alors le point
d’intersection des diagonales. Par associativité du barycentre on a :
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Question (3) Soit g = 1/3x 4+ 1/3y + 1/3z; on a alors :
S YE L2,
=-z+=-|zy+zz)=zo+=zx
973" 3\2Y2%) T3 3

et donc g € (za2’). On démontre exactement de la méme maniére que g € (yy') et g € (22/), et il
suit que ces trois droites sont bien concourantes en g.

Probléeme 11

Question (1.a) Le polynéme caractéristique de o est donné par :
—-7-X 4

-12 7-X
1

dét(c — X -1d) = dét(A — X - Tp) = =X? 49— (—48) = X% -1



et il suit que les valeurs propres de o sont +1. En calculant les noyaux respectifs des matrices

-8 4 —6 4
A_12_<—12 6)’ A+12_<—12 4)
— —

on voit que l'espace propre de o pour 1 (resp. —1) est engendré par le vecteur ef (resp. e3) de

coordonnées < ; > (resp. < ?) >) dans B. La base (€1, e3) diagonalise donc o.

Question (1.b) Comme o est diagonalisable sur R, d’apres le cours s a un point fixe si et seulement
si la projection de xgf (SUO; sur ker(o — Id) parallelement & la somme des autres espaces propres
est nulle : dans ce cas, comme on a F = ker(o — Id) + ker(o + Id) ceci revient a ce que zof(zp) €
ker(o + Id).

En coordonnées dans B on a xof(%g; = ( (11 ) ; on a donc xgf(zg) € ker(o +1d) = RES si et

seulement si

0= ‘—311—2,

a 2
1 3

c’est-a-dire si et seulement si a = 2/3.
Question (1.c) Pour un point z € & on a
s(x) = s(wo) + o(Tot) = w0 + x05(w0) + 0(Tok);

si les coordonnées de x dans (zg, B) sont (z1,z2) celles de s(x) sont donc (a — 7y +4xg, 1 — 1221 +
7x2). La résolution du systeme :

a—"Try+4x9s =27
1—12z1 + 729 = 29

pour a = 2/3 donne comme solutions

{(G+s2)soer]

qui est donc un paramétrage dans (zg, B) de la droite fixe de s.

Question (2.a) On a

1 -1 1
Matg(¢p—Id)=| 2 —1 2
0 -1 1

et un pivot de Gauss montre que cette derniere matrice est inversible (de sorte que ¢ — Id est
aussi), d'inverse

1 0 -1
-2 1 0
-2 1 1

qui est donc la matrice de ¢ dans B.

Question (2.b) (Erratum : dans la question ¢(zp) = (1,1,1) devrait étre f(z) = (1,1,1))
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D’apres le cours f a un unique point fixe z. Ce dernier est égal & zo — (o f(xo )) : on rappelle
la calcul montrant cette égalité :

f(z) Zxﬁmzfﬂof(ﬂﬁo;Jrfﬁ(M)

& Tot = (1d—¢) ™ (0f (z0)) = —tb(z0f (20)).

Les coordonnées de = dans B sont donc :

1 0 -1 1 0
- -2 1 0 1 1=11
-2 1 1 1 0

Probleme III

Question (1) (Erratum : la question devrait étre : < Montrer que %, N %, est vide ou un
point. >)

Si 21 N P4 est non-vide alors c’est un sous-espace affine de direction est 21 N % = {0} (deux
droites vectorielles distinctes ont une intersection triviale), c’est a dire un point.

Question (2.a) On a :
dlm(P) = dlm(Dl) + dlm(Dg) — d1m(D1 N D2> =141-0=2.

Question (2.b) Soient z,y € &. On a :
p(@)p(y) = pa)o + op(y) = —m(ak) + m(0f) = n(z})

d’ou il suit que p est une application affine de partie linéaire .
L’image p(&) est le sous-espace affine de direction w(E) = P et contenant le point p(o) = o; on
a donc p(&) =0+ P = 2.

Question (2.c) Pour i = 1,2 'image p(%;) est une droite de direction 7(D;) = D; (vu que D; C P).
Comme p(21) et p(Z2) sont toutes deux contenues dans un méme plan & et Dy # Ds il suit
qu’elles s’intersectent en exactement un point.

Question (3.a) Soit D = P+, de sorte que Z = xg + D. Comme pour i = 1,2 on a zy € p(%;) il
existe des points z; € Z; tels que xg = p(z;). On a alors :

m(20xi) = p(wo)p(wi) = Tox =0
et il suit donc que xgz; € ker(m) = D, donc que z; € Z : en particulier Z N Z; est non-vide.
Question (3.b) Pour i = 1,2 on a D; C P = D" donc les directions de 2 et ; sont orthogonales.
Comme de plus Z et %; sont sécantes d’apres la question précédente il suit que Z est orthogonale
a 9.
Question (4.a) On applique le procédé de Gram—Schmidt a la base (@, ?1)
orthonormée

: 1l en résulte la base

e 0
(el,e3) = 1 0

v2lo ) \1
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de P. (En appliquant Gram—Schmidt & 12_1), v_%) on obtient une base orthonormée dont les coordonnées
sont moins aisées a manipuler.)

Question (4.b) (Erratum : ’expression pour 7 est 7(7) = (e, ¥)ei + (&3, V)es)

I suffit de vérifier que 7(7') = 0si ¥ € Pt et que w(e; = € pour i = 1,2 (ces derniéres égalités
impliquant que 7|p = Idp).

Le premier point est clair : si @ € P on a (e}, ) = 0 pour i = 1,2 et il suit que 7(7') = 0.
Pour le second on voit que :

n(ef) = |lef|” - e + (e3,e7)es
=1-e+0-es=¢f

et de méme 7(e3) = e3.

Question (4.c) La droite P+ est I’ensemble des solutions au systeme :
{ z+y+z =0
z+y =0
dont un vecteur directeur est (1,—1,0).
Question (4.d) Onap(Z)) = 21 vuque ) C & (onao € Z; et D1 C P) et p(Z22) =p(0,1,1)+ Do

vu que Dy C P.
Posons @ = (0,1,1) (de sorte que @2) =04 U +R3) et calculons () : on a

(0+1+0) = =1

@, @) = 7 ;5 (@, @)

d’ott il suit que 7(v3) = (1/2,1/2,1).
On a alors p(%,) = p(0,1,1) + Rvg (vu que 7(v3) = v3) et d’apres le calcul précédent

p(0,1,1) = p(o) + (W) = (1/2,1/2,1),
ce qui donne la paramétrisation suivante :
p(Pa) ={(1/2+s5,1/2+s,1): s € R}.

D’autre part un systeme d’équations pour Z; est :

rz—y =0

y—z =0
Il suit que l'intersection de p(Z1) = 21 et p(Z2) est le point de coordonnées (1/2 + s,1/2 4+ s,1)
ol s est une solution au systeme :

{ (1/2+s)—(1/2+s5) =0
(1/248) =1 =0

autrement dit s = 1/2 et le point est (1,1,1).
Question (4.¢) On a 2 = (1,1,1) + P+, soit encore :
2 ={(1+s,1-s,1): s € R}.

Question (5.a) On a :

of

o =20t=8)+2(t—s—1)+2(—1) =6t~ ds 4
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et
of
0s
qui s’annulent en méme temps si et seulement si ¢t = 1,s = 1/2. Il suit que f a au plus un extrema
local. Pour montrer que le point (1,1/2) est un minimum local (ce qui implique alors immédiatement
qu’il est aussi un minimum global) il faut montrer que la matrice hessienne y est positive; cette

derniere est constante, égale & :
92f  92f
ar ops | —( 6 4
o°f  O°f —4 4
Otds  0s?

dont les valeurs propres sont 5 + /17 qui sont toutes deux positives.
Soit p(s) = (s,s+1,1) et ¢q(t) = (¢,t,t). On a

f(t,s) = d(p(s), a(t))?

=-2t—s)+-2(t—s—1)=4s— 4t +2

et il suit donc que

“l%

inf (d(z,y): x € 71,y Do) =+ f(1,1/2) =/1/2 =

Question (5.b) On voit facilement que 23 N 2 = (1,1,1) =: 21 (le point est sur les deux droites et
elles ont des directions différentes) et le point %o N Z est donné par (1+s,1 —s,1) = (t,1 +¢,1)
ou (t, s) est donc une solution au systeéme :

t—s =1
t+s =0
soit t =1/2,s = —1/2 : c’est donc le point (1/2,3/2,1) =: z».

Soient x € %1 et y € P ; on peut écrire x = 1 + 1k et y = 3324—@; on a alors 714 € Dy,
@ € Dy et comme xlxg € D il suit que <m,a}1x2> =0et (:@,xmﬁ = 0. Il vient alors :

d(z,y)? = |Z0)|? = |7z + 2125 + 2202
= ||Z1@3||? + (|77 + 2291* > ||71@]|® = d(z1, 22)?
On a donc finalement :

inf (d(x,y) c T ED, Yy E .@2) = d(l’l,l'g)
=(1—-1/2)24+(1-3/2)2+ (1 -1)2=+/1/2

ce qui est bien le résultat trouvé a la question précédente.




