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Abstract

We consider the Gaussian limit law for the distribution of the middle prime factor of an
integer, defined according to multiplicity or not. We obtain an optimal bound for the speed of
convergence, thereby improving on previous estimates available in the literature.

Résumé

Nous nous intéressons & l'approximation gaussienne de la répartition du facteur premier
médian d’un entier, défini en tenant compte ou non, de la multiplicité. Nous obtenons une
majoration optimale de la vitesse de convergence, améliorant ainsi les résultats existant dans la
littérature.

1 Introduction et énoncé du résultat

Pour tout entier naturel n > 2, posons
w(n) = Z 1, Qn) = Z k,
pln k| |n

et notons v € {w, 2} I'une ou l'autre de ces fonctions. Si {g;(n)}1<j<w(n) désigne la suite croissante
des facteurs premiers de n comptés sans multiplicité et {Q); (n)}lgjgg(n) celle des facteurs premiers
de n comptés avec multiplicité, nous écrivons

Qreo(n n Siv=w _
D) i= QT2 S0 ooy ), P = ().
Qram)21(n) siv =290

Dans toute la suite, les lettres p et ¢ désignent des nombres premiers. Posons

®(v) = #/ e 2 dt (veR),
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la fonction de répartition de la loi normale.
Nous dirons qu’une fonction arithmétique f est d’ordre normal g si g est une fonction arithmétique
telle que, pour tout £ > 0, on ait

lim —
T—00 I

{n<a o - gl <o} -1

A T'aide d’une inégalité de type Turan-Kubilius, De Koninck et Katai [I] ont établi que I'ordre
normal de la fonction arithmétique logy p, (1) est %logz 2.[] Par 1a suite, De Koninck, Doyon et
Ouellet 2] ont précisé ce résultat en mettant en évidence un comportement gaussien. Posant

1

Ay (z,t) == —Hn < @ 1 10gy pmw(n) — $logy x < ty/log, x}‘ (x =3, teR),
T

ils obtiennent le résultat suivant.

Théoréme ([2Z, th. 1]). Soit 0 < e < & fixé. Pour tout réel ¢ vérifiant |t| < (logyz)Y/®~¢, nous
avons

1
(1.1) Ay (z,t) = ®(2t) + O<7>
\/l1ogs
En 2023, McNew, Pollack et Singha Roy [4] établissent une version uniforme en ¢ de (LIJ), avec
un terme d’erreur plus précis, soit O((logs )%/2/+/log, ).
Nous nous proposons ici de fournir une version optimale de I’approximation (ILI]). L’étude des lois

locales menée dans [0] constitue I'ingrédient essentiel de la preuve.
Nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Nous avons uniformément

1

v/logy x

(1.2) Az, t) = B(2t) + o< > (z>3,teR).

De plus, le terme d’erreur est optimal.

2 Lois locales du facteur premier médian

Notons .
K= nh_)n;O <Z; — log2n>
qsn

la constante de Meissel-Mertens et v la constante d’Fuler-Mascheroni. Définissons alors

e“H(l—l—ﬁ)e_z/q (z€C) siv=w,

T ewh(l—é)z(l—?ﬂ (2 <2) siv=0

Notons a, = 0si v =w, a, := + si v =, définissons

5
2)e /% w) fu,(w -
(21) fu(z) 3:%)_71/:)(0<§Rz<2), ov(v) ::(12—|_w—\/)7rsz(u) <a,,<v<1,w:: 121 >

1. Ici et dans la suite nous notons log, la k-iéme itérée de la fonction logarithme.
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et posons

= log2p’ Ep 1= ! B3<p<ua).
logy x logy x

Bp = Bp(x) :

Notons d’emblée que
p:e(logm)51) (3<p<a).

Les lois locales de la répartition de py,,(n) dans [1,z] sont données par les quantités
My(z,p) = {n <z :pmu(n) =p} B<p<a)
L’énoncé suivant fournit une estimation de la quantité M, (z,p) pour de grandes valeurs de p.

Théoréme 2.1 ([6], th. 1.1]). Soit ¢ > 0. Sous la condition 1 +& < 8, < 1 — ¢, nous avons
uniformément

(40 Ble
p(log l‘)l_2V Bp(1=Bp) /logy x

(2.2) M, (z,p) =

Pour tout ensemble de nombre premiers non vide E, posons

wn, E) = Z 1 (n>21), QMnFE):= Z k' (n>1), E(z):=

pln,peE pk||n, peE p<z, pek

Dans la suite, nous utiliserons la notation v(n, E') pour faire simultanément référence a w(n, E) ou
Q(n, E). Définissons enfin
Q) :=vlogv—v+1 (v>0).

Lemme 2.2 ([3}, th. 08, th. 09]). Soit po un nombre premier et F un ensemble de nombres premiers
non vide tel que min{p : p € E} > pg. Pour tous 0 < a < 1 < b < pg, nous avons

23) T 1 gy e EEQ0, T 1 gy e IR0,
n<z n<T
v(n,E)<aE(x) v(n,E)=bE(x)
Posons

logs
24 = T > 16).
(2.4) = foggr * 2 16)

Nous ferons usage du résultat suivant.

Lemme 2.3. Sous la conditon |3, — %| > Nz, nous avons la majoration uniforme

X

2.5 M,(z,p) KX ———— (B<p< ).
( ) V(':U p) p(10g2 $)5/2 ( p ':U)
Démonstration. Posons
1 .
s(1—3v si0<ov<ay,
) = ¢ 2030 . ”
1-2yv(l—-v) sia, <v<lLl

Soit 0 < e < 1—17 Nous distinguons selon les valeurs de 3.
Considérons le cas € < 8, < % Puisque

Y (v) = %(1 —3v) > % (v

N
Y=

);
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nous déduisons directement de [0l th. 1.1] que

X

(26) M,,(x,p) < W

Lorsque % < Bp <1 —¢, nous avons

’YV(Bp) =1~ 2\/ /Bp(l - Bp) > ’YV(% - 77:(:) = ’YV(% + 7790)'

Un développement de Taylor & l'ordre 4 fournit
YW +0) =202+ 00" (v<1).
Une nouvelle application de [6l th. 1.1] permet alors d’obtenir
x < x
p(log z)2i+00) \ flogyx  p(logy x)*/?

Il reste & traiter le cas des valeurs extrémes de 3,. Lorsque 8, < ¢, nous distinguons deux cas
selon les valeurs de v(n). Si v(n) < +logy z, la premiére formule ([Z3) fournit la majoration

x
(2.8) > 1< > 1< {iog 2]

n<z, p|n d<z/p
v(n,P)<(logy ) /4 w(d,P)<{1+P(z/p)}/4

(2.7)  My(z,p) <

(5 <Bp<1—e 1By — 3l >ma)-

Si v(n) > zlogyz, alors n posséde au moins (logyz)/8 facteurs premiers dans lintervalle
[3,exp{(log z)°}]. Posons P; := [3,exp{(log x)¢}]. Le théoréme de Mertens permet d’obtenir, pour
x assez grand, la majoration

P, (%) =clogyx + O(1) < 2elog, x,

de sorte qu'une application de la deuxiéme formule (23] fournit

€T
(2.9) 1< 1€
ng,;m d;;p p(log z)@(1/16
v(n,P1)>(logy x)/8 Q(d,P1) 2Py (z/p)/16e

puisque 1/16e > 16 > 1.
Enfin, le cas 3, > 1 — ¢ reléve d’un traitement analogue au précédent.

La majoration (23] est alors une conséquence de ([20)), [2.7), 2.8) et [29). O

3 Preuve du Théoréme [1.1]

Rappelons la définition de A, en (LT]). Posons
Az, t) = %loggzlt +ty/logyx, Ppi:=[3,exp (eA(m’t) ) [ (r >3, teR),

de sorte que

A,,(x,t):é 3 1:% Z S

n<T n<z
logy pm,v (n)<A(z,t) log2 p<>\(:c t) pm,v(n)=p
LS wew =t Y e
psx E:Pac t

p<exp(eA(”’t))
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Définissons

'P;t = [exp <\/10g:ne_vlog3x),exp (e)‘(x’t) ) [, Pot=Pup~ ﬂ’;t (x > 16, t € R)

et remarquons d’emblée que T;t = @ deés lors que t < —y/logg, et donc P, = P, ;. Notons
également que

1 1
pePl o5 —n < B <3+itVe,
de sorte que, d’aprés (2.2]), nous pouvons écrire

1 {1+ O(ex) Yoo (Bp)x
3.1) A, (x
(3.1) Ay(z,t) = { gp; pllog )~ A/W@

Z M, (z,p) } 28y (z,t) + Eu(x,t).

peP;,
Rappelons la définition de g, en (2] et posons

K (Bp)
v) =2yl —v)—1(0<v<]l), @gap):= g,,(ﬁp)(l(;gx) (x>3,a, < Bp <1,

= D gualp) (@=16, tER)

pe?;r,t

(3.2)

Réécrivons 8;, sous la forme d’une intégrale de Stieltjes. Il vient

oy S0 /T . Geal0)d) = /  ua(0)dli(w) + /  0a(0) Afm(o) — 1))

=:J1(z,t) + Ja(x, ).

x,t :Pac,t

Nous traitons Jo comme un terme d’erreur. Une forme forte du théoréme des nombres premiers
fournit I'existence d’une constante ¢ > 0 telle que 7(t) — li(t) < te~VI8t (¢ > 2) (voir e.g. [T
Théoréme I11.4.1]). Une intégration par parties implique

(3.4 32(0.0) = [9a0)70) = 50D, = [ dhalo)lr() = TiC0)}do

x,t

D’une part, le terme entre crochets peut étre majoré par
(3.5) (log x)ﬁ(ﬁe"p{me"p(*\/@)) exp ( — ¢(log x)1/4 e_@ﬂ) < e (log )/
D’autre part, puisque log g, . (v) = log 0, (8y) + K(By) logy  — log v, nous pouvons écrire
/
Zzzg; B O(vligv) B Uljgl(z)ﬁf);x + O(vl(}gv) B % B _% + O(vligv)

Ainsi g, ,(v) < 0 pour z assez grand, donc g, , est décroissante sur iP;r’t. Une nouvelle intégration
par parties permet alors de montrer que l'intégrale de ([B.4) est

1/5

(3.6) < / g%m(v) e—cViogv 4, + e—(logx)1/5 < o—(l0g )
g)Jr

x,t

De (33) et ([3:0), nous déduisons que

(3.7) Jo(z,t) < e~ (log )/
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Enfin, nous avons

. gu,m(v)
(3.9) 9y (1) = /? e

de sorte que, d’aprés ([B.3), (B1) et (B3.8]), nous obtenons

% Gv.z(V) —(log z)1/?
3.9 8y (z,t) = ———=dv+0 8 .
(39) o= [ e o(e )
Rappelons la définition de 7, en ([24]) et posons

B, = (3 —me i+t (2216t €R), hyy(v) = 0,(v)(log )" (g, < v <1).

Remarquons que B;t = @& dés lors que t < —n,. Rappelons les définitions de 8, en (BI]) et de 8
en ([32). Avec le changement de variables v = e(1°8 )” nous obtenons, d’aprés B9,

(3.10) Sy (2,8) = {1 + O(ex) ]/ 1085 @ /3  hua(8)dB.

Nous évaluons &, en distinguant plusieurs plages de valeurs de ¢.
Considérons dans un premier temps le cas t € [ — \/ logs x, \/ logs :1:] La fonction x atteint son
maximum 0 en 5y = % Un développement de Taylor a 'ordre 4 fournit

(3.11) K(Bo +v) = —202 +O(v?) (v<1).

Un second développement de Taylor a l'ordre 1 fournit

Qu(ﬁo + U)
3.12 ————==14+0(v v <L 1).
( ) QI/(BO) ( ) ( )
Les formules (3.11)) et (B:12]) fournissent le développement
hl/ €T —
(3.13) % = {14+ 0(v+v*logyz)}e 20 logy (x 23, v<1),

de sorte que

tes Ve t\/Ex
(3.14) / fualbo t0) g, / e~20% 082 gy 4 O / {[v] + v" logy 2} ™2 1027 dy ).

Evaluons l'intégrale principale du membre de droite de (B.I4). Le changement de variables u =

2vy/log, x fournit
t\/ex 5
/ e—2v logy dv =

2t
#\/ e_u2/2 du'
1 2¢/logy x J-2,/10g; =

Puisque, par ailleurs

e—2logz @ )
< gy,

—24/logz 2/9
e du < ———
/_oo \/1ogs

(3.15)
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nous obtenons

/t\/a e—2v2 logy dv = {1 + O(‘S%)}\/Eq)(2t) ]
N 1/ 210g2$

Evaluons désormais le terme d’erreur de ([B.I4]). Nous avons d’une part

tVE 20?1 HVE 20?1
(3.17) / |v] e™*V 982" du < / lu|e™ 9827 dv < e,
—MNx —MNax

(3.16)

uniformément par rapport a t, et d’autre part,

NG
(3.18) (logy ) / vhe 2 lom T gy « {1+ e 2 1e3/? « €372,
-

En regroupant, les estimations ([B.16), (B.17) et (3I8), nous obtenons, d’apres (3.14),

[ el ), YT O/ 02N
Nz hu,:c (BO) \/ 2 10g2 X )

En remarquant que h,, ;(8y) = y/2/m, nous déduisons des estimations ([BI0) et (BI9) que
(3.20) 8y(w,t) = ®(2t) + O(/e5).
1

Il reste a évaluer le terme d’erreur &, (z,t) défini en (B.I)). Puisque p € P, = B, < 5 — 7z, noOUS
sommes en mesure d’appliquer la majoration (2.I]). Nous obtenons ainsi

1 3/2,
(3.21) Z M, (z,p) < o s > —<<e

pe?z,t pe?z )t

(3.19)

d’apreés le théoréeme de Mertens. En regroupant les estimations ([B:20]) et (B:2I]) nous obtenons bien
(@2).

Supposons désormais que t < —y/logs x. Rappelons dans ce cas que ‘P;t =&, Pyt = Py et
par conséquent, A, (x,t) = €,(z,t). D’'une part, a 'aide d’'une nouvelle utilisation de ([Z3)) et du
théoréme de Mertens, nous avons,

1 1
A t)=— > Mfep) <= Y Mrp) <
peow(ernt) Py
<< —Nx

et d’autre part, d’apreés (B.15),
®(—2¢/logy r) < £2.

Les deux membres de (2] sont donc absorbés dans le terme d’erreur O(,/2,).
Il reste a traiter le cas ¢ > (/logs x. Nous pouvons écrire

1
A=t Y M+ ) Myfap)}
(322) pg()xp(CA(x"/lOg3 :c)) CXp(CA(x,\/logi; x))<p<CXp(OA(x’t))

= A, (:17, V/logs x) + E,(z,t).
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Nous avons déja démontré que
(3.23) Ay (z,y/logz z) = ®(2\/logz z) + O(Vez) = 1+ O(V/z,).

Il nous reste a évaluer le terme d’erreur B, (z,t). Puisque p € [exp(e*® V1983 2)) exp(er®:1)], nous
avons % + 1 < Bp < % + t\/gz. Nous pouvons appliquer une nouvelle fois la majoration (2.3]) et
obtenir ainsi

1 1 3/2
(324) EV(.Z',t) < W Z ]—9 Le/".
pr(ck(:‘c'\/@))<p<CXp(CA(x’t))

En regroupant les estimations ([3.23) et ([3:24]), nous obtenons, d’aprées (3.22)),

Ay (z,t) =14+ O(y/2z).

Enfin, puisque ,
P2t)=1+0e ) =1+0(/ez) (t=+/loggz),

'expression 14+-O(,/€;) constitue une formule asymptotique pour chacun des deux membres de (L2).

Il reste a justifier 'optimalité du terme d’erreur de (L2]). Remarquons d’emblée que le terme
d’ordre /g, est issu des formules ([2.2)), B17), [BI8), tous les autres termes d’erreur sous-jacents
étant o(,/g;). L’étude menée dans [5] de la valeur moyenne du facteur premier médian fournit une
expression explicite du terme d’erreur dans la formule ([2.2)), qui est donc optimal et o(,/g;). Par
ailleurs, un développement de Taylor a l'ordre 6 permet de préciser la formule ([BI3]) sous la forme

hu,m (50 + U)
hl/,x (/80)

oll 7 est une constante absolue non nulle. Un calcul de routine montre alors que, pour ¢t = 0,

= {1+ v — 2v*logy = + O(v? + v log, x)}e_zv2 g2 (2 >3, v < 1),

T+ o(1)
- =< \/E,.
4./logy x

Cela termine la démonstration. O

0
V1ogs x {1v — 2v%log, z} e 207 log @ ) —
-
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