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Abstract

We estimate the local laws of the distribution of the middle prime factor of an integer, defined
according to multiplicity or not. An asymptotic estimate with effective remainder is provided
for a wide range of values. In particular this enables to precisely describe the phase transition
occurring in the relevant distribution.

Résumé

Nous évaluons les lois locales de la répartition du facteur premier médian d’un entier, défini
en tenant compte ou non, de la multiplicité. Une formule asymptotique avec terme d’erreur
effectif est fournie pour un large domaine de valeurs. En particulier, cela permet de décrire
précisément la transition de phase qui s’y opére.

1 Introduction et énoncé du résultat

1.1 Description et historique du probléme

Depuis les travaux fondateurs de Hardy et Ramanujan [5], la répartition des facteurs premiers des
entiers constitue, au sein de la théorie probabiliste des nombres, un domaine privilégié d’investiga-
tion.

Pour tout entier naturel n > 2, posons

w(n) = Z 1, Qn) := Z k,

pln pF||n

et désignons par {g;(n)}1<j<wm) (resp. {Q;(n)}1<j<am)) la suite croissante des facteurs premiers
de n comptés sans (resp. avec) multiplicité. Le théoréme d’Erdés-Kac [2] stipule que, pour v €
{w, 2}, la relation asymptotique

Hn <o vn) <logyr + t/logyw | = B(1) +0(1) (2 o0),

X
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ou ®(t) := ffoo e /2 du /v/27 désigne la fonction de répartition de la loi normale, a lieu uniformé-
ment en ¢t € R, et Rényi et Turan [I5] ont fourni une évaluation optimale du terme d’erreur. Ici et
dans la suite, nous notons log;, la k-iéme itérée de la fonction logarithme.

Erdoés [3] a énoncé en 1946 une loi du logarithme itéré impliquant que, si {(x) — oo, 'encadrement

(L.1) |logy gj(n) — jl < (1 +€)y/2jlogyj  (&(x) <j <w(n))

est valide pour tous les entiers n < z sauf au plus o(z) exceptions : voir [4, th.12] pour une
démonstration.

La littérature contient de nombreuses variations sur le theme de la répartition usuelle des g;(n).
Mentionnons, a titre d’illustration, que des développements ultérieurs ont permis de I'utiliser pour
fagonner un modeéle du mouvement brownien : voir notamment Manstavicius [10], [1T], [12].

Plusieurs travaux récents portent sur I’étude du facteur premier médian

w(n n Si vV =uw,
Pw(n) = { I )/21(n) i
Qm(n)/ﬂ (n) siv=AQ.

Ameéliorant une estimation de De Koninck, Doyon et Ouellet [6], McNew, Singha Roy et Pollack
[14] ont ainsi obtenu I’évaluation uniforme en t € R

{log; 33}3/ 2

1
(1.2) —Hn < 2 :1ogy Py (n) — & logy © < ty/log, :EH = ®(2t) + O(
v/logs x

X

) (z > 16).

I[ls montrent également que

(1.3) Z log pm.a(n) = Agz(log 513)1/@{1 + O(%) }

ou la constante Aq =~ 0,414005 est précisément définie. Pour certaines plages de valeurs du para-
métre p, ils proposent en outre une formule asymptotique pour les lois locales

n<e

(1.4) Mq(z,p) == {n <z :pma(n) =p} @B<p<La).

Dans la série d’articles dont le présent travail constitue le second volet, nous nous intéressons a
certains problémes laissés ouverts. Dans [I7], nous montrons que, pour v € {w, Q}, le terme d’erreur
optimal de ([2) est < 1/y/logy z, et que cette valeur est optimale. Dans [I6] nous obtenons le
développement asymptotique

(1.5) Z log pmv(n) = A,z (log :E)l/‘p{l +

n<x

> wey )} 2

1<y

valable pour tout J € N fixé et ott A, et la suite réelle {c,;};en+ sont précisément définies. Comme
¢,1 # 0, la troncature de (LI) au premier ordre fournit une formule asymptotique avec terme
d’erreur optimal =< 1/log, z, améliorant ainsi significativement ([L3]).

Dans cette seconde étude, nous nous proposons de préciser et de généraliser les résultats concernant
les lois locales. Il s’agit donc d’évaluer, dans I’ensemble du domaine log, p =< log, x, les quantités

(1.6) M,(z,p) = {n <z :pmo(n) =p} we{w Q},3<p<a)

1. Dans [14], les auteurs indiquent Papproximation numérique Aq ~ 1,313314, qui est erronée.
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Nous verrons que le cas v = €0, seul considéré dans [I4], est de difficulté technique trés supérieure au
cas ¥ = w. Ce phénomeéne remarquable tient & I'influence des petits facteurs sur la taille du facteur
premier médian. Leur présence ne perturbe significativement la croissance de la suite des facteurs
premiers que s’ils sont comptés avec multiplicité. Ainsi, le comportement de M, (z, p) s’avére régulier
dans toute la zone logy p < log, z, mais celui de Mq(x,p) présente un changement de phase autour
de la valeur critique 3, := (logy p)/logy x = %

Alors que le travail [I4] ne fournit pas d’estimation pour Mgq(z,p) lorsque |3, — %] < €, nous
nous sommes particuliérement attachés & décrire précisément la transition de phase. Hors de cette
zone critique, nous proposons une amélioration significative des termes d’erreurs relatifs obtenus
dans [14]. Les résultats relatifs au cas v = w sont par ailleurs nouveaux.

Mentionnons enfin que McNew, Pollack et Singha Roy [14] considérent plus généralement le facteur
premier a-positionné défini par pgl) (n) == Qraom)) (0 < a < 1). Nos méthodes sont adaptables
sans difficulté & ce cas. Nous avons préféré restreindre 1'étude au cas a = % afin de préserver la

clarté d’exposition et éviter la prolifération de détails techniques sans intérét théorique.

1.2 Notations

Dans toute la suite, les lettres p et ¢ désignent des nombres premiers. Notons « la constante de
Mertens et v la constante d’Euler-Mascheroni. Définissons alors

e“H(l—Fﬁ)e_z/q (z€C) siv=uw,
g{u(z) = ! 1\ 2 2\ —1
) I (1 - 5) (1 - 5) Rz <2) siv=0Q,
q
1
H5(2) = (1 — 22)Ha(z) (Rz<3), bh:=F5(2) =1 <1+7 ~ 1,201304.
b() 1= (1-$2)Ha(z) (R= <3) 22 =1 ] =3)
Notons a, :=0siv=w, a, := % si v = 2, définissons
3, () e 2 : 3ho 2
W(2) = ———— 2), = —2 Ré 12) = ———
s fu(2) T +1/7) (0<Rz<2) ¢ T Reés(fa;2) NG
. ) ;
ov(v) == % (ay <v <1, w:=+/(1-v)/v),
et posons
logy p 1 1
1. = = = , =0,— = <p<
(1.9) Bp = Bp(z) log, o’ logy @ pi =0 —35 (B<p<a)
Notons d’emblée que
(1.10) p=elEd™  _l<g <t (B<p<a)
Désignons par P I’ensemble des nombres premiers et considérons le domaine
(1.11) D = {(z,p) € [3,00[x P : eloa2)® < )  llog )™ b (0<e<3).
Posons, pour 3 < p < x,
Ve |0 €x
m =& —— 7> m = T 5 9{ =
=g+ 5 oz p) o8 2= /Ex + - >

(112) 1 : max(v,0)2/2 poo
{5(1—30) si0 < v < ay, emax(v,0)*/ 2 gt

wlv) = 1-2y/v(l—-v) sia, <v<l, V()= V2r v
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Nous avons ainsi

W(v) = 21m+0(vi3) (v s 00), U(w)=1L+0() (v 0).

1.3 Reésultat principal

Notre objectif est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1.1. Soit 0 < e < % Sous la condition (x,p) € D¢, nous avons uniformément

{1+ O(ex)}ow(Bp)
p(log z) )\ /logy &’

(1.13) M(z,p) =

(1.14)

{1+0®)}fcx {14+0R1)}ca(logp)®? .
p(logz)2Bs) p/log T si 6, < —/10g, logs z,

1+ OR U 5\/125 -
Mq(x,p) = {1 +O0®)}ca ( /6) si —\/108x10g3$<(5p<€;25/5,

)
p(log )12 (%)
{1+ ONR3)}oalBy)z

p(log x)7e (Bp) /logy

Remarques. (i) La fonction vq est de classe C! sur ]0, 1].

si 0p 2/5.

(ii) Il est & noter que Mq(z,p) > M, (z,p) pour 5, < % Cela refléte la disparité de I'influence des
petits facteurs premiers mentionnée au paragraphe [Tl

(iii) Dans le domaine 6, < —4/10e; logs z, nous avons Ry <K /e.
iv) A la frontiére 6, = —+/10e, logs =, nous avons
(iv) p g3

Ry < (logs x)g/z\/&t_ = Ry (log, a:)z.

(v) Au point critique 3, = %, NOUS avons

{1+0(/e)} e (p
2plogp

Mg (z,p) = z3,r= e(logp)s).
(vi) Dés que 6, > 1, nous avons Ry < Ry < ., améliorant ainsi le résultat principal de [14].
(vii) Un ingrédient essentiel de la preuve du Théoréme [[.Tlest 'estimation uniforme de la quantité

1
Y- =3 k=),
Prmsy
Q(n)=k

obtenue en ([BI3) et qui généralise et précise un résultat récent de Lichtman [9].

Nous démontrons la formule (LT4]) en trois étapes. Au Théoréme 2] nous estimons Mq(x, p) pour

des valeurs de [, satisfaisant & la condition |§,| > /5. Le Théoréme [5.3] fournit une estimation
analogue dans le domaine |9,| < ¢ 1/ 3 . Enfin, & la section 6] nous optimisons le terme d’erreur dans

'intersection des domaines de Vahdlte des formules ([£23]) et (514]).
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2 Domaine de contribution principale

Posons

1 si n)=np,
Xop() = { P =P s,
0 sinon,

de sorte que

(2.1) M, (x,p) = ny7p(n).

n<e

Ce paragraphe est consacré a mettre en évidence une plage de valeurs de v(n) dominant la som-
me (20)). Nous aurons usage des deux lemmes techniques suivants.

Lemme 2.1 [16], lemme 2.1]. L’estimation

kxlog x
(2.2) Yok T
Q) ok

a lieu uniformément pour k > 1, x > 2.
Posons
(2.3) Q(v) :=vlogv—v+1 (0<wv<l).
Lemme 2.2 [13], lemmes 4.5 et 4.7]. Soient 0 < a < 1 < b. Pour v > 1, nous avons
n ev(1-Q(a))

(2.4) Z P A—a)yav

n<av

Z Un \/l;ev(l_Q(b))

(2.5) vo L vee T 7
el nl " (b—1)v2mv
Soit W_; : [-1/e,0[—] — 0o, —1] la branche négative de la fonction de Lambert, réciproque de la
fonction z — ze?, de sorte que w(t) := e!*W-1() est 'unique solution dans |0, 1] de w(logw—1) = et

pour t €] — 1/e,0[. Posons alors

ke (V) ::w<€_2 :(1_U)) (O<e<ie<v<l—ce).

Ainsi k.(B)) est I'unique solution dans |0,1[ de I'équation v(1 — logv) = 24/B,(1 — B,) — €. La

fonction k. est concave sur [e,1 — ¢] et atteint son maximum w({ —1}/e) < lenv =1

3
Définissons encore, pour 3<p <z, 0 <e < %,

o ' v(n) 2
Ay c(p) = {n <z k(fBp) < og, 7 < log2}'

Lemme 2.3. Soit 0 < e < % Sous les conditions x = 3, € < B, < 1 — ¢, nous avons uniformément

(2.6) Z Xvp(n) < °

Y (Bp)te”
ne(l,x)NAv.(p) p(lOg 33‘) g
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Démonstration. Une application de ([2.2) avec k := |2(logy x)/log 2| fournit

1
(2.7) > )< > 1 2520

plogx
n<T d<z/p
v(n)>2(logy x)/ log 2 Q(d)>|2(log, x)/log 2] —1

Cette majoration est compatible avec ([2.6)).
Par ailleurs, d’aprés I'inégalité de Hardy-Ramanujan nous avons, pour une constante positive cg
convenable,

log2 x+co)kt
2. Y o1< >3, k> 1)
(28) = (k—1)!logz (z>3k=>1)
w(n)=k

Puisque £.(8,) < w((e —1)/e) < L pour 0 < e < &, ¢ < B, < 1 — ¢, nous obtenons par (24)

z (logy x)*!
V() < 1 108 @)
nxT <x/p <Ke 0go T
(29) v(n)<ke(Bp) logy x w(d)<Ke(Bp)logy x ! ’
X
< p(log x)Q(’{E(BP))’

ou @ est la fonction définie en ([Z3)). Puisque .(fp) est I'unique solution dans ]0, 1] de I’équation
v(1 —logv) =2./Bp(1 — ) — €, nous obtenons que le membre de gauche de (2Z9)) est

xT

(2.10) < .
p(log :E)1_2 Bp(1=Bp)+e

En regroupant les estimations ([2.7) et (2.I0]), nous obtenons I’estimation annoncée puisque 7, (v) <
1-2y/v(l—-v) (0<v<l). O

Nous scindons I'étude de la somme (2.1 selon la parité de v(n). Posons ainsi

Ml/,L(x7p) = Z Xu,p(n)y Mu,w(xyp) = Z Xu,p(n) (3 <SP < 517),
n<x n<x
v(n)=1(mod 2) v(n)=0(mod 2)
(2.11) Sop(zy)i= > 1 (k>1,3<y<a).
n<e
P~ (n)>y
v(n)=k

Dans la suite, nous travaillons essentiellement sur la somme M, ,(z,p), plus commode pour les
calculs, et précisons les résultats analogues concernant la somme complémentaire M, (x,p) lorsque
cela est nécessaire.

Rappelons la définition de D, en (LII]) et posons, pour 0 < & < %,

Te(w,p) = [2k(By) logyw — 1, g logy #] AR, ((w,p) € D. ),

(2.12) My (x,p) = My, (z,p):= Y > @ ( )

k€Je(x,p) a<z/p
Pt (a)<p
v(a)=k
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Proposition 2.4. Soit 0 < e < % Nous avons ’estimation

(2.13) My, (z,p) = My (x,p) + O(W) ((z,p) € D).

Démonstration. En représentant tout entier naturel n > 2 sous la forme n = apb ot p = py, (1),
Pt(a) == qruw(a) < p, P7(b) = qum)w(a) > p avec la convention P*(1) = 1, P~(1) = oo et
v(a) = v(b), nous obtenons

Muzp)= Y > Sai= Y ¥ @k(aipp)

k<(logz)/log4 a<z/p b<z/ap k<(logz)/log4 a<xz/p
P*(a)<p P~ (b)>p P*(a)<p
v(a)=k v(b)=k v(a)=k

Par ailleurs, une application de la majoration (2.0) fournit

Ml/,b(x7p) = Z XV,p(n) + Z Xu,p(n)

’ﬂeAu,s(p) nG[l,m)\Au,g(p)

x
= M:L ) +0 )
’ (33 p) <p(10g $)1—2 ﬁp(l—ﬁp)+5>

ce qui fournit I'estimation annoncée puisque v, (v) <1 —2/v(1 —v) (0 <v < 1). O

3 Estimations liées aux lois locales de v(n)

Posons, pourt e R, 3 <y < x,

log t—1 ho(2) e 7F
= r : z) = ———
logy’ why 0 I'(z+1)

(3.1) U= Uy (z € C).

B logu’
L’énoncé suivant fournit une estimation de ®, 1 (x,y) lorsque k € J-(x,p).

Théoréme 3.1 [16, cor. 3.3]. Soit A > 1. Sous les conditions 3 <y < /z, 1/A < ry 5, < A, nous
avons uniformément
ho(rx,km)x(logu)k‘l{l —|—O< 1 >}

(k—1)!logz log u

Nous aurons ensuite besoin d’estimations précises pour la quantité

(32) <I>l/,k($7y) =

1
(3.3) Mky)= Y~ (y=3.k>1),
Pt(n)<y

v(n)=k
dans différents domaines de valeurs de k. Notons également, pour n € N*,
YJ 1 [" e
3.4 Py(Y):= ., dv) = — e /2 dt (veR).
(3.9 )= 3 G %) =/ (veR)

Nous aurons besoin du lemme technique suivant fournissant des estimations de P,(v) en fonction
du rapport n/v.
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Lemme 3.2. Soient n € N, v > 1. Notant ¢ := n/v, nous avons les estimations

n

(3.5) P, (v) = ﬁ{l + 0(0{1—3@2)} (0<1),

(3.6) Po(v) = ¢ {@("—JE’”) + 0(%)} (w>1,1n30),

(37) Poe) = ¢ {1+O<£_71}Q\(/_)>} (0> 1)

Démonstration. Lorsque p < 1, nous pouvons écrire

1 e’ dz
Pw)=-—¢ S
) =5 fézzg (1—2)zn1

Puisque, par ailleurs,

11 Z—0 (= —0)’
1—2_1—Q+(1—Q)2+(1—Z)(1—Q)2 (o] <1),

nous obtenons

o 1 e™(z — 0)°dz
(3.8) Bv) == T ama =02 7%4:9 (=)

Or, le module de l'intégrale du membre de droite de (B.8]) peut étre majoré par

2—n m n .2—n o] n
4 9| 10 2 e —nd?2 92 vo
3.9 / VBV 1™ 11° dY < / e A« ——,
(3.9 l—0)_, | | -0 J n!(1—o)v

d’apres la formule de Stirling. La formule (B3) s’ensuit en regroupant les estimations (3.8) et (3.9]).
Afin d’établir la formule ([36), posons y := (n — v)/y/n, z == (n — v)/\/v. Lorsque n < 3o,
I'estimation souhaitée résulte directement de (B.5) puisque 'on alors

Po(v) < % < o)<

VU

Dans le cas %v < n < 2v, nous avons y < z, d’oil

b
NGt

1 2 e 2 eV /A n —v)2  yRe ¥4 1
10) ®(2) — ®(y) = — —t°/2 /Ay - .
(3.10) (2) — B(y) \/%/y et ey« T M

Nous sommes donc en mesure d’appliquer [8, lemme 2.1| sous la forme

Po(v) = B(y) + 0(%) —B(2) + o(%).

Enfin, lorsque n > 2v, nous avons g > 2 et la formule ([3.6]) découle de (23] qui fournit
1
Pn(?}) =e" {1 +O<%>},

alors que ®(z) = 1+ O(e™v/?).
Enfin, la formule ([B7)) est une conséquence directe de (23] puisque, lorsque o > 1,

Pn(v)zeU—Z%:ev{l+O<%>}. :
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Pour n > 1, y > 3, posons

P,1(Y)

3.11 Y (=21 R=R,(Y) = ———=.

Pour y > 3, k > 1, notons ., :=sup(1,k/Y’) et introduisons
1

logs y + (log y)2@Wes) \ /logy y

ot la fonction @ est définie en (2Z3]). Rappelons enfin les définitions des fonctions H,,, Hg, en (LT).
Nous obtenons en premier lieu une estimation uniforme de Aq(k,y).

(3.12) R(k,y) ==

(k>1,y>3),

Théoréme 3.3. Nous avons, uniformément,

1+ 0(%(k,y))

(313) Aa(k,y) o

Ho(2R)Pp(2logyy) (k=>1,y2>3).

ot R est définie en (B.11).

Démonstration. Le membre de gauche de (B.I3)) est le coefficient de 2" de la série

ZQ(n)

> = :H(1—§>_1 (2] < 2).

Pt+(n)<y q<y

Une forme forte du théoréme des nombres premiers permet de réécrire cette somme sous la forme

Q(n)

Z z = %Q(z)(logy)z{l + O(L)}

Pt (n)<y log y

La formule de Cauchy implique donc, avec la notation (7)),

1+Oﬂﬂgw% 3 (=) e 022 ¥
3.14 Aalk,y) = ————= — e dz.
( ) Q( 7y) I -|=2R (1 _ Z/Q)zk-i-l &
Afin d’alléger les notations, posons
k
(3.15) YVi=2logy (y=3). o=y (y=3keN),
et effectuons le changement de variables s = %z. Nous obtenons
1+ 0(1/logy) jé H; (25) eV
Aalk,y) = ——F——F——F7 ————ds.
a(k.y) 2k (2711) i (1— 5)skT1 s

Remarquons alors que, pour k € N,

1 esY Y
— ——ds = e :Pk(Y)-
27 Jig)=g (1 — s)sk+1 Oggk

1 (s — R)e*Y

2—71"5' ‘ |_Rmd3 = Pk_l(Y) — RPk(Y) = O,
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de sorte qu’en posant

1 eV (s — R)*p(s)

d
2mi sl=r (1 —s)shtl *

1
p(s) 22/0 (1 =13 (R+t(s — R))dt (]| <3), E(k,y):=

nous obtenons

35(2R)Pu(Y) + E(k,y) fivo(-)}

(3.16) Aalk,y) = o o

Traitons le terme d’erreur E(k,y) comme dans [I], th. 1].
Supposons dans un premier temps que k <Y —+/Y. En particulier, o < 1 —1/VY. D’aprés (33),
nous avons

Py

(Y) vk 0 1
(3'17) R = (1Y) _1_W:Q+O<m>29+0<ﬁ).
Posons P2
I E RN
de sorte que ;
_1 ™ " (s)
E(k’y)_Z—m}{| Rwds.

La fonction ¢ étant holomorphe sur D(0,3), elle est bornée sur le disque unité. Nous avons donc,
pour une constante convenable A,

'@ = 7= |1+ Tl < g2 (1+ L) can o) (el <o

oil la constante implicite est absolue. Puisque s + e*¥ ¢*(s)/s*T! n’admet aucun pole dans le

domaine R < |z| < p, nous obtenons en vertu de [16] lemme 3.1],

Yk(o—R)?2  P.(Y
Blk.y) < (1(39)@) < kz(/)’

d’apres [16, (3.4)], B3E) et BIT). Ce terme d’erreur est pleinement acceptable au vu de (BI3)
puisque ji5,,, = 1 et donc R(k,y) < 1/Y.
Supposons ensuite que k > Y + /Y, de sorte que p > 1+ 1 / VY. Nous déduisons alors de B0
et de la formule de Stirling que
Yk Yk k=Y e~ YQ(o)

(3.18) 1=R= 15w < om <oy

Puisque R < 1 < p, nous pouvons appliquer le théoréme des résidus afin d’obtenir

esY *(g
(3.19) /s|—g S%f) ds = E(k,y) —e¥ (1 — R)%¢(1).

Remarquons que |¢*(s)| < 1 lorsque |s| = p. Le module du membre de gauche de (8I9) peut donc
étre majoré par
QoY oo ooV oY {1-Q(0)} P.(Y
—k/ e QY < < <« 2
—0o0

0 VY VY VY eYQlo)’
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d’apres ([B7). En regroupant les estimations (BI8)) et (3:19), nous obtenons

Py (Y)
TV v

Il reste a étudier le cas |k — V| < VY. Puisque R < 1, nous avons |z — R| < |1 — 2| (|z] = R) de
sorte qu’avec la majoration triviale Py (Y) < e¥', nous pouvons écrire

(3.20) |E(k,y)| < (k=Y +VY).

RE-1 Y

RY 0 P.(YV)eY (R-1-¢log R)
(3.21) \E(k:,y)y<<e—/ 19| e B qy <« k()e .

La majoration ([BI8) étant encore valable lorsque |k — Y| < /Y, nous obtenons
(322) eY(R—l—glogR) << eY(R—l)(l—Q) << 1
En effet, lorsque p < 1, c¢’est immédiat puisque R < 1. Enfin, lorsque ¢ > 1, nous avons

— 1 e YQ(o)
(R—l)(l—g)<<% <<%.

Nous déduisons alors le résultat annoncé des estimations [B.16), (3:20), B2I) et (3.22)). O

Le Théoréme fournit une estimation uniforme de la quantité Aq(k,y) en les variables y et k.
A P’aide des estimations des sommes partielles de la série exponentielle obtenues au Lemme [B3.2]
nous pouvons déduire de (BI3) des estimations effectives de Aq(k,y) dans des domaines restreints
de valeurs de k. C’est 'objet des trois énoncés suivants.

Corollaire 3.4. Soit A > 1. Nous avons, uniformément pour 1 < k < 2logyy — Ay/logy y,

029 otk =30 () B8 o )

Démonstration. Conservons les notations (BI5). En injectant l'estimation ([B3]) dans (BI3), nous
obtenons, pour les valeurs de k considérées,

35, (2R) (logy y)* k
(3.24) Xk, y) = 9(1_@]; {1+O(A210g2y)}'

Or, l'estimation ([3.0) fournit également

S e i e o R gl

Puisque 3, (2) = (1—2/2)H(2) (Rz < 2), le résultat annoncé s’ensuit en regroupant les estimations

et ]
B.29) et (B.25)
Rappelons que h = H§(2).

Corollaire 3.5. Nous avons, uniformément pour 0 < € < %, (2+¢e)logyy < k < (logy)/log2,

lo 2 vk
(3:26) ralk,9) = %iky){l i O<6(10g y)2Q0+¢/2) og, y>} v >3)
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Démonstration. Les paramétres Y et o étant définis par (8:I5]), nous avons g > 1—1—%5. En substituant

(7) dans ([B.I3), nous obtenons
9, (2R) e¥

! {1 " 0< Ve ) }
2 e(log y)*?01+</2)\/log, y

Une nouvelle application de ([3.7) permet d’écrire

(3.27) Aa(k,y) =

P (Y -Q()Y
(3.28) R:M:1+O<L>,
Pe(Y) VY {e—1}
L’estimation (3.26]) résulte des deux formules précédentes. O

Le Théoréme B3] permet de préciser le comportement de Aq(k,y) dans le domaine critique des
valeurs de k, soit k ~ 2log, y. Posons, pour k € N, y > 3,

k—t
Ak(t) = 7 (t 2 1), Ak7y = Ak(2 10g2 y)

Corollaire 3.6. Nous avons, uniformément pour y > 3, k > 2,

h(logy)?

(3.29) Ak, y) = T{<1>(Ak7y) +0<%§_§Z’>}.

Démonstration. Conservons les notations (3.10]). En utilisant ([B.6]) afin d’estimer Py (Y") dans (B:13),

nous obtenons

* eY
(3.30) Nk, y) = HEOGE: 32/?}%9(21%) {(I)(Ak(Y)) + 0(%) }

Nous avons k =Y + A;w\/?. Soit K une constante positive assez grande. Lorsque A, < —K,
nous avons ¢ < 1. Dans ce cas, la formule ([3.3]) fournit

k 1
R==414+0(—=] ¢,
olw )l
de sorte que

(3.31) 3¢ (2R) :3{5<2§{1+0<%> }) :h+o<’A\’f/g>‘>.

En regroupant ([3.30) et (3:31)), nous obtenons bien (B.29)).

Lorsque |Ag | < K ou [Ag,| > K, les formules ([B.6) et (31) respectivement fournissent

(28) = h+0(—).

et la formule ([B:29]) est alors obtenue en reportant la derniére estimation dans (3.30). Cela compléte
la démonstration. O
Remarque. Bien que valide uniformément en y et k, cette estimation n’est pertinente que pour des
valeurs de k vérifiant |k — 2logy y| = o(logs y).

Enoncons enfin une estimation de la quantité A, (k,y) dans un domaine restreint de valeurs de k.
Posons

Tpy o (tGR, y>3)

- logs y
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Théoréme 3.7 [16], th. 3.4]. Soient 0 < a < b. Sous les conditions y > 3, k € N, a < v, < b,
nous avons uniformément

(3.32) Aoy ) = Zelth)(og 0N {1 +0 (log12 y) }

k!

Rappelons la définition de ¢, en (LA), celle de J.(z,p) en (ZI2), et remarquons que, pour
0<e< %, nous avons

/‘ie(ﬁp) < < 1 “e(ﬁp) + O(ey) 1+ 0(ez)

S V%p X s < ok, <
28, P B,log2 2(1 - 8p) PP (1 - B,) log 2

((z,p) € De, k € Te(z,p)).

Rappelons encore la définition de hg en ([B.1)), celle de M, (z,p) en ([ZI2) et posons, pour k > 1,
3<p<uz,

hO (Tx,k,p)x(log up)k_l)‘u(ka p)
(k —1)!log z ’

(3.33)  sy(k,p) = Myi(x,p) = —— > s, (k).

1
P8 )

Proposition 3.8. Soit 0 < e < % Nous avons [’estimation
(3.34) My (x,p) = My (z,p){1 + O(ez)}  ((x,p) € D).
Démonstration. Notons d’emblée que, d’aprés (2.13]), nous pouvons supposer que tout entier n = apb

compté dans M (z,p) vérifie v(a) < (logy x)/log 2, de sorte que ap? < plog22)/1082+2 < 4 pour ¢
assez grand. Remarquons alors que, pour z > 3, k € N,

log(z/ap) u ol
B »{1+ O(ea)}, log{log(z/ap)/log p}

(3.35) = raspfl + O(es)} (a < —).

Puisque nous avons ’encadrement

e (By) + Olea) Tt D)

nous pouvons appliquer le Théoréme B.1] avec

A:AE::maX<

4 2
w({e —2y/e(1 —5)}/e)’elog2>’

puisque € > 0 est fixé. Nous obtenons

z ho({k — 1} /{logy(z/ap) — log, p})z(logy(x/ap) — logy p)* 1 1
(I)"’k(a_p’p) == ) ap(k—1)!2log(x/ap)2 ) {1+O(logup>}’

Les estimations (3.35]) permettent alors de simplifier 'expression précédente sous la forme

k—1
(3.36) @y,k(aip, p) _ ho((:;,(k];p)_x(ll)(ﬁougp; {1 + O(logl u,,> }

Le résultat annoncé est alors obtenu en reportant (3.36) dans la définition [2.I2)) de M, (z,p). O
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Concernant la quantité complémentaire M, -(z,p) définie en ([ZI1J), nous avons v(a) = v(b) —1 =
k —1 et, en posant, pour k > 1, 3 < p < x,

Miplwp) = Miealep) = 30 D ®us(on),

keJe(z,p) a<z/p

P*(a)<p
(337) v(a)=k—1
ho(rek.p)2(log uy) ¥~ 1A, (k — 1, p) x
Tk, p) = TP P ’ M 5 (k
SI/( 7p) (k_l)'logx ) (‘T p) plogw Z Sl/( 7p)7
k€Je(z,p)
I'estimation (3.8)) reste valable sous la forme
(3.38) My (x,p) = My7(z,p){1 + O(ez)}  ((w,p) € D).

Les Corollaires [3.4] et mettent en évidence un changement de phase pour \q(k,p) au passage
par la valeur critique k ~ 2log, p. Cependant, nous verrons que la somme M, **(:E p) est dominée par

des valeurs du rapport k/log, p proches de /(1 — ,)/8, pour les grandes valeurs de p et proches
de (1—p)/28, pour les faibles valeurs de p. En particulier, lorsque 3, ~ 1 , nous avons k ~ 2 log, p.

En conséquence nous scindons ’étude du comportement de M **(a: D) selon que 0, = B, — 5 est ou
non proche de 0. Le paragraphe @l correspond au second cas, le paragraphe [l au premier.

4 Etude de M, (xz,p) et de Mq(z,p) hors de la zone critique

4.1 Préparation technique

Dans toute la suite, fixons 0 < ¢ < % Considérons les intervalles

Kapo = [5re(Bp) logy x — 1, (2 — |8]) log, p,

4.1
D g = 2+ 18] logy b, Ly logy ]

B<p<a, Ve <[ <1),

et définissons,

h(] (rx,k,p)g{l/ (tk,p)(10g2 p)k(log up)k_l
Kk —1)! ’
)k—l

s1(k,p) =s,1(k,p) :=

b 2o (rz k) (log p)* (log u,,
% (k — 1)]

(4.2)
so(k,p) =

Posons encore, pour 3 < p <z, j € {1,2},

wy 1=/ (logup)logyp, Wy = floguy, wy; = Lwy 51,

(4.3) e :{ (1_ﬁp)/5p sig=1,
p,iP (

Qb= Qpj =Ty
P N 1—5p)/26, sij=2, " et

et remarquons d’emblée que, pour £ < ), < 1—¢, nous avons wy, ; < logy z < log, p (j = 1,2). Nous
utiliserons implicitement ces estimations dans la suite.
Rappelons que la fonction polygamma d’ordre m € N, notée (M) est définie par

m—+1
%m@y:iiégﬂﬁ (2 € C~(=NN)).
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Notons 1 := 1(?) la fonction digamma, 0;; le symbole de Kronecker et posons

log 2 ;
bj = by p,j 3:% B<p<z,j=12).
J

Notons que 0 < b; < %log2 (7 =1,2). Pour 3 <p <z, /e, < 0] <1, considérons les intervalles
Jo1 =051 = Joapsr = [3he(Bp)logo — 1 —wp 1, (2 — |0])logy p — wp1],
Jo2=Tas2=T0sps2 = [(2 + |0]) logy p — wp 2, @ logy x — wpg],

Jo=Iwzp = [%ﬂ;g(ﬂp) logyz — 1 —wy 1, @ logy z — wp,l],

et posons, pour j € {1,2},

wy i logwy, i |wy jlogwy ;
iPQJ = [_ \/ L b o ) \/ o b pJ‘ ) 89757,7 = 39757.7 N fPij?
J J

Poi=Pa1, Eui=TuNP,.

Afin d’estimer la somme intérieure de M, (, p) définie en (3.33)), nous étendons aux valeurs réelles
de k la quantité s;(k,p) (j = 1,2) définie en ([@2)). Définissions ainsi, en rappelant la définition de

ho(Z) en (B:[D,

Ho (v p) €It (wh )%
s1(t,p) =s,1(t,p) == ; |
1t:p) =01 (6P) = T S oy (1)
(4.4) B<p<La, t>0).
he Vrztp (]og p)z(w;Q)t_l

(1 +rp e p)(2)

s5(t,p) =
Remarquons que la quantité logsj(t, p) est dominée par le terme

2tlog(wy, 1 /t) + 2t + O(logt) sij =1,
tlog(wyo/t) +t+ O(logt) sij=2.

Cela laisse augurer que le maximum est atteint lorsque ¢ est proche de wy, 2 donc de wy, ;. Ces consi-

dérations ménent a leur tour a supputer que la somme intérieure de ([B333]) restreinte a l'intervalle
Jq,j (respectivement J,,) est dominée par un intervalle de valeurs de k centré en wy, ; (respectivement
en wy 1). Définissons alors, pour j € {1,2}, /& < |§] < 1, sgn(8) = (—1)7+L,

5j(wp7j + hvp) 51(p, Wp1 + h)
4.5 ZQ,&, ($7p) = -_—, 7 (5177]9) = A Pl YT (3
) ' he%&j 5;(wp.j; p) N fgﬂ:w s1(wp,1,p)

N

p <),

Rappelons enfin la définition de ¢, en (IJ)). Le résultat suivant fournit une estimation des quantités
Zy(z,p).

Lemme 4.1. Soit j € {1,2}. Sous les conditions /g < |0,| < 1, sgn(d,) = (=1)7TL, nous avons
les estimations

(4.6)  Zas,j(z,p) =/ (1+0)mwp {1 + O(ea)},  Zu(z,p) = yTwp1{l + O(ex)} (¢ =3).
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Démonstration. Définissons
(4.7) Hy j(t) :==logsi(t,p) B<p<z,t>0,j=12).

Notre premier objectif consiste a expliciter un développement de Taylor pour Hp ;(t) autour du
point ¢t = wy,, ;. Posons,

71_2 ilv=w z> —
(4.8) ou(z) = Zq:q(q—1_|_z) siv=w (Rz>-1),
Zm+/€ siv=~0Q (§RZ<2)

Evaluons alors les dérivées logarithmiques des fonctions de ¢ apparaissant au membre de droite

de (4.

Tout d’abord, un calcul standard permet d’obtenir

d ap1{oy(tep) — 7} dm m
(4.9) = log H, (v p) = 2 prp ) Y log Ky (vrp) < €t (m > 2).
Par ailleurs, pour m € N¥,
am YD1 +rpy)
4.10 —— logI'(1 + 7y ! .
( ) T 08 (IT4rpep) = (log 1) <L ey

En outre, la formule du produit de Weierstrass pour I'(¢) permet d’écrire
1
(m) o m+l E _
(4.11) Y(z) = (=1) 'k>0 (z + k)mtt (m >0, ze C~(—N)).

Enfin, une application de la formule d’Euler-Maclaurin a ’ordre 0 implique

(4.12) vl = logt_%JrO( 7). Wt):% 2t2+0< )
vom-keo(l) o

Par dérivation, nous déduisons des estimations (£9) a (£I2)) que, pour 3 < p < =z,

14 51j + O(Ex)

Wp,j

(4.13) Hp j(wpy) < ey, Hyj(wp;) = — , Hp(wp) < €2 H(4)(ij) <&

Nous commengons par traiter le cas v = ). Un développement de Taylor a 'ordre 4 fournit, pour

h € (.PQJ' NZ,

2
h + s HY s (wp )b + O (k%2 + h'ed),

(4.14) Hy j(wpj+h) = Hyj(wy;)+ H), (wp,a)h—m 51p.

dont nous déduisons l’estimation

(415) 5j(iUP7j + h,p) Hl j(wp,j)h— h2/{1+621}ij+6Hp] wp, i) {1 + O(h4 3)} (h c (PQJ’),
Bj(wp,jvp)
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puisque h?e2 < h'e3, pour h € Pq ;. L'estimation 5] fournit par ailleurs
(4.16) sj(wp,j +h,p) = 5;(wp7j +h,p){1 + Ofez)}.

Les évaluations (£I5]) et ([AI0) permettent donc d’écrire

(417) sj(pr + h7p) H’ (ij)h hz/{1+52]}ij+6 pg(wPJ h {1 + O(Ex h4 3)} (h c ‘:PQ,])
5(wp.j, )

Désignons respectivement par Z, (P )(a: p) et Z, (B )(x p) les contributions & Zq s, ;(x,p) des intervalles
Pa; et Eag,-
Par sommation sur h € Pgq j, nous obtenons l'estimation

Z(P)(a: p= 3 et /{1"’52]}“’12]{1 + H j(wp )b+ £ H) j(wp )B4+ O (4 + h%i)},
hePq ;

ol nous avons utilisé les estimations [EI3) sous la forme H), ;(wy ;) H)'; (wy j)h* < hled < e, +h0¢),.
Puisque l'intervalle de sommation est symétrique, la contrlbumon des termes impairs est nulle. Il
vient donc
2
Zg?(a; D) Z eI /1F025 wp {14 0O(g, + 1) }.

hePq ;

La formule d’Euler-Maclaurin appliquée a 'ordre 0 fournit alors

1+ 0(ey)

Zg? (xz,p) = / e PO i (1 4 O(e, + t9e2) L dt + + O(ey)
(4.18) Pa,; Wp,j
{14 da;}mwyp ;{1 + O(ex)},
puisque
o / 10 e~ HIH0Y0ns 4t « b/ < /oy,
Pa,;
Il reste a évaluer la contribution de lintervalle £ ; = Eq,,;. D’aprés la formule de Taylor-

Lagrange a l'ordre 2, il existe, pour tout h € g ;, un nombre réel ¢, ; € J:(z,p) tel que

(4.19) Hp,j(wp,j +h) = HPJ(wP,]) + H (wp,J)h + 2H1/)/](Ch])h2 (3 Sp<z,helq; )
Puisque ¢ ; € J-(x,p), nous avons €;1og2 < 1/cp ; < 2e,/ke(Bp). Les estimations ([@3) a (EI3)
fournissent alors

) / " < - 2 ).
(@20)  H ) € B o) =~ e S 40D (hegay)

En regroupant les estimations ([{.19) et (£20]), il vient

b; h2
Hy, j(wp,; +h) — Hp j(wp,;) < _w— +0(1) (heéqy),
p’]

soit
sj(wp,j + h,p)

—b;h?jwy, ;
KL e Vi vi (h € €qj).
sj(wp,j,p) ’
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Une sommation sur h € €q ; fournit alors
(4.21) Z5) (@, p) <</ e bt/ 4t < (/2.
k2 EQ,J

Ainsi la contribution de l'intervalle €06, & ZQ.5,.) (x,p) peut étre englobée dans le terme d’erreur

)

de Zf(lp' (z,p). Cela compléte la démonstration dans le cas v = Q.

Lorsque v = w, puisque P, = Pq 1, nous avons directement ZO(JP) = Zg(lpl) {14+0(e,)}. Par ailleurs, la
majoration ([L2]]) reste clairement valable lorsque I'intégration s’effectue sur l'intervalle €, puisque

SWCR\?QJ. O

4.2 Estimations de M, (z,p) et de Mg(x,p) hors de la zone critique

Nous sommes désormais en mesure de démontrer le résultat principal de cette section. Rappelons

les définitions (L8] et (9.

Théoréme 4.2. Soit 0 < e < % Sous la condition (x,p) € D¢, nous avons uniformément

{1+ 0(ex)} 0w (Bp)x
p(log z)' "2V (=) | /log, o

cxr A/ Ex .
1+O<€x+—>} sid, < —+/Eyz,
p(log z){1-35:}/2 { 16,| (log p) /4 8

{1+ 0(ea/07) }0a(By)x
p(log x)' =2V Ae(1=6) | /log, x

(4.22) My(z,p) =

(4.23) Mo (z,p) =

si 0p = \/€x-

Démonstration. Afin d’alléger les notations, posons €} = ¢, + \/Ex/\dp\(logp)ég/‘l. D’apreés les dé-
finitions de s, en ([B33), des fonctions s; en [@2) et compte tenu des estimations [B23), [B20),

[B32]), nous avons

salh.p) = |52 {1F Ofea/03)} stk € Kupsyt,
T (k{1 + 060} ik € K psy 2

sw(k,p) = su1(k,p){1 + O(ex)} (K € Te(x,p))-

Commencons par traiter le cas v = w. Rappelons la définition de M, (z, p) en ([3.33). Les estimations

L
B34) et ([@24) fournissent

(4.24)

_ {1 + O(Ex)}xsw,l(wp,lap)Zw(x7p)
plogx

(4.25) M (x,p) = MJ(x,p){1 + O(e)} ((x,p) € De).

Par ailleurs, nous avons

w;l —1 14 O(e)
Tw* P = = *
Pl (1 —Bp)loggx g

(4.26) ; T(4ry, ) =T(1+ ai) {1+ 0(ea)}.

p,1

D’aprés la définition de s}, 1 (¢, p) en (£4]) et les estimations (ALIG) et (£20), il vient

R {1+ 0(ea) Hulap 1) (wy 1) n1 ™
(427) 5w71(wp,17p) - 5w71(wp,17p){1 + O(Ex)} - I\(w;;l + 1)2 log up .
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La formule de Stirling fournissant par ailleurs
(4.28) P(w), + 1) = 2(w) )25+ e 2950 {1+ O(=,)},

nous déduisons de ([L27)) et ([E28) que

{1+ O(e2)} fula) 1) €91
(4.29) 5w,1 (wp71,p) = o log up .

En regroupant les estimations ([f25)) et (£29]), nous obtenons finalement

_ {1+ 0} fu(ay))(og 2V "R 7, (@, p)
B 27mp(log x) log u,,

(4.30) M (2, p)

soit, d’aprés (B34), et a 'aide de l'estimation de Z,(x,p) en (40,
{1+ 0(e) Y8 " fulagy)

2/7(1 — B,)3/4p(log ) =2V (=5). | flog, x

Examinons désormais le cas v = 2. Notons d’emblée la relation triviale

1—w
v

(4.31) M, (xz,p) = ((z,p) € De).

(4.32) F—3v<1-2yv(l—v) <1—4v—2vlog

0<v<l),

avec double égalité si et seulement si v = %, qui nous sera utile dans la suite.

Rappelons la définition des intervalles Ky 5,5 (7 = 1,2) en @I) et notons M, () et M, (x) les
contributions respectives a la somme intérieure de Mé”‘b(aj,p) des intervalles K, p 5,1 et Jz(z,p) ~
K p,s,,1- Nous évaluons séparément chacune de ces contributions.

Dans le cas §, > \/g;, remarquons que w1 € Ky 55,1 de sorte que

{14+ 0(22/82) b saa(wp,p) Zaa (2, p)
B plogx

(4.33) M, (z)

Puisque Zq 1(z,p) = Z,(x,p){1 + O(g,)}, nous obtenons directement

{1+ 0(e./82) 2By falasy)
2/7(1 = B,)3/*p(log ) 2V (1=Pe) flog, w

Dans le cas 0, < —,/€;, nous avons

(4.34) M, (z) =

(60 > V/Ez).

log w
(4.35) (1 - Ti”) wp,1 = (2 — |dp|) logy p.
p

)

En rappelant la définition de sq 1(¢,p) en ([E2), nous pouvons ainsi écrire

{1+ O(em/512))} Z Ha vy p)k e okr wgfﬂl

M= =
() p(log x)log u, e L(14 7y pp)k!?

—[6p[) loga p

x+/logy x Z %Q(tk’p)(2wp71)2k

p(log x) log u,, e (2k)!

(4.36)

(2—(6p]) logy p
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Or, d’apres (24) et ([A33), nous avons

epr71

G‘CQ(‘t]€7 )(2w 71)2]g (2w 71)6
(4.37) > 2h) < > T 1y/logwy,
k<(218,]) logy p (<{1~/(logwp 1) /wp1}2uwp 1 P P

Nous déduisons ainsi des estimations ([£33]) et ({37, la majoration

X

(4.38) M (z) <
p(log z)' =2V (1=5) (1og, 1)3/2

p

(dp < —VEa)-

Ce terme d’erreur est pleinement acceptable au vu de ([£32]).
Evaluons maintenant la contribution M; (x). Dans le cas §, < —/€z, nous avons wy o € Ke,p,6,,2

de sorte que, d’apres (424,

(4.39) M, (x) = i {{1 + O(ey) } s2(wp2,p) Za2(x,p) + Z sQ(k‘,p)}.

- plogzx
(2—16p|) logy p<k<(2+(dp|) logs p

Notons qu’avec la majoration triviale ®(v) < 1 (v € R), nous obtenons, d’aprés (3:29)),

(4.40) sa(k,p) < (105,5))2 (k € J(x,p)).

Puisque, par ailleurs,

Wp 2

)

log w
(1 - M) wp2 = (2 + |6p|) logy p,

nous déduisons de (24]) et ([A40) que le deuxiéme terme du membre de droite de ([£39) peut étre
majoré par

(4.41) =(logp)* > U2 -
' plogx k! p(log x)11=30}/210g, 2"
k<{1—+/(logwp,2)/wp,2}wp,2

Par ailleurs, une nouvelle application de (£I0) fournit, au vu de la définition de s5(¢, p) en (@4,

* {1+0()}h e1/2 (logp)z(w;,g)w;’z
(4.42) s9(wp2,p) = 55 (wp2,p){1 4+ O(e,)} = TG/ T 0 ) .

En regroupant les estimations ([A39), ([LA41) et (L42), la formule de Stirling fournit

_ {1+0(5)} hze/2(logp)? evr2 cx{l+0(eh)}

4.4 Mt = < —Ver).
( 3) ($) \/7_Tp IOg.Z' 3p(10g 33‘){1_351’}/2 (510 \/6_)

P

Dans le cas d, > |/g;, remarquons que wp2 < (2 — J,)log, p. Une nouvelle application de (Z40)
fournit donc

k—1

(4.44) My (z) <

> e~k (log p)2(wp2)

(2—0p) logy P<k<@ log, =
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Posons &, := 28,(2 — 6,)/(1 — By) > 1 (0, = /25) de sorte que w2 = (2 — 6,) logy p. L'inéga-
lité (Z3) implique alors

e_’YT’x,k,p(wp 2)k_1 ewp,2{1_Q(§P)} 1

(4.45) > < < - .
— — / —dp)Bp{lo; —1
k>(2—6p) log, p F(l + rw,k,p)(k 1) (gp 1) U)p,2 5p(10g Jj)( P) p{ g &p }
Posons
20{2 — p}

g(v) = =2/v(1 —v) — (4 —0p)v + (2 — Jp)vlog ———— T

Un développement de Taylor a I'ordre 2 fournit une constante a > 0 telle que g(% +9,) = a5p—|—0(512)).
En regroupant les estimations ([@44) et (A45), nous obtenons donc la majoration

0<wv<).

—adp (logy x)/2

xe
Op = ez ).
5pp(10g x)1—2\/ Bp(1—0Bp) ( P \/_)

Ce terme d’erreur est également satisfaisant.
Il reste a étudier la somme complémentaire M, (z,p) définie en ([2I1]). Rappelons les définitions

de s} (k,p), M} (x,p) et M% (x,p) en B3D). Puisque,
)\V(k - 17p)sl/(k7p)

(4.46) My (z) <

(k —
sl/( 7p) Au(kjp) )
nous obtenons, d’aprés (3.38)),
| v V- T)/ﬁngs S ) {1+ 0(e)} 50, > Ve
De méme, M . = /(1= B8p)/BpM ,(z,p){1 + O(ez)} ((x,p) € D.). Le résultat annoncé

Sensuit en vertu des estlmatlons 213, (BBZD @34), [@39), @43), @40) et (@4D). O

5 Etude de Mq(x,p) dans la zone critique

5.1 Préparation technique

Dans la suite, posons, pour p > 3,
wy, = 2logy p, wy = [wy],
et considérons les intervalles
(5.1 J =10, = [3r:(Bp) logyz — 1 — wp, @ logy @ — wp),
P = |- c(4log, )3, c(41og, p)2/3], & :=I\P,

ol ¢ est une constante absolue assez grande.
Définissons enfin

so(wp + h,p)
z =3P T8 3<p<a),
(z,p) 2 salwpp) (B3<p<u)

et, pour K > 0,
Ka? t\ b2
Ik (a,b ::/ ¢><—>et_t “dt (a>0,beR).
k(a,b) s T\ Tz ( )

L’évaluation de Z(x, p) nécessite une estimation précise de J (a, b) sous certaines conditions portant
sur a et b.
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Lemme 5.1. Soient a,b, K trois nombres réels tels que a > 0, |b| < %Ka_l/?’. Nous avons

(5:2) HK@uw:=v@?ﬁe””2¢<%%§){1+cKe—K%”W8)L

ot la constante implicite est absolue.

Démonstration. Par définition de ® nous avons

a a?/3 a
Jr(a,b) = : /—1)2/2 i /t/\f o™ F 2 UVAbaR 2 o 1 gt
7 21 J_Ka2/3 —00

A l'aide du changement de variables v = z—t/y/a puis d’'une interversion d’intégrales, nous obtenons

eab?/2 0 Ka?/3 ) )
Irc(a,b) = { [ ety dt} du
(5 3) V 27 —00 —Ka2/3
’ \/aeab2/2 0 ) 176 2
= o= (bVatu)?/4 {1 4 O(e_(2K“ /64 {bva—u})?/4 > } du
2 Jw

Remarquons tout d’abord qu’en posant v = {b\/a 4+ u}/+/2, nous avons

0 by/a/2
(5.4) / e~ OVatuw?/4 gy, — \/5/ e/2 dy = 2\/7?@(%25).

Par ailleurs, la majoration

/0 e—(u+b\/ﬁ)2/4—(u+2Ka1/6—b\/E)2/4 du < / e—(u+bﬁ)2/4—(u+2Ka1/6—bﬁ)2/4 du

(5.5) R
< o~ (Ka/=bya)’/2 o K2al/3/8
permet de déduire la formule (B.2]) des estimations (53], (&) et (BH). O
Posons
* 1- /BP
(5.6) By i=log — 5, B<p<a).

Rappelons la définition de §, en (9.
Lemme 5.2. Nous avons uniformément

AR
Ex

(5.7) Z(x,p) = 4\/77log2p(logp)BfCI)(ﬂ;\/long){1+O(\5pl+

Démonstration. Rappelons la définition de sq(k,p) en (B33) et de sa(k, p) en [@2). D’aprés Uesti-
mation ([B3.29), nous avons, pour k > 2,

B hhO(Tm,k,p)q)(Ak,p)(logp)z(log Up)k_l 1+ ’Ak,p‘
. sa(k,p) = (k1)) {1 + O(sx - N > }

_ <1>(Ak7p)s2(k:,p){1 +0 <%\/2—:§|> }

)} B<p<alsl<el?).
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Rappelons les définitions des intervalles J et P en (B.I)). En remarquant que

|Awp+h,p|
v/logy x

nous obtenons, d’aprés (£I7]), 'estimation

< he, (h€7),

(B ) eHha O 122
P (Awp 710)

so(wp + h,p

) _ 52112
(5.9) P = {1+ 0(Vez + hea + h7e3) }

(heP).

Or, nous avons d’une part

®(Auwy+hp) :%( h )

(5.10) B )

et d’autre part,

w *
Hyp(wy) = log % + O(ea) = i+ Ofea),

(5.11) .
—14+0(e, m i
Hy o(wy) = 7%( ), D (w,) < em (m > 3).

Désignons encore par Z&) (z,p) et Z (E) (x,p) les contributions a Z(z, p) des intervalles P et €. Nous
pouvons ainsi écrire

ZP (2, p) =2 @ <L> S 20 (1 4 O(\fE5 + ey + h362) ).

w
he?P p

La formule d’Euler-Maclaurin appliquée & I'ordre 0 fournit alors

ZP)(z,p) = 2/

) <L> eﬁ;t—t2/2%{1 +O(VeEs +ten + t%i)} dt + O(1).
P

N

Remarquons également que nous avons 3, < %c(wp)_l/ 3. En effet, d’aprés la définition de B, en
(T39), nous obtenons

Nous pouvons ainsi appliquer (5.2]) et obtenir

* 5 3
2P (@, p) = 4/ log, p(log p) > ®(B5/10g, p) {1 o <‘5”’ " ‘EL’> }

puisque, d’'une part,

~ t@( / )eﬁét—mwﬂ at < 16,|v/Tom3 plog p)” ® (8;/ 1083 ).
P

V/Wp

et d’autre part

t * 6 3 *
g2 / 3@ <—>eﬁpt_t2/2“’? dt <« ’EL’\/logQ p(logp)ﬁp2<1>(ﬂ;\/log2 p).
P x

Vp
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Il reste a évaluer la contribution Z(F)(z,p) de lintervalle & a Z(z,p). D’aprés la formule de
Taylor-Lagrange a 'ordre 2, il existe, pour tout h € £, un nombre réel ¢;, € J-(x,p) tel que
(5.12) Hyo(wy + h) = Hya(wy) + H) o(wy)h + 3H) 5 (cp)h* (3<p<a, heg).
Puisque ¢;, € J:(x,p), nous avons e,log2 < 1/¢p, < 2e,/k:(Bp). Posons b = b, := 26,log2. Les
estimations (49) a ([AI3) fournissent alors, pour h € &,
N 1+0(e b
(5.13) balu) = 55+ Oler), Hiolen) = — 2 <= 24 oe2)
P

En regroupant les estimations (5.12) et (5.13), il vient

bh?
Hy2(wp + h) — Hp2(wp) < 5;}1 Y +0(1) (heé),
p
soit
so(wp + h,p) < SR 20y (g c g).
so(wp, )

Une sommation sur h € & fournit alors

Z5) (x, p) <</<1><L> Bt /2wy g

e v/ Wp
. /21
< /log, peloe2p)F"/b {@(L \/Eogzp —~ cﬁ{4log2p}l/6>}
25\ 2 1/3 25127 (logy p)'/3
<Viogpe{[(F) - (2700 - T) =5}
< y/logy p.

Ainsi la contribution de lintervalle € a Z(x,p) peut étre englobée dans le terme d’erreur de
ZP)(z,p). Cela compléte la démonstration. O

Nous sommes désormais en mesure d’évaluer la quantité Mq(z,p) définie en [2I) pour des valeurs
de B, situées dans un intervalle centré autour de la valeur critique % Rappelons la définition de 6,

en (L3).

5.2 Estimation de Mq(x,p) dans la zone critique

Théoréme 5.3. Nous avons uniformément

!5p\3> } c2® (3 \/log, p)
p(

> 3, 16, < £L/3).
Ex log x) 1~ Pr{4+255+55%} (@ o] < &)

xT

(5.14)  Mo(z,p) = {1 + o<\/a +

Démonstration. Commencons par noter les estimations

(5.15) P p = 25;:{1 J_r gp(em)}

Rappelons la définition de sq(k,p) en (£2). D’apres (G.8]), nous avons

{14+ 0(vez +16,]) } he_“f/2(logp)2(w;72)w§—1
4F(3/2)F(w1’§)
he=7/2(log p)?(wy)"» (1 — ﬁp)w;
2\/7_TF(U);; +1) 4,

=1 40(8),  T(L+7u,) =T(3) +0(6)).

so(wp,p) = <I>(Awp,p) 53(“’;’17){1 + O(\/a)} =

= {1+ 0(Vex +5p])}
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Posons Ey := /2, + [6p]3 /e (3 < p < x). A l'aide de Pestimation (E.7]), nous obtenons

V2 e 72 (log p)> P (wi) e T2 % @ (55 /log, p)

sawy,p)Z(x,p) = {1+ O(E,)} ey

Par la formule de Stirling, il suit

he /2

* *2 *
san 92(e.0) = { 22+ O(En) fow ) 255 0 (5o )
Enfin, en rappelant les définitions (3.33)) et (@H]), nous obtenons, d’apres (3.34)),

{1+ O(ea)}asa(wp, p)Z(z,p) _ {1+ O(Ey)} ca®(5;/(logy ) /5)
plogx B 3p(log z) '~ Prld+25; +65%}

(5.16) Mg (x,p) =

Il reste & étudier la somme complémentaire M, (z,p) définie en ([2I1]). Rappelons les définitions
[B37). Nous avons encore
)\V(k B 1,]))8,,(/@]?)
A (k. p) ’

Sj(lﬁ,p) =
de sorte que
(5.17) M pla.p) = 202 (. pH1 + O(VED).
La formule (5.14) se déduit alors de (2.13)), (B.10) et (517]). O

Le résultat suivant précise le comportement de M, (x, p) pour des valeurs de 3, vérifiant |d,| < /2.
Rappelons les définitions de vq et ¥ en (LI2).

. L 1/3 : ,
Corollaire 5.4. Sous la condition |6,| < z—:m/ , nous avons uniformément

{1+ O(VE +16,%/2)} 0¥ (VTTob, /4y/57)
(log x)’YQ(ﬁp)

(5.18) Mq(x,p) =

Démonstration. Considérons les fonctions

F+(v)::1—v{4—|—210g14;)v <lg—)} {1—2m} 0<wv<l),

Y5 (log%)z} —3{l-3v} (O<wv<l)

Deux développements de Taylor consécutifs a 'ordre 4 au point v = % fournissent les estimations

Fr@) =320 -1 o({v- 1)) =),
F~(v) =~ 3119225( _%) +O({ %}4) (v <),

1
F~(v) := 1—v{4+210g

(5.19)

dont nous déduisons
(log )1 =Frt4+20405%/2) — (10 )1 =2V P15 (1 1 O(16, P fen)}  (16,] < /2,

(5.20) e
(log 2) '~ 25040% = (log o) =3%H2(1 4 O(16, P fea)}  (16,] < e3/?).

Puisque
By = =28 +0(5),
la formule (5.I8)) annoncée est alors une conséquence immeédiate des estimations (5.20]) appliquées

a la formule (5.14)). O

Les formules obtenues aux Théorémes et nous permettent d’établir le résultat principal de
cet article.



26 Jonathan Rotgé

6 Preuve du Théoréme I.1]

Les estimations obtenues aux Théorémes et [0.3] sont complémentaires et compatibles a la
frontiére de leurs domaines de validité. En effet, d’aprés la deuxiéme estimation ([£23)), nous avons,

lorsque /g, < 9, < 651(;/3,

{1+ 0(ea/5) Y {\/1/5 + 0y + \/A4/5 = by} fa(2 — 256,/4 + O(5;))
(L5 4 6,)YA(4/5 — 6,3 4p(log 2) VAR logy
 {140(e2/0}) }3we™ 2 Ho (2 — 256,/4)v/10
 8YAT(3/2)p(log x) "2VE IR flogy

MQ($7p)
(6.1)

)

puisque 0, < g5/ 5;. Rappelons par ailleurs la définition de 3§, () en (L), de sorte que

_ 8HH(2-256,/4) _ {1+ 0(5,)}8b

6.2 Ha(2— 226
62) a(2-70) 253, 250,

En regroupant les estimations (6.1) et (6.2), nous obtenons

B {1+ 0(ca/02)}2v2ca
5v5mp(log 2) =2V (=B | flog,, z

(6.3) Mg(z, p)

Par ailleurs, en remarquant que

) {14 0(,/62) Y (og p) 5"/ {14 0(e,/62)}2v2
(/1 - - ,
(/BP 0}2)) p) |5;| /7271_ 10g2 D 5\/5(10g x)ﬁpﬁ;2/25p /—10g2 T

la formule (5.14) fournit, pour \/g; < J, < 691/3,

{1+ 0(e4/02 + 63 /e2) }2v2 ¢
5v/5mp(log x)l_ﬁp{“%;*’ﬁ;z/%ép\ /logy x .

La premiére formule (5.20) permet alors de retrouver 'estimation (6.3]) avec terme d’erreur lége-

MQ($7p) =

rement moins précis sur le domaine e2/° < dp < er/3. En particulier, les formules (@23) et (BI4)
coincident pour 4, = 5926/ °

Enfin, dans le domaine —e? < dp < —/Ez, la formule [@23) coincide avec la formule (.14 avec
un terme d’erreur plus précis dés lors que /g, = o(|d,|).

Cela compléte la démonstration. O
Remerciements. L’auteur tient a remercier chaleureusement le professeur Gérald Tenenbaum pour

I’ensemble de ses conseils et remarques avisés ainsi que pour ses relectures attentives durant la
réalisation de ce travail.
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