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Abstract

We consider the sum of the reciprocals of the middle prime factor of an integer, defined
according to multiplicity or not. We obtain an asymptotic expansion in the first case and an
asymptotic formula involving an implicit parameter in the second. Both these results improve
on previous estimates available in the literature.

Résumé

Nous nous intéressons a la somme des inverses du facteur premier médian d’un entier, défini
en tenant compte ou non, de la multiplicité. Nous obtenons un développement asymptotique de
cette quantité dans le premier cas et une formule asymptotique faisant intervenir un paramétre
défini implicitement dans le second.

1 Introduction et énoncé des résultats

1.1 Description et historique du probléme

Pour chaque entier naturel n > 2, posons

w(n) = Z 1, Q(n) := Z k,

pln pFlin

désignons par {g;(n)}1<j<wm) (resp. {Q;(n)}1<j<am)) la suite croissante de ses facteurs premiers
comptés sans (resp. avec) multiplicité et notons P*(n) (resp. P~ (n)) son plus grand (resp. petit)
facteur premier.

Depuis la fin des années 1970, de nombreux travaux ont porté sur la somme des inverses de facteurs
premiers particuliers. En 1986, Erdds, Ivi¢ et Pomerance [8] obtiennent la formule asymptotique

(L) > 5 = {”O(Jl?gg?)}x/ﬂ(llzggf)f; (@>3)

n<e
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ou g désigne la fonction de Dickman. Dans les années suivantes, De Koninck [4] obtient une formule
analogue & (1.1) pour la somme des inverses du k-iéme plus grand facteur premier des entiers. De
Koninck et Galambos [3] démontrent ensuite un résultat semblable pour la somme des inverses d'un
facteur premier choisi aléatoirement. A la conférence de théorie analytique des nombres d’Oberwol-
fach de 1984, Erdés demanda a De Koninck s’il s’était intéressé a la somme des inverses du facteur
premier médian

w(n n Si V= w’
Do (n) = { T )/21(n) |
Qram)/21(n) siv=2Q.

Prés de trois décennies plus tard, De Koninck et Luca [5] apportent une réponse partielle dans le
cas ¥ = w en démontrant que

1
(1.2) Sul(z) = S 10; V2o (om m)logs = (5> 1),
v,m

n<x

Ce résultat a été précisé par Ouellet [11] qui a obtenu

13 tog 28— aogayogya{ 1+ DB BERE) oL,

z/logx logs x (logs )? {logs x}?

ou les P; (j € {1,2}) sont les polynémes définis en (1.11) infra.
Le cas v = ) a été envisagé par Doyon et Ouellet dans |7], qui établissent la formule asymptotique

(1.4) So() = \/%{1+O(log2x>} (x> 3),

ou la constante ¢; est définie en (1.14) infra.

A ce stade, deux questions sont donc en suspens : (a) déterminer un terme d’erreur optimal pour
la formule asymptotique (1.4); (b) obtenir une véritable formule asymtotique pour S, (z).

Il est clair qu'une connaissance précise des lois locales

(1.5) M, (z,p) == {n <z :pym(n) =p}l (B <p<a)

permettrait de résoudre ces deux problémes. Dans [13], nous avons obtenu des estimations satis-
faisantes lorsque ¢ < 8, := (logyp)/logox < 1 —e (¢ > 0). Cependant, il s’avére que la somme
Sy(z) est dominée par la contribution de valeurs de p, ,(n) notablement plus petites que la borne
inférieure de ce domaine : logp ~ y/logy x si v = w et p < ¥ (x) dés que Y(x) — oo si v = . En
effet, nous verrons en (9.13) que, dans le second cas, nous avons

Sa(z

= f(p)
)~ gz 2

avec f(p) < (logp)®/?2. Comme l'ont notamment noté McNew, Pollack et Singha Roy [10], les
comportements asymptotiques de S, (z) et Sq(z) différent significativement. Nous avons

Sq(x)
Sw(x)

(1.6) = (logz)V/#+°M) (2 = o).

La relation
Ma(z,p)  C(B,)(log z)V/>~ VB (1=5,)=36,/2)

My (, p) V1ogy x

(1.7) (e>0,e<By<t—o),
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qui découle directement de [13, th. 1.1] pour une fonction C'(v) =< 1 explicite implique

Mq(x,p)

(18) M, (z,p)

= (log x)1/2+0(1) (e< By < % —e).

Comme

p<zT

la formule (1.6) laisse donc présager que la relation (1.8) persiste dans le domaine 3, < % —c.

Ce phénomeéne peut s’expliquer par la structure particuliére des entiers ayant un facteur premier
meédian p petit relativement a la taille de z. En effet, une approche naturelle révéle (voir e.g. [10], [13])
que les lois locales dépendent directement des deux quantités

1

(plj,k(xap) = Z 17 )\l/(p7 k) = Z 5 (x7p 2 27 k > 1)’
b<z/ap, P*(a)<p,
P~ (b)=p, v(a)=k
v(b)==k

portant respectivement sur les entiers sans petit facteur premier et sur les entiers friables. Alors que
la premiére somme posséde un comportement asymptotique analogue pour les deux valeurs v = w
et v = Q (voir e.g. [1, th. 6 & th.7]), la seconde présente un changement radical de comportement
dans le cas v = Q lorsque le rapport k/ log, p dépasse 2 (voir [13, cor. 3.4, 3.5 & 3.6]). En particulier,
lorsque € < 3, < %, il a été montré dans [13] que la somme M, (x,p) est dominée par des valeurs de
k vérifiant 2 < k/logyp < C¢, avec Cz — oo (¢ — 0), domaine dans lequel nous avons A, (p, k) =
o(Aa(p,k)) (kK — o0). Cette différence de comportement s’explique notamment par ’accumulation
des petits facteurs premiers dans la décomposition des entiers friables (voir [6, cor. 1.7]). Les entiers a
contribuant majoritairement a \q(p, k) sont donc significativement plus petits que ceux contribuant
a Ay(p, k). Ce phénomeéne étant d’autant plus marqué que p est petit devant z, il est naturel de
conjecturer que cette relation persiste lorsque k/logy p — +00 et donc lorsque € — 0.

Notre premier objectif consiste & établir, par la méthode du col, une formule asymptotique pour
S.(z) avec terme d’erreur effectif. L’estimation obtenue dépend d’un paramétre implicite, caracté-
ristique de la méthode. Comme cela est génériquement le cas, 'insertion de ce paramétre fournit une
évaluation explicite dont nous pouvons déduire un développement asymptotique pour le membre de
gauche de (1.3).

Notre second objectif est de préciser (1.4). Au Théoréme 1.4, nous obtenons un développement
asymptotique pour Sq(z) dont la troncature a 'ordre 1 fournit une formule asymptotique avec
terme d’erreur relatif optimal < 1/(logz)'/%, améliorant ainsi significativement (1.4). Il est & noter
que le développement asymptotique (1.15) infra pour Sq(x) est relatif a des puissances de 1/logz
alors que I’évaluation obtenue dans [12] pour

To(x) == Z log pa.,m (1)
n<x
met en évidence un développement selon les puissances de 1/log, 2. Cette disparité est due au fait
que les plages de valeurs dominantes pour pq ,, sont trés éloignées : p < 9(x) dés que ¥(x) — oo
pour Sq(x), logp = (log a:)(\/g_l)/“"(l) dans le cas de Tq(x).

Mentionnons enfin que, dans les travaux [7] et [11], les auteurs considérent plus généralement
le facteur premier a-positionné défini par pl(,a) (n) == Qravm)) (0 < a < 1). Nos méthodes sont
adaptables sans difficulté & ce cas. Nous avons choisi de restreindre I’étude au cas o = % afin de
préserver la clarté d’exposition et d’éviter la multiplication de détails techniques sans véritable
intérét théorique.
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1.2 Notations et résultats

Dans toute la suite, les lettres p et ¢ désignent des nombres premiers. Introduisons les notations

H(l—i— z ) (y=22,2€C,v=uw),
By ="
v\Y> L z
1-= >2 2eC,v=0Q),
(1.9) 1T ( q) (y=2,2€C,v=0Q)
q<y, qFz

~logyx  F[(e”,v)
olv) = 02 F(e’,v)

(x =23,v>0), pgp:=inf{v>0:V,(v)<0} (z=>3),

ou l'on a posé F/,(y, z) = OF,(y,z)/0z. Un développement asymptotique de g, est obtenu en (2.17)
infra. Soit enfin xq tel que logg 29 > 1, par exemple xq := 107.

Théoréme 1.1. Nous avons

xF,(e%, 0,)e 0 { < 1 ) }
1.10 Sw = 1+0 —— > .
(1.10) ) = loga)—1Ve- \/Togy o ogsw ) (720

Corollaire 1.2. [ existe une suite de polynomes {P;}jen telle que, pour tout J € N,

Su(@) P(log, ) log, =\ 7"
= E . 2 ).
log ©/loga 2(logy x) logs x{ (o, 2)7 +0 log, 2 (x = z0)

0<y<J

De plus, pour tout j € N, P; est de degré j et de coefficient dominant 37(25)!/(1 — 25)47(5)2. En
particulier, nous avons

111) P(X)=1, P(X)=-3X+32-1, PBX)=-2X>+(L+1)x-% g2
R = —EX0+ (B - )X - (S - B2 10)X - 02 - B2 110048+ 47,

ot l'on a posé £ = log 2.
Remarque. Les polynoémes P; (j > 0) sont explicités en (8.11).
La formule implicite (1.10) fournit également des informations sur le comportement local de S, ().

Corollaire 1.3. Soient 0 <e <1 et h> —1+¢. Sous les conditions

v/logy x

z>x)/%, log(1+h) <

(logg x)3/2
nous avons
h
1+hy _ T Su(z) 1
e s = o)

En particulier, nous avons
Sy (zth) ~ 2" S, (x) (2 — o0)

deés que h = o(1).
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Notons P := {p; : j > 1} 'ensemble des nombres premiers, posons

];[<1+ & )(1;)2 (lz] < 2, v = w),

qg—1
Fu(z) =

(113) Fq[(l—;)_l(l—;)z (12 <2, v =9),

o 335(2(1/]3]) Z Fﬂ(pal/pj)
TTOTU/ey) 5 el —1/p)Falp.p;)

(= 1).

Il est & noter que sgn Fo(p,p;) = (—1)7=1 pour tout p > p;, et donc sgnc; = (—1)7~1 pour tout
7 = 1. En particulier, nous avons

(1.14) ¢ = 4WZ _1/ I1 q_l/ZH V4 ~ 1,380486, ¢y ~ —0,983350.
q

3<q<p - 1/

Théoréme 1.4. Pour tout J > 1, nous avons

(1.15) Sa(z)= Y cﬂ‘”+o<$> (z > 3).

1552 (log )t =1/0s (log )1~ /Pri1

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théoréme 1.4 appliqué avec J = 1.

Corollaire 1.5. Nous avons l’estimation optimale

(1.16) Sa(z) = \/%{HO(W)} (z > 3).

La formule (1.16) est notablement plus simple que (1.10). Comme nous le verrons dans la suite,
cette disparité est due a la nature du col relevant de chaque situation.

La section 2 est consacrée a l'obtention d’'un développement asymptotique pour le paramétre
implicite o, défini en (1.9). A la section 3, nous déterminons les valeurs de p, ,(n) et v(n) dominant
la somme S, (z). Les sections 4 & 7 sont dévolues a la démonstration du Théoréme 1.1; la section 9
a celle du Théoréme 1.4. Enfin, la preuve des corollaires est donnée a la section 8.

2 Preuve du Théoréme 1.1 : étude du paramétre implicite g,
Rappelons les définitions de ¥, et o, en (1.9) et posons

v d v td
(2.1) Li(v) ::/2 logtv (v>2), Fi(v) ;:/ tt (WeRY), £=¢& i=logyr (z33),

ot Ei(v) est défini en valeur principale de Cauchy lorsque v > 0.

Lemme 2.1. La fonction ¥, admet exactement un changement de signe. De plus, nous avons la
majoration

(2'2) qjm(@z) Le 9= (x > 3).
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Démonstration. D’aprés les définitions (1.9), nous avons

%(v)—i—zé (v>0).

== —
vt I+w

Remarquons d’emblée que, pour = assez grand,

| & | 5§
log &’ log§] (x> 16).

En effet, nous avons d’une part, pour 0 < v < /£/log¢&,

0r € Ry =

U, (v) > log€ — Z %1 > Llog&+0(logy€) >0 (z— ),

g<e?
et d’autre part, pour v > /5¢/log¢,
\; < 11 71'('1}) 1 1 < 1 1 0O(1
z(v)\gogf—%—g 5\—@Og§+ (logy ) <0 (2 — 00).

v<g<e?

Posons
Q,, :=]loggn,loggn+1[ (n € N*).

La fonction V¥, est dérivable sur tout intervalle Q,. Pour n € N, v € Q,, NR,, le théoréme des
nombres premiers fournit

1 2 Li 1
\I’;(U):_ﬁ_‘_ Z ((]—1—i—11)2:_1}§+ L(:) —Ei(—lOg’U)—FO(vﬁ)
(23) q<qn
2 2 1 2(log £)3/2 1
T 03 wlogw O(v{logv}Q) ST 5v/5& +O(\/§log§> <

?

pour x assez grand. Enfin, puisque

1
24 v (1 —WU,(l ) =<0 e N*
(2.4) z(log gn+) — Wy (log g, —) P v, (n ),
nous déduisons de (2.3) et (2.4) que ¥, est strictement décroissante sur R,. Comme les sauts de
U, (v) n’excédent pas 1/(e” —1 + v) en valeur absolue, nous en déduisons bien (2.2). O
Posons

v

e dt
J(v)'_/Q (t—14wv)logt (v>0).

Lemme 2.2. Nous avons l’estimation

(2.5) 52 =TJ(0) + O(e—\/loggm ) (x> 3).
X
Démonstration. Nous avons

Fl(ev) [ dm(t) . " d{n(t) - 1li(t)}
Fw(evjv)_/z t—1+v_J(v)+/2 t—1+w (v>0)-
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Le théoréme des nombres premiers sous la forme m(t) — li(t) < te~2VIet (¢ > 2) implique

/ev d{ﬂ'(t) N ll(t)} - t672\/10gt oo} N 1 /1} e_2 gt dt + /OO 672\/10gt dt <o Togo
9 t—1+w t+v |y vy v t ’

et donc (2.5), puisque d’aprés (2.2),

§ F/ (e, 0,)

S O(e 2=, O
Q% Fw(egw79x) * (e )

2.1 Estimation de J(v)

Commengons par un lemme technique fournissant un développement asymptotique pour deux
familles d’intégrales. Rappelons la définition de ’exponentielle intégrale en (2.1).

Lemme 2.3. Soient m > 2, n >0 et J > 1. Lorsque v — 00, nous avons les estimations

a1 (1)~ 1) 1
(26) /U tmlogt vm—l{ Z ({m — 1} logv) +O<{mlogv}=’+1>}7

1<j<J

vndt oG — 1) 2ntl g 1 vl
2. L - - :
27) /2 log t Z ({n+ 1}logv)s n—i—l{logZ +O(n—|—1)}+O<{(n+1)logv}J+1>

N

Démonstration. A 1'aide des changements de variables u = (1 —m)logt dans la premiére intégrale
et u= (n+ 1)logt dans la seconde, nous obtenons respectivement

/U tm(licfgt — _Ei({1 = m}logv), /2 iogdz — Bi({n + 1}logv) — Bi({n + 1} log 2).
Les formules (2.6) et (2.7) se déduisent alors du développement de Ei(z) au voisinage de —oo et
+o00 respectivement (voir e.g. [2, §1.5]). O
Posons
2 oy =2 -1 T a0y G20
: =D j—1)! i) (=),

ou ( désigne la fonction zéta de Riemann, avec la convention que le membre de droite vaut 2log 2
pour j = 1.
Notons que ag; = (2% 71)7%|By;|/j (j = 1), out Byj désigne le (2j)-iéme nombre de Bernoulli.

Lemme 2.4. Soit J € N. Nous avons

~ . v Q2 1
(2.9) J(v) = log (logv) + 1<JZ<J (log )% + O({logv}2J+2) (v=2).

Démonstration. Posant

v dt e? dt
@)= — G) = — T (w22),
() / e 20) / o @2

nous pouvons écrire

v

- ¢ dt © dt - N log v
(2.10) J(v):/2 W)bgt+/2 (t+v)(t_1+v)logt:Jl(v)+J2(v)+O( : )

v
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Par ailleurs, nous avons

d’on, d’aprés (2.6),

" o v 1 (1) 1 :
(2.11) J2(v) = log <logv> +3 1;] (log v)7 + O({logU}JJrl)

De maniére analogue,

no (=)™ /” " dt
(2.12) /logt ) _Z vty logt

n=0

En insérant (2.7) dans (2.12), il vient

S ¥ e C 40 (5) o fgey)

0 J >1
(213) n=01<5< ' nz
=1 E %) +0 <> .
2 j J+1
1552, (logv)? {log v}
La formule (2.9) est obtenue en injectant les estimations (2.11) et (2.13) dans (2.10). O

2.2 Développement asymptotique de g,
Rappelons la définition de £ en (2.1) et posons

28
=4 —= > 16).
Lemme 2.5. Pour tout x > 5, ’équation
(2.14) v?I(v) = ¢

admet une unique solution v = v, sur [1,+o0[ et l'on a vy ~ py lorsque © — oo. De plus,
(2.15) O :Vx{1+0(e_%vl°g§)} (x = zp).

Démonstration. Posons J(v) := v?>J(v) (v > 0). Nous avons

" (t —1) 402 ve'
"(v) = dt > >1).
g) /2 (t—14wv)?logt +e“—1+v 0 w=1)

Comme J(00) = o0, il s’ensuit que J([1,00]) = [d(1), 00[= [—logy 2, 00[. Nous obtenons bien ainsi
Dexistence et 1'unicité de v, pour z > 5 > el/182,

Posons H,(v) := J(v) — /v (v > 0), de sorte que Hy(v,) = 0, et, par (2.5), Hy(0,) < e~ VIoges,
Comme

) =% +0(3)

le théoréme des accroissements finis implique immédiatement (2.15) en remarquant que v, =

V&/log €& =< g,, d’apres (2.9). O
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Nous dirons qu’'une fonction réelle f admet un développement asymptotique au voisinage de +o0o
s'il existe une suite réelle {c;};>0 et une suite de fonctions {¢;};>0 vérifiant ¢;1(v) = o(p;(v))
(j 20, v — o0) et telles que, pour tout J > 0, on ait

i)=Y ¢wi(v) +O0(prn(v)) (v - 0).

0<j<]

Nous écrivons alors

(2.16) f0) ) ejpi(v) (0 — o).

j=0

Notons qu’il n’est pas nécessaire que la série (2.16) soit convergente (voir e.g. [2, §1.4, §1.5]). Dans
la suite, nous notons [v"]f(v) le coefficient de v™ dans le développement en série entiére de f(v).

Proposition 2.6. Il existe une suite de polynomes {R;}jen telle que, pour tout J € N,

B 2 R;(logy &) logy § T
(2.17) Qz—\/;{oqzjé()gw+o<{ logé} ) (=

Pour tout j € N, R; est de degré j, de coefficient dominant 37(2)!/47(5!)? et, notant £ = log2,
nous avons

WV

z0).

Ro(X)=1, Ri(X)=3X -3 Ry(X)=2X>_ (¥4 3)x 4212 58

_ 135 3 4058 | 65) y2 405€2 | 65& | 11 13523 _ 6522 _ 11€ _ 4nm?

Ry(X) =X — (G + )X+ (B + 5+ 5)X -5 -5 -5 -5
Remarque. Les polynoémes R; (j > 0) sont explicités en (2.24). La contribution progressive des
facteurs s, dans I'expression des coefficients des polynémes R; ne permet d’obtenir une forme
close simple que pour le facteur dominant. Notons cependant que [X|R;(X) = ’i.0(log 2) pour
certains Pj, € Rj_¢[X] (20,0 < £ <j).

Démonstration. La premiére étape de la démonstration consiste a justifier I’existence du dévelop-
pement (2.17). D’aprés (2.15), il nous suffit d’expliciter un développement asymptotique de v.
Rappelons la définition des coefficients «; en (2.8). D’aprés (2.9), nous avons

(2.18) j(v)mog( v )*Z&

25
log v = (logv)?

Notons v, = i, €% et montrons que b, = o(1) lorsque & — co. Posons

B 1
- log &
_ log(3log¢) z

= LY @3a0). £ mma

Notons que f, posséde une singularité apparente en z = 0 et admet donc un prolongement analytique
au voisinage de l'origine. Posant

1 dkilfx(z)k
(219) C.Z,k = H |:dzkl

Au(2) = T(pee®) = Ipa) (2| <1), on: (z > 16),

(0< |zl <1).

] (k>1), wg:=20,3(ug)—1 (=),
z=0
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I’équation (2.14) équivaut a

b

Par ailleurs, I'estimation (2.18) implique J(u,) = % log £+0(logs £) de sorte que w, = O(o, logy &) =
o(1). D’apreés le théoréme d’inversion de Lagrange (voir e.g. |2, §2.2]), ’équation (2.20) admet une
unique solution donnée par

=Y et

k>1

(2.20) Wy =

Puisque

1—r7 T,
=, logy iy = — +log(1 — 7)),

9
20, Oz

log piy =
nous obtenons, d’aprés la relation (2.18) et la définition de w, en (2.19),

2]+1

(2
(2.21) ~ —31, — 20, log(1 )+ E aQJI Um
— Ty
7=1

Au vu des expressions de oy, 7, et de la relation (2.21), I'existence des polynémes R; vérifiant (2.17)
résulte de développements en série successifs des termes du membre de droite de (2.21). Le reste de
la preuve consiste & expliciter les coefficients de ces polynémes.

En développant en série log(1 — 7;) et (1 — 7,)~% pour j > 1, nous obtenons

Wy = E § aOmnagg ;xa

m=0n=0
avec ap,0,n ‘= —301n, (n = 0), a0;1,0 *= 0, ap;1,n = 2/Tl (n = 1), Q0:2k,n ‘= 0 (k >1,n> O) et

2k +n —

1
)2%“@% (k>1,n>0),
n

a0;2k+1,n ‘= <

ot d;; désigne le symbole de Kronecker. Par ailleurs, & I'aide de (2.18), nous obtenons

~ thax 042] 20'$ th()'x -
(2.22) Ax(bx)~bx—10g<1+1_7x)+z 1— 1) {(Hl—u) _1}'

Définissons
m+n)\ (—=2)" 27 +n—1\ ‘
1 = < o >§n—i—)n (m>1,n2>0), ajn:= < J n >4]oc2j (j=21,n=>=0),
27 +m—-—1\/m+n-—1 .
a3;5mmn = < J m ) < n )(_z)m’ Q45 mm = Z 42:5.043:5m,n—~ (]7m =z1n> O)a
o<l<n

de sorte qu’en développant en série log(1 +2b,0, /{1 —7.}), (1 —72)"% et (1+2b,0,/{1 —7,})~%
pour j > 1 dans (2.22), nous obtenons

Nh +Zza1mn b UJ: +ZZZQ4J,mnhm 2itmy n

m>=1n=0 721 m>21n>0
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Par suite,

a1.em
as.¢mm - A4;(m—10)/2,6,n

0
(_2)4—1-1

((+1)!
0

t

a6t mmn =

nous obtenons

HUNED SIS

021 m=20n=0

Définissons formellement, po

(

ar:kmmn ‘=
j=0

D

1+ trg=m s1+-
71,0720

ag;kmmn ‘=

[ —2a5,041,m—1n

—1)k
Qk:—l)k Z

81,

en définissant as.1.00 := 1 et

sif =m,
sif <m,f=m mod2,

dans les autres cas,

(m=mn=0),

£=0,m=0,n>1),

dans les autres cas,

L _m_n
a5:0.m,n hx Or Ta s

ur k>1, m,n >0,
k+j— 1>

(" )3

ctsp=n 1<d<k

~,Sk>0

>

r1,,7520

fa(by)

|

(=1, m,n=>0),

*

a6;€,m,n =

14

>

0

m

>

0

n

0

a6:0,m,n

>

202,

0

sil=m=n=0,

dans les autres cas,

-1
L _m_n
a6;0,m,n hz Or Tx } .

*
Z Z H 6;r4,5q,ta

51, ,820

i+t rj=k—1s1+Fsj=mt1++t;=n 1<d<j

t1,,t520

H A0;rg,845 A9smmn = E E § a7:k,5,dA8;k,m—jn—d>

k>10<j<m 0<d<n

a10;m,n = Z % Z Z H a9:m,n»

k>0
7"1’... 71.k>0

" riteetrg=msi+tsp=n 1<d<k
81, ,8, 20

de sorte que, d’apres la définition des ¢, ; en (2.19), nous avons successivement

—~ m,_n
Cok ~ E § a7 kmnOg Tg

m=0n=0

—~ m,_n
hx ~ E E a9:mnOyp Ty s

m=0n=0

m=0n=0

m=>=0n=0

k m,_n
Wy =~ E : E :a’8;k7m7no-z Ty (k

> 1),

~ 2 :2 : m_n
ehz ~ a10;mn0y Ty -

En particulier ag.gmn, =0 (k> 1, m+n < k), agoo = 0 et ajp,0,0 = 1. Finalement, définissant

(2.23)

agj =

2.

<<y

nous obtenons (2.17) en posant

(2.24)

Ri(X) = 3 X' (> 0).

0<l<j

n _ .
<€>a10;jn,n(—10g 2" (0<L<y),

D’aprés (2.20), les véels A, := ay,, (n > 1) vérifient A; = 3 et la relation de récurrence

(2.25) A, =

1
2

2<j<n

> CigHE( Y Adfd)j (n>2).

1<d<n
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Nous montrons par récurrence forte sur n > 1 que

(2.26) Ay = (j)”<2n> (n>1).

n

Le cas n = 1 est immédiat. Soit n > 2. Nous déduisons de (2.25) et de 'identité

S () = (<,

k=0
que
1 : 1 7 2n
Ap =[] ———1 RIS =1 = (3)" 3" (1=37),
(e >+[T1{2;0< P (e 1) b= @ () +dria-an)
et donc (2.26). Cela termine la démonstration. O

3 Domaines de contribution principale

Cette section est dévolue a l'explicitation de plages de valeurs pour p,,,,(n) et v(n) dominant la
somme Sy, (z). Les deux valeurs v = w et v = ) sont considérées.

Commencons par écrire tout entier n > 2 sous la forme n = apf}’m(n)b = Apqm(n)B avec
P*(a) <p< P+(b), P+(A) <p< ]DJF(B)7 w(b) — w(a) = 1{2|w(n)} et Q(B) — Q(A) = 1{2‘9(71)} La
décomposition est clairement unique dans le cas v = w; elle I'est aussi lorsque v = 2 puisque les
conditions indiquées impliquent Q(A) = [(2(n) — 1)/2]. Posons

n<x
P~ (n)>y
w(n)=k

de sorte que

VLY N Y () e () | = Suao) Sl

p<:v kg}ggz cf:v/p z<§g§;
PT(a)<p
(3.2) w(a)=k

Z Yo Y (Lam=am)y + Lam—as)-13) = So.(@) + Sox(2).

p<:1: A<z/p B<z/Ap
PH(A)<p P~ (B)>p

Commengons par évaluer la contribution S, ,(x) correspondant aux entiers n < z pour lesquels v(n)
est impair. La premiére étape consiste a dégager un domaine de contribution principale pour les
variables p et k.

Rappelons la définition de g, en (1.9), celle de £ :=logy x en (2.1), posons

1.0 = 002/ 00802)* _ {1o(D}V/BE/MogE) o) . conllose)? _ of1+o(1)}/E10£97/S

33 wa:: T T xwx:: 1i ﬂ) $:21 g{ {L‘:: ]_§
( ) s [ql, , 42, ]7 8 |: alog£:|7 Q, [ ; Og.’E], Q, |: 726}7

s i={n <z :pym(n) € Py, Qn) <106, v(n) =2k+1, ke Kz} (x> 16)
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et notons

(3.4) Si@) = S L (@316,

nEAy & Pvm (n)

la contribution & S,,,(z) des entiers n < = appartenant au domaine A, ;. Les deux résultats suivants
permettent de restreindre 1'étude de S, () a celle de S}, ().

Proposition 3.1. [l existe une constante cg > % telle que

(35)  Suula) = S5(0) + O exp { V2logs ) log (1 - LB (0> ),

log logs

Démonstration. Rappelons la définition de £ en (2.1). D’aprés [12, lemme 2.1|, nous avons

1 T 1 1 T
> ol > Y el
57
o Pum(n) — (logz) = Pew.m(n) = logz ~ logx
Q(TL)>10£ pw’m(n)>10gx
Posons
1 1
E(z) = = + =: Ei(z) + Ez(z) (z = 16),
0= S omw( Tt T )mm b e
Q(n)<10¢ A(@)EKoe  w(a)eKua
Pw,m(n)<logx (n)<10¢ Pw,m(n)EPuw .z
Pw,m(n)<logz  pu,m(n)<logz
de sorte que
T
| @)= S (D) 4+ E (),
(3.6) Swu(®) = 85, (z) + E(z) + O Tog

Nous évaluons E(z) en suivant la méthode employée dans [11, §4|. L’inégalité de Hardy-Ramanujan
permet de majorer Ei(x) par

1 €T 1 k—1 1
PO IED DD DD DI R D DR 1) Dl D Dl
(3.7) 3<p<logz ¥ k¢Kw,. a<z L<10€ b<a/ap 3<p<logx k¢Xew,« Pt (a)<p
k<10¢ P*((r)z)zp w(b)=k k<10¢ w(a)=Fk
wla)=

Par ailleurs, le théoréme de Mertens fournit la majoration

11 1 \*  (logyp + My)*

Pt(a)<p " Na<p
w(a)=k

ou My désigne la constante de Meissel-Mertens. Regroupant les majorations (3.7) et (3.8), nous
obtenons

x 1 ({logy p + Mo}&)*
Elogx snTose D R El(k —1)!
(3.9) k<108
<« " 3 1 3 e/{logy p + Mo}&\ **
Elogx p? k 7

3<p<logz © £/ log E<k<10€
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d’aprés la formule de Stirling. Puisque la fonction v — (A/v)? atteint son maximum en v = A, nous
déduisons de (3.9) que

T 1 {log g}3/2>2£/1035 x
3.10 Fi(r) < — | ——F < .
( ) 1) log = 3<z§1:og:c p? ( VE log =

Il reste & majorer Eo(x). Rappelons les définitions de ¢ 4 et g2, en (3.3). L'estimation (2.17) avec

J = 0 implique
28 logy &
e =41 > ).
¢ logﬁ{ +O<log£>} (v = w0)

logs g1, = %{logf —b5logy €+ 5log2 + 0(1)}, logs g2, = %{logﬁ + 3logy & — 3log2 + 0(1)}.

Par suite,

Le terme d’erreur Fo(x) est donc

{log2p+M0}§ T o2/ (logz p+Mo)§
§loga: Z Z ( << Z —_—

p¢‘:]>w x kJEKw x élog r p¢ﬂ>w,z p

(3.11)

Or, nous avons d’une part

A (logy Mo)¢
(3.12) 3 ng—2H<<eXp <\/2§log§{1—5log2§+0( L >}>

3<p<qi,» 4 2log¢ log ¢

et, d’autre part,

62\/(10g2 p+Mp)€ e\/2§ log &

1 =o(1).
(3.13) > 2 < Svetge — oW
q2,z<p<logx
En regroupant les estimations (3.6), (3.10), (3.11), (3.12) et (3.13) nous obtenons (3.5). O
Proposition 3.2. Nous avons
(3.14) Sau(r) = 55, (x >+0(10gx) (> 3).

Démonstration. Nous avons d’abord trivialement

> ey

n<x n<x
po,m(n)>logz

log x log z

Ensuite, d’aprés [12, lemme 2.1] appliqué avec k = |3¢], nous avons

xlogy x x
3.15 ;< . -
31 D S S
n<x p<1’ d<z/p
Q(n)>3¢+1 Q(d)>3¢]

Rappelons la définition de F,(y, z) en (1.9), celle de F,(z) en (1.13) et posons

Falz)Fa(y, 2) -
B R

(3.16) 90y, z) == y =2, 2] <2).
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4 Preuve du Théoréme 1.1 : préparation technique

Rappelons la définition de & en (2.1), celle de @y (z,y) en (3.1), et posons

t—1
(4.1) Tyt i= r (x >3, teR).

Nous ferons usage du résultat suivant da a Alladi.

Lemme 4.1 ([1, th. 6]). Soit € > 0. Sous les conditions 3 < y < elog2)*” ot 0 < ter <2 —¢,
nous avons

. J:gw(yvtx,k)gk_l k{log y}2
4.2) ‘M‘”’y)‘<1ogx>r<1+tx,k><k—1>!{”O< e >} (=2 3).

Posons, pour k > 1, p > 3,

1 Ox 2 + i i§
= —_ = _— 1 D = _ :I:i :I:
Men= 5L e g petosed ] o] ooty ]
a)sp
(43) w(a)=k
get? _ . / e, &/s)e* " duds
= : <5 ) w,t = Z ’

ott H, est un contour de Hankel constitué des deux demi-droites D", D et du demi-cercle C,.

Proposition 4.2. Nous avons

1
logs x

(4.4) S (x) = 5;5;(@{1 + o( )} (x> 16).
Démonstration. Pour p € P, ., k € K, », nous avons p < log z et, puisque Q(n) < 10log, z, il vient
ap’ < (logz)101°822+1 "ot donc

p<logzx < ellog(z/ap)}?/? (1 <2<Qn)),

pour z suffisamment grand. Nous pouvons donc évaluer ®(x,p) par le Lemme 4.1 lorsque (p, k) €
Pz X Ky z. L'estimation (4.2) fournit ainsi

10g x Juw p7 x/apt, k){logQ(x/ap )}k !
S* (x :{1+0<3)} :
() log, @ ? k; Z/p 1%05 P log(w/ap )T(1 + 5, ) (b — 1)

P+( )<p
w(a)=Fk

De plus, sous les conditions £2(n) < 10log, = et p < log z, nous avons

g 2 = {1+ 0( T ) iogir g, () = {1+0(222) b,

fajaptse = e {14012 )} (1< €< ).

Enfin, le théoréme des accroissements finis implique

), F(1+tx7k):1+0< L ) (x> 16, k € Kupa)-

) =1 O(
9o (D2 k) + oz 7

logs
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Il vient
R é’ & Mu(k,p) 1
(4.5) S, (x) logx v L E 3 {1+0(1 gg)} (x> 16),
pEPy, k€Xw,z
puisque

1 1{
=11
> e

1<0<10¢

o(L)} weren

Par ailleurs, d’aprés (3.8) et la formule de Stirling, nous avons la majoration

3 & N(kp) 1 > <e\/s{log2p+Mo}>2k

kE—1)! k
( ) ¢ §/logE<k<m(p)

ﬂ(p)<{log£}3/2)2§/log5 P
ST\ Ve < logp

&/ log E<k<m(p)

x 1 & No(kyp)
(46) log z Z P Z (k—1)! < logz

PEPw,e = &/ logé<k<m(p)

Ce terme d’erreur est pleinement acceptable au vu de (1.2). En regroupant l'estimation (4.5) et la
majoration (4.6), nous obtenons

Siu(®) = logx Z Z gk >{1+O(lo;§)} (z > 16).

k<m(p

La formule de Hankel (voir e.g. [15, th. I1.0.17|) fournit alors

(47) 5 (@ )_:E{1+O 1/log&)} Z / {

2mi€ log x

k)\ (k, p)}es ds.

k<r(p

Puisque
k>mn(p) = Au(k,p) =0 (p=>2),

nous déduisons de (4.7) et de l'identité

> Ak, p)2* = Fu(p,2) (2€C,p=>2),
k>0

I'estimation

. {1+ 0O(1/log&)} dt / 1
4. - Fw ) B )
(48) Siu(®) 2mil log x .. t2logt Jug, (t s) ¢ ds

ot nous avons utilisé le théoréme des nombres premiers. La formule (4.4) résulte alors du changement
de variables u = logt dans (4.8). O
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Pour tout chemin ~ de C*, définissons

(4.9) : 27”// 5/5 7 duds (z > x0),

de sorte que, au vu des définitions (4.3), nous avons

(4.10) S ()

T
= Tlog {Ie, () + Ip+(z) + Ip- (z)}.
Posons encore

(4.11) ©:=[-n/3,7/3], Cl:={seCy:argseO}, €

T

=CuNCl (x> m).
Nous verrons que la contribution principale a S* (z) est obtenue le long de €. Nous évaluons Tet

a la section 5, puis, a la section 6, nous obtenons une majoration des termes d’erreur Io—, I+ et
x x
IID; .

5 Evaluation de To+

Soit € > 0. Posons

y
(5.1) D(z;z,y) = / t*le tdt (z,y>0,largz| < Z —e).

x
Lemme 5.1. Soient e>0ety: RT = R une fonction vérifiant limy_,o ¥(t) = +o00. Sous les
conditions r > 1, |[9| < T —¢, z =re", nous avons uniformément

2 F(sggret) = e 10}

Démonstration. Le changement de variables t = ze® dans (5.1) permet d’écrire

r log{ry(r)/=} )
(5.3) D*(2) = 2 e T (2 g o)) = / e 7" ) s,
w(r) log{r/zy(r)}
ot le logarithme complexe est pris en détermination principale. Puisque z = re®”, nous avons
log ¢ (r)—19 .
F*(Z) :/ e—z(e —s—1) ds.
—log¢(r)—id

—2(e* =s—1) ogt une fonction entiére, le théoreme intégral de Cauchy implique

~ log b(r) log(r)  logi(r)—id S
(5.4) T%(2) = {/ —i—/ —i—/ }ez(e = ds =: G1(2) + Ga(2) +Gs(2).
1

—log ¢ (r)—iv —log () og ()

Comme s — e

Pour s =log ¢ (r) —ir (0 < 7 < 9), nous avons

Cn #(e? —s— 1)’ =exp (R{ — ( (r)e™ —log(r) + it —1)})
—e rzp(r)cos(l? T)—i—rcosﬁ{l—l—logw( )}4r7sind <<e—r{w(r)cosﬂ—logl/}(r)—ﬂ—l}’
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uniformément en 7. Il vient

(55) Gg(z) <<296—r{w( r) cos¥—logy(r)—9—1} < %
r3/2

De maniére analogue, nous avons

1

(5.6) Gi(z) < PerHlosv) 1) «
r3/2

En insérant (5.5) et (5.6) dans (5.4), nous obtenons

(5.7 () = Go(2) + 0375

Désignons par Gy (z) la contribution & Ga(z) de lintervalle [—r—1/3,771/3] et posons G5 (2) :=
G2(z) — G§ (2). Puisque

e’ —v—1=3"+ L+ 00" (W<,

nous obtenons, par symétrie de 'intervalle d’intégration,

(5.8) G;(Z) = /:__11//33 o= /2 {1 + O(rv4 + T2v6)} dv = \/?{1 + O(%) }

Par ailleurs,

(5.9) G5 (z) < exp( — 7"{(3”71/3 + 3 1} cos9) log ¥(r) <

)

7
de sorte que la formule (5.2) découle des estimations (5.3), (5.7), (5.8) et (5.9). O
Rappelons la définition de g, en (1.9).

Lemme 5.2. Nous avons

(5.10) teyto) = B EEVE 0L n )

Démonstration. D’aprés la définition (4.9), nous avons

// F,( §/s e’ duds
I€+
T 2mi ef

Rappelons la définition de © en (4.11), posons zy = 2z 9 = 0z e™™ (¥ € R) et notons que Cf =
{&/z9 : ¥ € O}, de sorte que
// (e¥, zy) e&/zoHi0—u dudd
277@;,; .

Avec le changement de variables u = g, (1 + t), nous obtenons

Oz log 05)2—1 2 {1+t —out
(511) Ie+(x) — fe ? / e&/z§+i19 d’l9/( 8¢ ) Fw(eg { +}’Z,l9)e 4 dt
x 27TQI ® 1/(loggz)271 ]."‘t
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Posons
o(9,v) :=log F,, (e, z9)

1) (WeO,v=0).

g<ev?

Pour 0 < t < (log 0,)%> — 1 et x assez grand, nous avons

2y
o0, 0{1+1}) — oW o) = > )
elx <q<egm(1+1) q
(5.12) S +o< > 1}2>
eox Lg<eoz (1+t) q- q=elx

= zg{log(1+t) + O(e Ve +g,e %)},

ot la derniére égalité découle d’une application d’une forme forte du théoréeme de Mertens. Lorsque
1/(log 02)* — 1 < t < 0, nous obtenons

00, 0.1 +1}) — (9, 05) = z9{ log(1 +t) + O (e Ves/loees )1,
Définissons

Qz{l“l‘t} _ta
(5.13) an(t) = EelC H’:ﬁ)e , Ag(t) ==logag(t) (9€O,t>0).

Nous déduisons de (5.12) que, pour 1/(log 0,)? — 1 < t < (log 0,)% — 1,
Ay(t) = Ap(0) = (29 — 1) log(1 +t) — gut + O(gy e VE/ B,
soit

v
{log 0, }?

(5.14) as(h) _ (1+t) e 2t {1 4 O(g, e Vor/lo8es )} < —1<t<{logo,}” - 1>~

Posons
(10g9m) -1
Ko (9) = / (L48 e dt (233 0 €0).
1/(log g2)%~1
D’aprés (5.11) et (5.14), nous avons

Ee {1+ O(p, e~ Ver/log o)
270y

Iot(2) = }/Fw(egm,zﬁ)eg/zﬂﬂﬁKgg(ﬁ) dd.
’ ]

Le changement de variables v = g, (1 4 t) fournit

)

(5.15) " (19):&/996“"““2 ot g gy — (1001 0n)}V2mzy~ 12 a2
0" Jou /(10 022 0:’

ol nous avons appliqué (5.2) avec 1 = log2. 11 vient,

’ \/27rg

Il reste & évaluer l'intégrale en ¥9. Puisque [e™* — 1| < 1 (¥ € ©), nous avons

1T (o) 0,00 = (@) T o 2
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Rappelons que, d’aprés (2.2), g, vérifie la relation

Ox & _
—_— =40 Q)
Q§z q—1+ 0z Oz * (Qme )

En scindant la somme du terme d’erreur de (5.17) & ¢ = g, nous obtenons

5{ —iv < 02 |79|e_9$>}
197 x) 07 z) = —\¢€ Y- 1 + O t ’
P9, 05) — (0, 05) o {logo,}? ~ logo,

puisque o2 log 0, < &, au vu de (2.17). Définissons

@;::[—(i)l/g,(i)l/3], 07 =007 (z>3)

La formule intégrale de Cauchy implique

L [dme(d, o) _ ¢ 1

Puisque ¢'(0, 0,) = —i&/0s + O(0, €9%), par définition de g, il vient

&0 94
@0, 00) — (0, 02) = —Zs — § 8007 + Fisz 9’ + O(gxwl e e +£Q> (¥ €0y).
Posons _ A
b(V) := Foy(e%, zg) e/ —2o14W0I+310/2 = B9y .= Jogb(d)) (9 € ©).
Il vient,
13 v

B(W) — B(0) = ZE — zg{1 + 9} + 309 — Zg — 10 0? + Lisg0® — 5 + 00 + O(Qxym e o +5—)

9 T x i

= 3 — ;{Qi + 53+, }7 - éz{j —53=20, }0 + O sl e +§;i4) (W € OF),

d’ot, en posant s5 1= &£/ 0, + 52 40, et 55 := /0, — 53 —20, (x = 3),

= {1+gmow?)}{ug¢s§ﬁ3+0(i§6)}{1+0(gxw\e—@z +ii4)} (9 € ).

En intégrant sur O, nous obtenons, grace a la symétrie de l'intervalle d’intégration,

b(9)do 9?2 g9t g290
/@; b(0) _/@:e 2 {1+O<E+ g%)}(w

oD} - Eolo)

(5.18)

Ainsi,

5 — 7 T 5/@90_@90
9 el &/ 29—z {1419} 4309 /2 \/@Fw(eg , 0 )e L '
(.1) /ZF( 72:19)6 dy = \/»1‘ {1 (1 5)}
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Il reste & majorer
E(x) = / F (%, zg) e&/2o—2olH0k430/2 g (1 > 3),
SF

En majorant |F, (e, g, e~)|

absolue ¢ > 0 telle que

comme dans [9, lemme 3], nous déduisons I'existence d’une constante

‘Fw (egma Ox e—i'&)’ —ct9? /0y
Foe®r, 00) <e (¥ € ©).

Ainsi,

)] < Fuete, gr) [ mes0on RS040 g

x

< Fw(egw’ Qz) ef/Qw—Qw / e—c{ﬂz/ggg ef(cosﬂ—l)/gz—l—gw(l—ﬁsinﬂ—cosﬁ) dv.
Oz

Puisque 1 — ¥sind — cos ¥ ~ —392 < 0 (¥ € ©;), il vient

(5.20) |€(z)| < F,(e%, 0,) ef/0x—ex /

N\ 3/2
670&92/@1 d,ﬂ < Fw(egz, QJ}) ef/@z*@z (g) .
Oz

§
En regroupant les estimations (5.16), (5.19) et (5.20), nous obtenons bien (5.10). O

6 Preuve du Théoréme 1.1 : estimation des termes d’erreur

Lemme 6.1. Nous avons
(6.1) To— (2) < Fy(e®, 0p) e¥/%0 70 M log )P4 (2 > 3).
Démonstration. Rappelons la notation zy = g, e~ % et posons

T:={9:7/3< |9 <7n/2}, Ji(u):= /TFw(e“,zqg)eg/zﬂer dv  (u e Uy).
D’apreés la définition de Io- en (4.9), nous avons

J “vd
(6.2) Io-(2) = 2:Qx ’ 1(U)Z u

Notons que, pour ¥ € T,

—i0
‘Fw(eu7z19)‘ = H 14+ Oz € : ‘§ H (1+ Ox >:Fw(eu7gx)'

u

g<e® - g<ev ¢—1
Ainsi,
(6.3) | J1(u)| < Fw(e“,gx)/Tegcow/@f dY < F,(e", 0,) /20 .
Posant
(6.4) Jo(z) ::/ Fo(eh o) e du oy,
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nous déduisons de (6.2) et (6.3) la majoration

(6.5) Io- () < &8/20 Jy(x)\/Elog €.

Rappelons la définition de ay en (5.13). A I'aide du changement de variables u = g, (1 + t), nous
obtenons

(lOg 91)2*1 Qx{1+t} —0at (lOg 91)271
Jo(x) =9 / Fufe 1 02) € d =g 9 / ao(t) dt.
1/(log 0z)%—1 L+t 1/(log 0z)%—1

L’estimation (5.14) appliquée avec ¥ = 0, fournit

o o F (e, 0,) e_Qac7
(6.6) Jo(z) < Fo(e%, 0,) e K, (0) < =

d’aprés (5.15). La formule (6.1) est alors une conséquence directe des majorations (6.5) et (6.6). [

Il reste & évaluer I;+. Rappelons que

B /e d
> .
Ip+(z TI'Z/D:E ds /I (x = x0)

Lemme 6.2. Nous avons

F (e, 0,)e 0

6.7 Iyt (2)| < z >3
(6.7) [Ipz ()] Vo (z=3)
Démonstration. Notons d’emblée que
DF = {t+ LI 0}
Oz

et rappelons la définition de Jy(x) en (6.4). Nous affirmons que
(6.8) I+ (2) < Jo(z).

En effet, puisque 'on a, uniformément pour t < 0,

Fw(eu’tiié:f/@x)‘ -1l

g<el¥

b (tiif/@i)(q—l)’ <1l <1+ - ):FW(eu’QI)’

nous pouvons écrire

‘/Di eds\/_io Fw(e“,%>

et donc (6.8). Le résultat découle alors des estimations (6.6) et (6.8). O

e dt ( ,Q;I;) (U S ux)a
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7 Preuve du Théoréme 1.1 : complétion de ’argument
D’aprés (6.1) et (6.7), il est clair que
max {IQ% (@), Ie- (2)} < Fy(e®, 0y) e8/20=0x e1/4(10g £)3/4,
Les estimations (5.10) et (6.1) fournissent de plus

Ty (2) Vo8
Ve

max{[@f(fc)v-’e;(ﬂf)} < < gt (x)logé,

puisque, d’aprés (2.17), nous avons g, < 24/&/logé pour x suffisamment grand, soit —&/20, <
f%\/glogf. Les estimations (4.10) et (5.10) impliquent donc

- Let (@) (09 g,) of/er—es
s ol e e 0 ol

Il reste & estimer la somme S, »(z) correspondant au cas des entiers n < = pour lesquels w(n) est
pair. Posons

Sa@)= 3 23 XY wn(e) @210,

pEPux k€KL, z a<z/p 1<€<10logy x
P*(a)<p
w(a)=k

L’estimation (3.5) persiste alors sous la forme

Swa(r) =8 () + O(lo:;x exp{ 2(logy ) log3$<1 - Ci;gfzx) }) (z > o),

pour une constante ¢y > % L’ensemble des estimations obtenues dans le cas w(n) impair est encore
valide lorsque w(n) est pair. La seule différence significative réside dans la formule (4.7) pour laquelle
la quantité A, (k,p) doit étre remplacée par A, (k — 1, p). Définissant

—’LLd S
Sita(@)i= o [ S [ OR(ef)S s @z

T 2w log U S

nous avons l'estimation

%m@%=$2@K1+OQ£¥)}(x>$-

Ainsi, rappelant que s € €I = |s| = £/, nous obtenons finalement

(7.2) &ﬂ@:&&¢@@+o@éxﬂ (x> 3).

Par conséquent, la formule (1.10) découle des estimations (3.5), (4.4), (7.1) et (7.2). O
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8 Formule explicite pour log S,(z) et comportement local

8.1 Développement asymptotique de log F, (e, o,)
Rappelons que, d’aprés la définition de F,(y, z) en (1.9), nous avons

log F, (€%, 05) Z log( 1)

q<eQz

Afin d’évaluer cette somme, nous la scindons & ¢ = g,.. Posons

(_1)n+1
n™(n+1)

B o= (=1)™(m — 1)1y

n=1

Lemme 8.1. Soit M > 1. Nous avons

Bl B e o)}

v<g<e?

Démonstration. Posons

L) = / W (0> 3).

Une application du théoréme des nombres premiers fournit

(8.2) > tog 1+ ) — L(v) + 0</ev log (1+ %) o VIoET dt>.

v<g<e?

Le terme d’erreur peut étre majoré par

oo ,—+/logt
(8.3) v/ " dt < vy/logve VI8,
v

Par ailleurs, d’aprés (2.6), nous avons

v

n+1 n n+1 o™ e dt
I = =
1) / logt Z /U t"logt

>1
8.4 "
v {log(”>+ Y s o + ()}
= —_— .
logv gy logv = (n+ 1 nm {logv}M+1
En regroupant les estimations (8.2), (8.3) et (8.4), nous obtenons le résultat annoncé. O

Posons, pour m > 1,

_1)nt+1 )
n=1

n(n+1) 0 /2

Lemme 8.2. Soit M > 1. Nous avons

85) Sios(1+5) =of 3 e+ O

q<v
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Démonstration. Posons

n() = [ EEEUE (5,

de sorte que

v v )
(8.6) q;k)g (1 + ) Lv) + /2 log (1 + E) d{n(t) — ()}
Or, 'intégrale du membre de droite de (8.6) peut étre majorée par

v v —+/logt dt
. VBt og (14 2 /e
(8.7) [e 0g(+t) 2+v2 e,

De plus, d’aprés (2.7), nous avons

<<ve_”°g”+/ve_vl°gt dt < ve Viosv,
2

)n+1tn

I>(v) = (logv) li(v —v—i—/ logt +0(1)

no™

m! (—1)”+1 v dt 1
U{ Z (logv)m—i_nz:1 noyntl /2 logt+0 {logv}M+1

1<m<M

_, m! (m —1)! (—1)n+t 1 .
v 2 {<1ogv>m * gy 2 G+ 17 O({logv}MH)}

1<m<M

—~
o0
o

S~—

I

En regroupant les estimations (8.6), (8.7) et (8.8), nous obtenons (8.5). Cela termine la démonstra-
tion. O

Proposition 8.3. Soit M > 1. Nous avons

Ox am 1
8.9 log F,(e%", 0x :QI{lo * +O<>}.
(8.9) g Fu( ) & <log gx) 1<§M (log 0,)™ {log o, }M+1

Démonstration. Nous avons directement

(8.10) log F,(e%, 0,) = » _ log (1 + Qw) > log (1 + &> +O(log 0y).
q<Qz 0z <gq<efz q
puis (8.9) en évaluant la premiére somme de (8.10) par (8.5) et la deuxiéme par (8.1). O

8.2 Preuve du Corollaire 1.2

Posons

/2log, x(log, )N 1
En(z) = go z(logy )

(10g3 :U)N+1/2

1 .
510n—1 +Q(y_ sin = 1mod2,
a1;1:—%7 Al 1= {2{ n—1 (n 1)/2} (

v a0), Gult) = log Bu(e’,0) + 5 v (v32)

: n > 2).

% 01 sinon

Remarquons d’emblée que logs =z = eO(GN(“”)), de sorte que, d’aprés (1.10), nous avons

log S, (z) = log -I— u(0x) + O(En(2)).

1
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Or, d’apreés (8.9), nous avons

IOgZ Oz a1:n
2) & 20, 10g 0,4 1 — + E —
9w(Q ) 0z log 0 { 1 o~ ( n}

0g 0z « (log o)
Rappelons la définition des ay; en (2.23) et définissons formellement kg1 :=1log2, k1,1 := —1,
(_1)k_1 * *
k>1 ri+-Frg=~€s1+-+sp=7—11<d<k

T, T 20 817"751@21

_1\k—1
Rij = Z (1]3/, Z Z H Krgsqr  Fmigk =0 (0 <k < j<m),

k>1 rit-Frp=~0s51++sp=7 1<d<k
71, ,re 200 81,000,821

Fniej -= Z (n +Z N 1> A1;n 2n(_1)k Z Z H Krg,s45

k>0 ri+-trg=~0s1+-+sp=7—n 1<d<k
T, 5200 1,85 20

Pp— Pp— *
bO;Z,j = § § Qp sKi—r j—s, bl;Z,j = E § Hr,sﬁl;f—r,j—sa

0<r<l0<s<y 0<r<0<s<y
boyj = b1+ § Bnst,j, 205 = E g bo,r s bose—rj—s (n=1,43j>0),
n>1 0<r<l0<s<y

de sorte qu’aprés plusieurs développements en série successifs, nous obtenons a I'aide de (2.17),
z,j(logy 5
Sulor) = v/2€log €Y Y LSl
(log &)
720 0<0<j

En posant

(8.11) P(X)i= 32Xt (520),

0<<]

nous obtenons finalement (1.11). En particulier, les coefficients z; ; vérifient la relation

=1
{Zj,j =ajj —3a;-15-1 (j=1),

ot les coefficients a;; (j > 0) sont définis en (2.23). Il vient,

2j 37 .
Jp— [ > 0).
o <j ) wi-z) V77

8.3 Preuve du Corollaire 1.3

Ceci termine la démonstration.

Rappelons la définition de g, en (1.9) et posons

1 v/ 1
— VOB s 16).

N logs z” L (logg z)3/2

Commengons par préciser le comportement local du paramétre g,. Afin d’alléger 1’écriture, nous
notons dans la suite X := z!*" (h € R).
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Lemme 8.4. Sotent 0 <e <1 et h > —1+¢€. Sous les conditions x > x(l)/s, log(1+ h) < 1y, nous
avons

(8.12) o0x — 0 < 03

Démonstration. Rappelons la définition de ¥, (v) en (1.9) et remarquons d’emblée que

log(1+ A
Wx(0) W) = ()
de sorte que, d’aprés (2.2), nous avons
log(1+h
(813) \I/a:(QX) = _M + O(e*.QX)'
5’
Par ailleurs, un rapide calcul permet d’obtenir
26 1 1
e = ($Lro(h)} wen
(v+0) (v) o v3+v+0 vlogo (v < 1)
soit, avec v = |ox — 0| et pour x suffisamment grand,
3 \I"az x) \I]x 3 1 1 h ;
(8.14) lox — 02| < AL lex)l Qﬂ“{w +O(emm{9x’@z})},
2¢ 28 Ox

d’aprés (2.2) et (8.13). En particulier, puisque d’aprés (2.17), ox ~ o, lorsque log(l + h) < 75,
nous déduisons (8.12) de (8.14). O

Nous pouvons désormais compléter la preuve du Corollaire 1.3. Pour log(1 + h) < 7, nous avons

V2logy X = {1+ O(0;)}+/2logy z, loizX _ logyz + O(05),
X

0x

Nous déduisons alors de (1.10) que

(L+1)Su(X) {1+ 0(8,)}F,(e9X, ox) eS/ex—ex '
thw(.%') o Fw(eQac7Q$) eg/Qx—Qx

(8.15)

Par ailleurs, d’aprés (8.12), nous avons d’une part

(8.16) £ & tox—ol

ol s,
0x Ox Oz
et, d’autre part, notant ¢~ := min(g,, 0x) et o := max(g, 0x),
F (e0x — +
logM: Z 10g(1+QX17+Q$>+ Z log<1+ ¢ 1)
(8.17) w\C7 Ou a<exp(o™) 4 Oz exp(o~)<q<exp(gh) 1

< |QX - Qx’ log 0, < Og-

L’estimation (1.12) résulte alors des estimations (8.15), (8.16), (8.17) et de la majoration (8.12). [
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9 Preuve du Théoréme 1.4

9.1 Préparation
Rappelons la définition de Fo(y, z) en (1.9), celle de ga(y, z) en (3.16).

Lemme 9.1 ([1, th. 1]). Sous les conditions y < ellog2)*/® |z] < 2, nous avons

logy)lfﬁ?z
91 am) _ __299(9,2) o (zllogy) TN o
(9.1) n; z T'(z)(logz) > + (log )27 (x )
Pi(ﬂ\lby
Posons
—Q(m)
. Mol )= 3 T (<y<w > )
P+(m)§y
Q(m)<3¢/2

Lemme 9.2. Sous les conditions 2 < y < logz, |z| =1, nous avons

9.3) Aa(y,2) = FQ(;J/Z) * O(loéx)'

Démonstration. Pour tout k > 1, posons vy, := 2 — 1/k. Une majoration de type Rankin fournit

1 log y)?
> < DD D S . H (1——) <<£(23§/‘Z),

Pt(m)<y k>3¢/2 P+(m)<y k>3¢/2 k 3<q<y
Q(m)>3¢/2
et donc (9.3), d’aprés (9.2), en observant que 3 log2 > 1. O

9.2 Complétion
Notons que, pour p < logz et Q(A) € Kq 4, nous avons
Ap < (log z)30e22)/2+1 oy Coga < ollog(z/Ap)}*/%

Nous déduisons donc de (9.1) que, pour p < logz, Q(A) € Koz et 2| =1,

LUB) _ zgo(p, 2) z(log p)'—H= |
(9.4) BgAP Apl(z){log(z/Ap)}1—= +0 (Ap{log(x/Ap)}Q—%z)

P~ (B)zp

En remarquant d’une part que go(p, 2) =< (logp) %% et d’autre part que

1 2
log & = {1 +O<<0gzw>)}ng7
ap log
Pestimation (9.4) implique

o5 DIELE UGl
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Rappelons la définition de Aoz (y, 2) en (9.2). Nous déduisons de la définition de S§ ,(z) en (3.4) et
de lestimation (9.5) que

1 log, ) 7{ ga(p, 2) A,z (p, z) dz
9.6 S ={—4+0 > 3).
(9-6) 0,.(7) {27[‘i+ ( log = >} Z |2]=1 I'(1+ 2)(logz)l—* (@ )
p<log1’
Posons (4. 2)
,Z
Sa(y. 2) = et (y>2 1<z <2).

[(1+ 2)Fa(y,1/2)

D’aprés (9.3), nous avons

p<logx

- {(”>} > A R ()

p<logx

(9.7)

puisque |ga(p, )| =< (log p)~%=.

Fixons J > 1 et posons § = 0y := 3(1/¢y4+1 + 1/qs42). Le théoréme des résidus fournit

(98) 1 9Q(p7 Z) dz _ Z Rés(gﬁ(pv z)vl/p]) _i_0<f1 |90<p7 Z)| ’dZ’)

— - i —
2mi Jj;=1 (logz)t—= L<jemin{J 41 7(p)} (log z)'~1/%i 2|=s (logz)t—R=

Puisque, pour p < logz et |z| = §, nous avons la majoration

[Fa(p, 2)|

9 y 2 L — KL lo 5+1/67
Sa(p, 2)| Folo.1/5)] (log p)
il vient
|99(p7 Z)| (]Qgp)5+1/5 /27r 5 )
. s ld -_ 1 cos? 9 I
. ﬁ=6 (108390)1*%2' S P 0 (log ) < (oga) o

Les estimations (3.14), (9.8) et (9.9) impliquent directement, d’aprés (9.7),

T Reés(Sa(p, 2);1/p;) 1
TN )

<logx 1<j<min{J+1; 7
(9.10) p<log J {J+1;7(p)} /
B x Rés(Salp. 2):1/p)) |, x
- Z (1 )l—l/pj Z p2 T (10 x)l_l/pJ+1 .
1<j<+1 (08 p;<p<logz &

En outre, posant

_ dz
Sy (@ Z % ( 5= UA) Z zQ(B)>22 (z > 3),

p<10g:1: PT(A)<p B<xz/Ap
QA)EXq,« P~ (B)zp

il est clair, d’une part, que l'estimation (3.14) reste valable sous la forme

) (x = 3).

(9.11) Sox(x) = Sty 1 (x )+O<logx
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et, d’autre part, que

x
(9.12) Shn(®) =250, (0) + O(1 ) (023)
Les estimations (3.2), (9.10), (9.11) et (9.12) impliquent alors
3 Rés(Sa(p. 2);1/p;) x
(9.13) Sa(z) = — 2+ O<),

avec Rés(Sa(p, 2); 1/p;) < ga(p, 1/p;)/Fa(p,p;) < (logp)Ps~ '/, puisque

Rés(Sa(p, 2); 1/p; 1 log p)Pi /¥ 1
Z ( Q(p2 );1/p;) < 1 Z(ng):%/; I < 1 )
p>logx p 08 ¥ P p 08T
La formule (1.15) découle alors de (9.13) et de la définition des ¢; en (1.13). Cela termine la dé-
monstration du Théoréme 1.4. O
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