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Abstract

We consider the sum of the reciprocals of the middle prime factor of an integer, defined
according to multiplicity or not. We obtain an asymptotic expansion in the first case and an
asymptotic formula involving an implicit parameter in the second. Both these results improve
on previous estimates available in the literature.

Résumé

Nous nous intéressons à la somme des inverses du facteur premier médian d’un entier, défini
en tenant compte ou non, de la multiplicité. Nous obtenons un développement asymptotique de
cette quantité dans le premier cas et une formule asymptotique faisant intervenir un paramètre
défini implicitement dans le second.

1 Introduction et énoncé des résultats

1.1 Description et historique du problème

Pour chaque entier naturel n ⩾ 2, posons

ω(n) :=
∑
p|n

1, Ω(n) :=
∑
pk||n

k,

désignons par {qj(n)}1⩽j⩽ω(n) (resp. {Qj(n)}1⩽j⩽Ω(n)) la suite croissante de ses facteurs premiers
comptés sans (resp. avec) multiplicité et notons P+(n) (resp. P−(n)) son plus grand (resp. petit)
facteur premier.

Depuis la fin des années 1970, de nombreux travaux ont porté sur la somme des inverses de facteurs
premiers particuliers. En 1986, Erdős, Ivić et Pomerance [8] obtiennent la formule asymptotique

(1.1)
∑
n⩽x

1

P+(n)
=

{
1 +O

(√
log2 x

log x

)}
x

∫ x

2
ϱ
( log x
log t

) dt

t2
(x ⩾ 3),
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où ϱ désigne la fonction de Dickman. Dans les années suivantes, De Koninck [4] obtient une formule
analogue à (1.1) pour la somme des inverses du k-ième plus grand facteur premier des entiers. De
Koninck et Galambos [3] démontrent ensuite un résultat semblable pour la somme des inverses d’un
facteur premier choisi aléatoirement. À la conférence de théorie analytique des nombres d’Oberwol-
fach de 1984, Erdős demanda à De Koninck s’il s’était intéressé à la somme des inverses du facteur
premier médian

pν,m(n) :=

{
q⌈ω(n)/2⌉(n) si ν = ω,

Q⌈Ω(n)/2⌉(n) si ν = Ω.

Près de trois décennies plus tard, De Koninck et Luca [5] apportent une réponse partielle dans le
cas ν = ω en démontrant que

(1.2) Sω(x) :=
∑
n⩽x

1

pν,m(n)
=

x

log x
e{

√
2+o(1)}

√
(log2 x) log3 x (x ⩾ 16).

Ce résultat a été précisé par Ouellet [11] qui a obtenu

(1.3) log
Sω(x)

x/ log x
=
√

2(log2 x) log3 x

{
1 +

P1(log4 x)

log3 x
+
P2(log4 x)

(log3 x)
2

+O

(
1

{log3 x}2

)}
,

où les Pj (j ∈ {1, 2}) sont les polynômes définis en (1.11) infra.
Le cas ν = Ω a été envisagé par Doyon et Ouellet dans [7], qui établissent la formule asymptotique

(1.4) SΩ(x) =
c1x√
log x

{
1 +O

( 1

log2 x

)}
(x ⩾ 3),

où la constante c1 est définie en (1.14) infra.
À ce stade, deux questions sont donc en suspens : (a) déterminer un terme d’erreur optimal pour

la formule asymptotique (1.4) ; (b) obtenir une véritable formule asymtotique pour Sω(x).
Il est clair qu’une connaissance précise des lois locales

(1.5) Mν(x, p) := |{n ⩽ x : pν,m(n) = p}| (3 ⩽ p ⩽ x),

permettrait de résoudre ces deux problèmes. Dans [13], nous avons obtenu des estimations satis-
faisantes lorsque ε < βp := (log2 p)/ log2 x < 1 − ε (ε > 0). Cependant, il s’avère que la somme
Sν(x) est dominée par la contribution de valeurs de pν,m(n) notablement plus petites que la borne
inférieure de ce domaine : log p ≈

√
log2 x si ν = ω et p ⩽ ψ(x) dès que ψ(x) → ∞ si ν = Ω. En

effet, nous verrons en (9.13) que, dans le second cas, nous avons

SΩ(x) ∼
x√
log x

∑
p

f(p)

p2
,

avec f(p) ≪ (log p)3/2. Comme l’ont notamment noté McNew, Pollack et Singha Roy [10], les
comportements asymptotiques de Sω(x) et SΩ(x) diffèrent significativement. Nous avons

(1.6)
SΩ(x)

Sω(x)
= (log x)1/2+o(1) (x→ ∞).

La relation

(1.7)
MΩ(x, p)

Mω(x, p)
∼ C(βp)(log x)

1/2−(2
√
βp(1−βp)−3βp/2)√

log2 x
(ε > 0, ε ⩽ βp ⩽ 1

5 − ε),
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qui découle directement de [13, th. 1.1] pour une fonction C(v) ≍ 1 explicite implique

(1.8)
MΩ(x, p)

Mω(x, p)
= (log x)1/2+o(1) (ε ⩽ βp ⩽ 1

5 − ε).

Comme
Sν(x) =

∑
p⩽x

Mν(x, p)

p
,

la formule (1.6) laisse donc présager que la relation (1.8) persiste dans le domaine βp ⩽ 1
5 − ε.

Ce phénomène peut s’expliquer par la structure particulière des entiers ayant un facteur premier
médian p petit relativement à la taille de x. En effet, une approche naturelle révèle (voir e.g. [10], [13])
que les lois locales dépendent directement des deux quantités

Φν,k(x, p) :=
∑

b⩽x/ap,
P−(b)⩾p,
ν(b)=k

1, λν(p, k) :=
∑

P+(a)⩽p,
ν(a)=k

1

a
(x, p ⩾ 2, k ⩾ 1),

portant respectivement sur les entiers sans petit facteur premier et sur les entiers friables. Alors que
la première somme possède un comportement asymptotique analogue pour les deux valeurs ν = ω
et ν = Ω (voir e.g. [1, th. 6 & th.7]), la seconde présente un changement radical de comportement
dans le cas ν = Ω lorsque le rapport k/ log2 p dépasse 2 (voir [13, cor. 3.4, 3.5 & 3.6]). En particulier,
lorsque ε < βp <

1
5 , il a été montré dans [13] que la somme Mν(x, p) est dominée par des valeurs de

k vérifiant 2 < k/ log2 p < Cε, avec Cε → ∞ (ε → 0), domaine dans lequel nous avons λω(p, k) =
o(λΩ(p, k)) (k → ∞). Cette différence de comportement s’explique notamment par l’accumulation
des petits facteurs premiers dans la décomposition des entiers friables (voir [6, cor. 1.7]). Les entiers a
contribuant majoritairement à λΩ(p, k) sont donc significativement plus petits que ceux contribuant
à λω(p, k). Ce phénomène étant d’autant plus marqué que p est petit devant x, il est naturel de
conjecturer que cette relation persiste lorsque k/ log2 p→ +∞ et donc lorsque ε→ 0.

Notre premier objectif consiste à établir, par la méthode du col, une formule asymptotique pour
Sω(x) avec terme d’erreur effectif. L’estimation obtenue dépend d’un paramètre implicite, caracté-
ristique de la méthode. Comme cela est génériquement le cas, l’insertion de ce paramètre fournit une
évaluation explicite dont nous pouvons déduire un développement asymptotique pour le membre de
gauche de (1.3).

Notre second objectif est de préciser (1.4). Au Théorème 1.4, nous obtenons un développement
asymptotique pour SΩ(x) dont la troncature à l’ordre 1 fournit une formule asymptotique avec
terme d’erreur relatif optimal ≍ 1/(log x)1/6, améliorant ainsi significativement (1.4). Il est à noter
que le développement asymptotique (1.15) infra pour SΩ(x) est relatif à des puissances de 1/ log x
alors que l’évaluation obtenue dans [12] pour

TΩ(x) :=
∑
n⩽x

log pΩ,m(n)

met en évidence un développement selon les puissances de 1/ log2 x. Cette disparité est due au fait
que les plages de valeurs dominantes pour pΩ,m sont très éloignées : p ⩽ ψ(x) dès que ψ(x) → ∞
pour SΩ(x), log p = (log x)(

√
5−1)/2+o(1) dans le cas de TΩ(x).

Mentionnons enfin que, dans les travaux [7] et [11], les auteurs considèrent plus généralement
le facteur premier α-positionné défini par p(α)ν (n) := Q⌈αν(n)⌉ (0 < α < 1). Nos méthodes sont
adaptables sans difficulté à ce cas. Nous avons choisi de restreindre l’étude au cas α = 1

2 afin de
préserver la clarté d’exposition et d’éviter la multiplication de détails techniques sans véritable
intérêt théorique.
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1.2 Notations et résultats

Dans toute la suite, les lettres p et q désignent des nombres premiers. Introduisons les notations

(1.9)
Fν(y, z) :=


∏
q⩽y

(
1 +

z

q − 1

)
(y ⩾ 2, z ∈ C, ν = ω),∏

q⩽y, q ̸=z

(
1− z

q

)
(y ⩾ 2, z ∈ C, ν = Ω),

Ψx(v) :=
log2 x

v2
− F ′

ω(e
v, v)

Fω(ev, v)
(x ⩾ 3, v > 0), ϱx := inf{v > 0 : Ψx(v) ⩽ 0} (x ⩾ 3),

où l’on a posé F ′
ω(y, z) = ∂Fω(y, z)/∂z. Un développement asymptotique de ϱx est obtenu en (2.17)

infra. Soit enfin x0 tel que log3 x0 > 1, par exemple x0 := 107.

Théorème 1.1. Nous avons

(1.10) Sω(x) =
xFω(e

ϱx , ϱx) e
−ϱx

(log x)1−1/ϱx
√
2 log2 x

{
1 +O

(
1

log3 x

)} (
x ⩾ x0

)
.

Corollaire 1.2. Il existe une suite de polynômes {Pj}j∈N telle que, pour tout J ∈ N,

log
Sω(x)

x/ log x
=
√
2(log2 x) log3 x

{ ∑
0⩽j⩽J

Pj(log4 x)

(log3 x)
j

+O

({
log4 x

log3 x

}J+1)}
(x ⩾ x0).

De plus, pour tout j ∈ N, Pj est de degré j et de coefficient dominant 3j(2j)!/(1 − 2j)4j(j!)2. En
particulier, nous avons

(1.11)
P0(X) = 1, P1(X) := −3

2X + 3L
2 − 1, P2(X) = −9

8X
2 +

(
9L
4 + 1

)
X − 9L2

8 − L+ 2,

P3(X) = −27
16X

3 +
(
81L
16 − 51

8

)
X2 −

(
81L2

16 − 51L
4 + 10

)
X − 27L3

16 − 51L2

8 + 10L+ 8 + 4π2

3
,

où l’on a posé L = log 2.

Remarque. Les polynômes Pj (j ⩾ 0) sont explicités en (8.11).

La formule implicite (1.10) fournit également des informations sur le comportement local de Sω(x).

Corollaire 1.3. Soient 0 < ε < 1 et h > −1 + ε. Sous les conditions

x ⩾ x
1/ε
0 , log(1 + h) ≪

√
log2 x

(log3 x)
3/2

,

nous avons

(1.12) Sω(x
1+h) =

xhSω(x)

1 + h

{
1 +O

( 1

log3 x

)}
,

En particulier, nous avons
Sω(x

1+h) ∼ xhSω(x) (x→ ∞)

dès que h = o(1).
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Notons P := {pj : j ⩾ 1} l’ensemble des nombres premiers, posons

(1.13)

Fν(z) :=


∏
q

(
1 +

z

q − 1

)(
1− 1

q

)z
(|z| < 2, ν = ω),∏

q

(
1− z

q

)−1(
1− 1

q

)z
(|z| < 2, ν = Ω),

cj :=
3FΩ(1/pj)

Γ(1/pj)

∑
p⩾pj

FΩ(p, 1/pj)

p(p− 1/pj)FΩ(p, pj)
(j ⩾ 1).

Il est à noter que sgnFΩ(p, pj) = (−1)j−1 pour tout p ⩾ pj , et donc sgn cj = (−1)j−1 pour tout
j ⩾ 1. En particulier, nous avons

(1.14) c1 =
9

4
√
π

∑
p

1

p(p− 1/2)

∏
3⩽q⩽p

q − 1/2

q − 2

∏
q

√
q(q − 1)

q − 1/2
≈ 1,380486, c2 ≈ −0,983350.

Théorème 1.4. Pour tout J ⩾ 1, nous avons

(1.15) SΩ(x) =
∑

1⩽j⩽J

cjx

(log x)1−1/pj
+O

(
x

(log x)1−1/pJ+1

)
(x ⩾ 3).

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théorème 1.4 appliqué avec J = 1.

Corollaire 1.5. Nous avons l’estimation optimale

(1.16) SΩ(x) =
c1x√
log x

{
1 +O

(
1

(log x)1/6

)}
(x ⩾ 3).

La formule (1.16) est notablement plus simple que (1.10). Comme nous le verrons dans la suite,
cette disparité est due à la nature du col relevant de chaque situation.

La section 2 est consacrée à l’obtention d’un développement asymptotique pour le paramètre
implicite ϱx défini en (1.9). À la section 3, nous déterminons les valeurs de pν,m(n) et ν(n) dominant
la somme Sν(x). Les sections 4 à 7 sont dévolues à la démonstration du Théorème 1.1 ; la section 9
à celle du Théorème 1.4. Enfin, la preuve des corollaires est donnée à la section 8.

2 Preuve du Théorème 1.1 : étude du paramètre implicite ϱx

Rappelons les définitions de Ψx et ϱx en (1.9) et posons

(2.1) Li(v) :=

∫ v

2

dt

log v
(v ⩾ 2), Ei(v) :=

∫ v

−∞

et dt

t
(v ∈ R∗), ξ = ξx := log2 x (x ⩾ 3),

où Ei(v) est défini en valeur principale de Cauchy lorsque v > 0.

Lemme 2.1. La fonction Ψx admet exactement un changement de signe. De plus, nous avons la
majoration

(2.2) Ψx(ϱx) ≪ e−ϱx (x ⩾ 3).
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Démonstration. D’après les définitions (1.9), nous avons

Ψx(v) =
ξ

v2
−
∑
q<ev

1

q − 1 + v
(v > 0).

Remarquons d’emblée que, pour x assez grand,

ϱx ∈ Rx :=

[√
ξ

log ξ
,

√
5ξ

log ξ

]
(x ⩾ 16).

En effet, nous avons d’une part, pour 0 < v <
√
ξ/ log ξ,

Ψx(v) ⩾ log ξ −
∑
q<ev

1

q − 1
⩾ 1

2 log ξ +O(log2 ξ) > 0 (x→ ∞),

et d’autre part, pour v >
√
5ξ/ log ξ,

Ψx(v) ⩽ 1
5 log ξ −

π(v)

2v
− 1

2

∑
v⩽q<ev

1

q
⩽ − 1

20 log ξ +O(log2 ξ) < 0 (x→ ∞).

Posons
Qn := ] log qn, log qn+1[ (n ∈ N∗).

La fonction Ψx est dérivable sur tout intervalle Qn. Pour n ∈ N, v ∈ Qn ∩Rx, le théorème des
nombres premiers fournit

(2.3)

Ψ′
x(v) = −2ξ

v3
+
∑
q⩽qn

1

(q − 1 + v)2
= −2ξ

v3
+

Li(v)

v2
− Ei(− log v) +O

( 1

v2

)
= −2ξ

v3
+

2

v log v
+O

( 1

v{log v}2
)
⩽ −2(log ξ)3/2

5
√
5ξ

+O
( 1√

ξ log ξ

)
< 0,

pour x assez grand. Enfin, puisque

(2.4) Ψx(log qn+)−Ψx(log qn−) = − 1

qn − 1 + log qn
< 0 (n ∈ N∗),

nous déduisons de (2.3) et (2.4) que Ψx est strictement décroissante sur Rx. Comme les sauts de
Ψx(v) n’excèdent pas 1/(ev −1 + v) en valeur absolue, nous en déduisons bien (2.2).

Posons

I(v) :=

∫ ev

2

dt

(t− 1 + v) log t
(v > 0).

Lemme 2.2. Nous avons l’estimation

(2.5)
ξ

ϱ2x
= I(ϱx) +O

(
e−

√
log ϱx

)
(x ⩾ 3).

Démonstration. Nous avons

F ′
ω(e

v, v)

Fω(ev, v)
=

∫ ev

2

dπ(t)

t− 1 + v
= I(v) +

∫ ev

2

d{π(t)− li(t)}
t− 1 + v

(v > 0).
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Le théorème des nombres premiers sous la forme π(t)− li(t) ≪ t e−2
√
log t (t ⩾ 2) implique∫ ev

2

d{π(t)− li(t)}
t− 1 + v

≪
[
t e−2

√
log t

t+ v

]∞
2

+
1

v

∫ v

2
e−2

√
log t dt+

∫ ∞

v

e−2
√
log t dt

t
≪ e−

√
log v,

et donc (2.5), puisque d’après (2.2),

ξ

ϱ2x
=
F ′
ω(e

ϱx , ϱx)

Fω(eϱx , ϱx)
+O(e−ϱx).

2.1 Estimation de I(v)

Commençons par un lemme technique fournissant un développement asymptotique pour deux
familles d’intégrales. Rappelons la définition de l’exponentielle intégrale en (2.1).

Lemme 2.3. Soient m ⩾ 2, n ⩾ 0 et J ⩾ 1. Lorsque v → ∞, nous avons les estimations∫ ∞

v

dt

tm log t
=

1

vm−1

{ ∑
1⩽j⩽J

(−1)j+1(j − 1)!

({m− 1} log v)j
+O

(
1

{m log v}J+1

)}
,(2.6)

∫ v

2

tn dt

log t
=
∑

1⩽j⩽J

vn+1(j − 1)!

({n+ 1} log v)j
− 2n+1

n+ 1

{ 1

log 2
+O

( 1

n+ 1

)}
+O

(
vn+1

{(n+ 1) log v}J+1

)
·(2.7)

Démonstration. À l’aide des changements de variables u = (1−m) log t dans la première intégrale
et u = (n+ 1) log t dans la seconde, nous obtenons respectivement∫ ∞

v

dt

tm log t
= −Ei({1−m} log v),

∫ v

2

tn dt

log t
= Ei({n+ 1} log v)− Ei({n+ 1} log 2).

Les formules (2.6) et (2.7) se déduisent alors du développement de Ei(x) au voisinage de −∞ et
+∞ respectivement (voir e.g. [2, §1.5]).

Posons

(2.8) αj := 2(j − 1)!
∑
n⩾1

(−1)n−1

nj
= 2(j − 1)!(1− 21−j)ζ(j) (j ⩾ 1),

où ζ désigne la fonction zêta de Riemann, avec la convention que le membre de droite vaut 2 log 2
pour j = 1.

Notons que α2j = (22j−1)π2j |B2j |/j (j ⩾ 1), où B2j désigne le (2j)-ième nombre de Bernoulli.

Lemme 2.4. Soit J ∈ N. Nous avons

(2.9) I(v) = log
( v

log v

)
+
∑

1⩽j⩽J

α2j

(log v)2j
+O

(
1

{log v}2J+2

)
(v ⩾ 2).

Démonstration. Posant

I1(v) :=

∫ v

2

dt

(t+ v) log t
, I2(v) :=

∫ ev

v

dt

(t+ v) log t
(v ⩾ 2),

nous pouvons écrire

(2.10) I(v) =

∫ ev

2

dt

(t+ v) log t
+

∫ ev

2

dt

(t+ v)(t− 1 + v) log t
= I1(v) + I2(v) +O

( log v
v

)
·
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Par ailleurs, nous avons

I2(v) =

∫ ev

v

dt

t log t

∑
n⩾0

(−v
t

)n
= log

( v

log v

)
+
∑
n⩾1

(−v)n
∫ ev

v

dt

tn+1 log t
,

d’où, d’après (2.6),

(2.11) I2(v) = log
( v

log v

)
+ 1

2

∑
1⩽j⩽J

(−1)jαj
(log v)j

+O

(
1

{log v}J+1

)
·

De manière analogue,

(2.12) I1(v) =
1

v

∫ v

2

dt

log t

∑
n⩾0

(−t
v

)n
=
∑
n⩾0

(−1)n

vn+1

∫ v

2

tn dt

log t
·

En insérant (2.7) dans (2.12), il vient

(2.13)

I1(v) =
∑
n⩾0

∑
1⩽j⩽J

(−1)n(j − 1)!

({n+ 1} log v)j
+
∑
n⩾1

(−2)n

nvn

{
1

log 2
+O

( 1
n

)}
+O

(
1

{log v}J+1

)

= 1
2

∑
1⩽j⩽J

αj
(log v)j

+O

(
1

{log v}J+1

)
·

La formule (2.9) est obtenue en injectant les estimations (2.11) et (2.13) dans (2.10).

2.2 Développement asymptotique de ϱx

Rappelons la définition de ξ en (2.1) et posons

µx :=

√
2ξ

log ξ
(x ⩾ 16).

Lemme 2.5. Pour tout x ⩾ 5, l’équation

(2.14) v2 I(v) = ξ

admet une unique solution ν = νx sur [1,+∞[ et l’on a νx ∼ µx lorsque x→ ∞. De plus,

(2.15) ϱx = νx
{
1 +O

(
e−

1
2

√
log ξ
)}

(x ⩾ x0).

Démonstration. Posons J(v) := v2 I(v) (v > 0). Nous avons

J′(v) =

∫ ev

2

2v(t− 1) + v2

(t− 1 + v)2 log t
dt+

v ev

ev −1 + v
⩾ 0 (v ⩾ 1).

Comme J(∞) = ∞, il s’ensuit que J([1,∞]) = [J(1),∞[= [− log2 2,∞[. Nous obtenons bien ainsi
l’existence et l’unicité de νx pour x ⩾ 5 > e1/ log 2.

Posons Hx(v) := I(v)− ξ/v2 (v > 0), de sorte que Hx(νx) = 0, et, par (2.5), Hx(ϱx) ≪ e−
√
log ϱx .

Comme
H ′
x(v) =

2ξ

v3
+O

(1
v

)
,

le théorème des accroissements finis implique immédiatement (2.15) en remarquant que νx ≍√
ξ/ log ξ ≍ ϱx, d’après (2.9).
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Nous dirons qu’une fonction réelle f admet un développement asymptotique au voisinage de +∞
s’il existe une suite réelle {cj}j⩾0 et une suite de fonctions {φj}j⩾0 vérifiant φj+1(v) = o(φj(v))
(j ⩾ 0, v → ∞) et telles que, pour tout J ⩾ 0, on ait

f(v) =
∑

0⩽j⩽J

cjφj(v) +O
(
φJ+1(v)

)
(v → ∞).

Nous écrivons alors

(2.16) f(v) ≈
∑
j⩾0

cjφj(v) (v → ∞).

Notons qu’il n’est pas nécessaire que la série (2.16) soit convergente (voir e.g. [2, §1.4, §1.5]). Dans
la suite, nous notons [vn] f(v) le coefficient de vn dans le développement en série entière de f(v).

Proposition 2.6. Il existe une suite de polynômes {Rj}j∈N telle que, pour tout J ∈ N,

(2.17) ϱx =

√
2ξ

log ξ

{ ∑
0⩽j⩽J

Rj(log2 ξ)

(log ξ)j
+O

({
log2 ξ

log ξ

}J+1)} (
x ⩾ x0

)
.

Pour tout j ∈ N, Rj est de degré j, de coefficient dominant 3j(2j)!/4j(j!)2 et, notant L = log 2,
nous avons

R0(X) = 1, R1(X) = 3
2X − 3L

2 , R2(X) = 27
8 X

2 −
(
27L
4 + 5

2

)
X + 27L2

8 + 5L
2 ,

R3(X) = 135
16 X

3 −
(
405L
16 + 65

4

)
X2 +

(
405L2

16 + 65L
2 + 11

2

)
X − 135L3

16 − 65L2

4 − 11L
2 − 4π2

3 ·

Remarque. Les polynômes Rj (j ⩾ 0) sont explicités en (2.24). La contribution progressive des
facteurs α2m dans l’expression des coefficients des polynômes Rj ne permet d’obtenir une forme
close simple que pour le facteur dominant. Notons cependant que [Xℓ]Rj(X) = Pj,ℓ(log 2) pour
certains Pj,ℓ ∈ Rj−ℓ[X] (j ⩾ 0, 0 ⩽ ℓ ⩽ j).

Démonstration. La première étape de la démonstration consiste à justifier l’existence du dévelop-
pement (2.17). D’après (2.15), il nous suffit d’expliciter un développement asymptotique de νx.
Rappelons la définition des coefficients αj en (2.8). D’après (2.9), nous avons

(2.18) I(v) ≈ log
( v

log v

)
+
∑
j⩾1

α2j

(log v)2j
·

Notons νx = µx e
hx et montrons que hx = o(1) lorsque x→ ∞. Posons

λx(z) := I(µx e
z)− I(µx) (|z| < 1), σx :=

1

log ξ
(x ⩾ 16),

τx :=
log(12 log ξ)

log ξ
(x ⩾ x0), fx(z) :=

z

e−2z −1− 2σxλx(z)
(0 < |z| < 1).

Notons que fx possède une singularité apparente en z = 0 et admet donc un prolongement analytique
au voisinage de l’origine. Posant

(2.19) cx,k :=
1

k!

[
dk−1fx(z)

k

dzk−1

]
z=0

(k ⩾ 1), wx := 2σx I(µx)− 1 (x ⩾ x0),
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l’équation (2.14) équivaut à

(2.20) wx =
hx

fx(hx)
·

Par ailleurs, l’estimation (2.18) implique I(µx) = 1
2 log ξ+O(log2 ξ) de sorte que wx = O(σx log2 ξ) =

o(1). D’après le théorème d’inversion de Lagrange (voir e.g. [2, §2.2]), l’équation (2.20) admet une
unique solution donnée par

hx =
∑
k⩾1

cx,kw
k
x.

Puisque

logµx =
1− τx
2σx

, log2 µx =
τx
σx

+ log(1− τx),

nous obtenons, d’après la relation (2.18) et la définition de wx en (2.19),

(2.21) wx ≈ −3τx − 2σx log(1− τx) +
∑
j⩾1

α2j(2σx)
2j+1

(1− τx)2j
·

Au vu des expressions de σx, τx et de la relation (2.21), l’existence des polynômes Rj vérifiant (2.17)
résulte de développements en série successifs des termes du membre de droite de (2.21). Le reste de
la preuve consiste à expliciter les coefficients de ces polynômes.

En développant en série log(1− τx) et (1− τx)
−2j pour j ⩾ 1, nous obtenons

wx ≈
∑
m⩾0

∑
n⩾0

a0;m,nσ
m
x τ

n
x ,

avec a0;0,n := −3δ1n (n ⩾ 0), a0;1,0 := 0, a0;1,n := 2/n (n ⩾ 1), a0;2k,n := 0 (k ⩾ 1, n ⩾ 0) et

a0;2k+1,n :=

(
2k + n− 1

n

)
22k+1α2k (k ⩾ 1, n ⩾ 0),

où δij désigne le symbole de Kronecker. Par ailleurs, à l’aide de (2.18), nous obtenons

(2.22) λx(hx) ≈ hx− log
(
1 +

2hxσx
1− τx

)
+
∑
j⩾1

α2j(2σx)
2j

(1− τx)2j

{(
1 +

2hxσx
1− τx

)−2j

− 1

}
·

Définissons

a1;m,n :=

(
m+ n

m

)
(−2)m

m+ n
(m ⩾ 1, n ⩾ 0), a2;j,n :=

(
2j + n− 1

n

)
4jα2j (j ⩾ 1, n ⩾ 0),

a3;j,m,n :=

(
2j +m− 1

m

)(
m+ n− 1

n

)
(−2)m, a4;j,m,n :=

∑
0⩽ℓ⩽n

a2;j,ℓa3;j,m,n−ℓ (j,m ⩾ 1, n ⩾ 0),

de sorte qu’en développant en série log(1+ 2hxσx/{1− τx}), (1− τx)
−2j et (1+ 2hxσx/{1− τx})−2j

pour j ⩾ 1 dans (2.22), nous obtenons

λx(hx) ≈ hx+
∑
m⩾1

∑
n⩾0

a1;m,n(hxσx)
mτnx +

∑
j⩾1

∑
m⩾1

∑
n⩾0

a4;j,m,n h
m
x σ

2j+m
x τnx .
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Par suite, en définissant a5;1,0,0 := 1 et

a5;ℓ,m,n :=


a1;ℓ,n si ℓ = m,

a4;(m−ℓ)/2,ℓ,n si ℓ < m, ℓ ≡ m mod2,

0 dans les autres cas,
(ℓ ⩾ 1, m, n ⩾ 0),

a6;ℓ,m,n :=


(−2)ℓ+1

(ℓ+ 1)!
(m = n = 0),

0 (ℓ ⩾ 0,m = 0, n ⩾ 1),

−2a5;ℓ+1,m−1,n dans les autres cas,

a∗6;ℓ,m,n :=

{
0 si l = m = n = 0,

a6;ℓ,m,n dans les autres cas,

nous obtenons

λx(hx) ≈
∑
ℓ⩾1

∑
m⩾0

∑
n⩾0

a5;ℓ,m,n h
ℓ
x σ

m
x τ

n
x , fx(hx) ≈

{∑
ℓ⩾0

∑
m⩾0

∑
n⩾0

a6;ℓ,m,n h
ℓ
x σ

m
x τ

n
x

}−1

.

Définissons formellement, pour k ⩾ 1, m,n ⩾ 0,

a7;k,m,n :=
(−1)k

2k−1k

∑
j⩾0

(
k + j − 1

j

) ∑
r1+···+rj=k−1
r1,··· ,rj⩾0

∑
s1+···+sj=m
s1,··· ,sj⩾0

∑
t1+···+tj=n
t1,··· ,tj⩾0

∏
1⩽d⩽j

a∗6;rd,sd,td ,

a8;k,m,n :=
∑

r1+···+rk=m
r1,··· ,rk⩾0

∑
s1+···+sk=n
s1,··· ,sk⩾0

∏
1⩽d⩽k

a0;rd,sd , a9;m,n :=
∑
k⩾1

∑
0⩽j⩽m

∑
0⩽d⩽n

a7;k,j,da8;k,m−j,n−d,

a10;m,n :=
∑
k⩾0

1

k!

∑
r1+···+rk=m
r1,··· ,rk⩾0

∑
s1+···+sk=n
s1,··· ,sk⩾0

∏
1⩽d⩽k

a9;m,n,

de sorte que, d’après la définition des cx,k en (2.19), nous avons successivement

cx,k ≈
∑
m⩾0

∑
n⩾0

a7;k,m,nσ
m
x τ

n
x , wkx ≈

∑
m⩾0

∑
n⩾0

a8;k,m,nσ
m
x τ

n
x (k ⩾ 1),

hx ≈
∑
m⩾0

∑
n⩾0

a9;m,nσ
m
x τ

n
x , ehx ≈

∑
m⩾0

∑
n⩾0

a10;m,nσ
m
x τ

n
x .

En particulier a8;k,m,n = 0 (k ⩾ 1, m+ n < k), a9;0,0 = 0 et a10;0,0 = 1. Finalement, définissant

(2.23) aℓ,j :=
∑
ℓ⩽n⩽j

(
n

ℓ

)
a10;j−n,n(− log 2)n−ℓ (0 ⩽ ℓ ⩽ j),

nous obtenons (2.17) en posant

(2.24) Rj(X) :=
∑

0⩽ℓ⩽j

aℓ,jX
ℓ (j ⩾ 0).

D’après (2.20), les réels An := an,n (n ⩾ 1) vérifient A1 =
3
2 et la relation de récurrence

(2.25) An = 1
2

∑
2⩽j⩽n

(−1)j(j + 1)[τn]
( ∑

1⩽d⩽n

Adτ
d
)j

(n ⩾ 2).
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Nous montrons par récurrence forte sur n ⩾ 1 que

(2.26) An =
(
3
4

)n(2n
n

)
(n ⩾ 1).

Le cas n = 1 est immédiat. Soit n ⩾ 2. Nous déduisons de (2.25) et de l’identité∑
k⩾0

(
2k

k

)
zk =

1√
1− 4z

(
|z| < 1

4

)
,

que

An = [τn]

(
1√

1− 3τ
−1

)
+[τn]

{
1
2

∑
j⩾0

(−1)j(j+1)

(
1√

1− 3τ
−1

)j}
=
(
3
4

)n(2n
n

)
+ 1

2 [τ
n](1−3τ),

et donc (2.26). Cela termine la démonstration.

3 Domaines de contribution principale

Cette section est dévolue à l’explicitation de plages de valeurs pour pν,m(n) et ν(n) dominant la
somme Sν(x). Les deux valeurs ν = ω et ν = Ω sont considérées.

Commençons par écrire tout entier n ⩾ 2 sous la forme n = apℓω,m(n)b = ApΩ,m(n)B avec
P+(a) < p < P+(b), P+(A) ⩽ p ⩽ P+(B), ω(b)− ω(a) = 1{2|ω(n)} et Ω(B)− Ω(A) = 1{2|Ω(n)}. La
décomposition est clairement unique dans le cas ν = ω ; elle l’est aussi lorsque ν = Ω puisque les
conditions indiquées impliquent Ω(A) = ⌊(Ω(n)− 1)/2⌋. Posons

(3.1) Φk(x, y) :=
∑
n⩽x

P−(n)>y
ω(n)=k

1 (k ⩾ 1, 2 ⩽ y ⩽ x),

de sorte que

(3.2)

Sω(x) =
∑
p⩽x

1

p

∑
k⩽ log x

log 4

∑
a⩽x/p
P+(a)<p
ω(a)=k

∑
ℓ⩽ log x

log 2

{
Φk

( x

apℓ
, p
)
+Φk+1

( x

apℓ
, p
)}

=: Sω,ι(x) + Sω,π(x),

SΩ(x) =
∑
p⩽x

1

p

∑
A⩽x/p
P+(A)⩽p

∑
B⩽x/Ap
P−(B)⩾p

(
1{Ω(A)=Ω(B)} + 1{Ω(A)=Ω(B)−1}

)
=: SΩ,ι(x) + SΩ,π(x).

Commençons par évaluer la contribution Sν,ι(x) correspondant aux entiers n ⩽ x pour lesquels ν(n)
est impair. La première étape consiste à dégager un domaine de contribution principale pour les
variables p et k.

Rappelons la définition de ϱx en (1.9), celle de ξ := log2 x en (2.1), posons

(3.3)

q1,x := eϱx/(log ϱx)
2
= e{1+o(1)}

√
32ξ/(log ξ)5 , q2,x := eϱx(log ϱx)

2
= e{1+o(1)}

√
ξ(log ξ)2/8,

Pω,x := [q1,x, q2,x], Kω,x :=

[
1,

ξ

log ξ

]
, PΩ,x := [2, log x], KΩ,x :=

[
1, 32ξ

]
,

Aν,x := {n ⩽ x : pν,m(n) ∈ Pν,x, Ω(n) ⩽ 10ξ, ν(n) = 2k + 1, k ∈ Kν,x}
(
x ⩾ 16

)
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et notons

(3.4) S∗
ν,ι(x) :=

∑
n∈Aν,x

1

pν,m(n)
(x ⩾ 16),

la contribution à Sν,ι(x) des entiers n ⩽ x appartenant au domaine Aν,x. Les deux résultats suivants
permettent de restreindre l’étude de Sν,ι(x) à celle de S∗

ν,ι(x).

Proposition 3.1. Il existe une constante c0 > 3
2 telle que

(3.5) Sω,ι(x) = S∗
ω,ι(x) +O

( x

log x
exp

{√
2(log2 x) log3 x

(
1− c0 log4 x

log3 x

)}) (
x ⩾ x0

)
.

Démonstration. Rappelons la définition de ξ en (2.1). D’après [12, lemme 2.1], nous avons∑
n⩽x

Ω(n)>10ξ

1

pω,m(n)
≪ x

(log x)5
,

∑
n⩽x

pω,m(n)>log x

1

pω,m(n)
⩽
∑
n⩽x

1

log x
⩽

x

log x
·

Posons

E(x) :=
∑

n∈[1,x]∖Aω,x

Ω(n)⩽10ξ
pω,m(n)⩽log x

1

pω,m(n)
=

( ∑
n⩽x

ω(a)/∈Kω,x

Ω(n)⩽10ξ
pω,m(n)⩽log x

+
∑
n⩽x

ω(a)∈Kω,x

pω,m(n)/∈Pω,x

pω,m(n)⩽log x

)
1

pω,m(n)
=: E1(x) +E2(x) (x ⩾ 16),

de sorte que

(3.6) Sω,ι(x) = S∗
ω,ι(x) + E(x) +O

( x

log x

)
·

Nous évaluons E(x) en suivant la méthode employée dans [11, §4]. L’inégalité de Hardy-Ramanujan
permet de majorer E1(x) par

(3.7)

∑
3⩽p⩽log x

1

p

∑
k/∈Kω,x

k⩽10ξ

∑
a⩽x

P+(a)<p
ω(a)=k

∑
ℓ⩽10ξ

∑
b⩽x/apℓ

ω(b)=k

1 ≪ x

log x

∑
3⩽p⩽log x

1

p2

∑
k/∈Kω,x

k⩽10ξ

ξk−1

(k − 1)!

∑
P+(a)<p
ω(a)=k

1

a
·

Par ailleurs, le théorème de Mertens fournit la majoration

(3.8)
∑

P+(a)<p
ω(a)=k

1

a
≪ 1

k!

(∑
q⩽p

1

q − 1

)k
≪ (log2 p+M0)

k

k!
,

où M0 désigne la constante de Meissel-Mertens. Regroupant les majorations (3.7) et (3.8), nous
obtenons

(3.9)

E1(x) ≪
x

ξ log x

∑
3⩽p⩽log x

1

p2

∑
k/∈Kω,x

k⩽10ξ

({log2 p+M0}ξ)k

k!(k − 1)!

≪ x

ξ log x

∑
3⩽p⩽log x

1

p2

∑
ξ/ log ξ<k⩽10ξ

(
e
√
{log2 p+M0}ξ

k

)2k

,
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d’après la formule de Stirling. Puisque la fonction v 7→ (λ/v)v atteint son maximum en v = λ, nous
déduisons de (3.9) que

(3.10) E1(x) ≪
x

log x

∑
3⩽p⩽log x

1

p2

(
{log ξ}3/2√

ξ

)2ξ/ log ξ

≪ xξ

log x
·

Il reste à majorer E2(x). Rappelons les définitions de q1,x et q2,x en (3.3). L’estimation (2.17) avec
J = 0 implique

ϱx =

√
2ξ

log ξ

{
1 +O

(
log2 ξ

log ξ

)}
(x ⩾ x0).

Par suite,

log2 q1,x = 1
2

{
logξ − 5 log2 ξ + 5 log 2 + o(1)

}
, log2 q2,x = 1

2

{
logξ + 3 log2 ξ − 3 log 2 + o(1)

}
.

Le terme d’erreur E2(x) est donc

(3.11) ≪ x

ξ log x

∑
p/∈Pω,x

1

p2

∑
k∈Kω,x

(
e
√
{log2 p+M0}ξ

k

)2k

≪ x

ξ log x

∑
p/∈Pω,x

e2
√

(log2 p+M0)ξ

p2
·

Or, nous avons d’une part

(3.12)
∑

3⩽p<q1,x

e2
√

(log2 p+M0)ξ

p2
≪ exp

(√
2ξ log ξ

{
1− 5 log2 ξ

2 log ξ
+O

(
1

log ξ

)})
,

et, d’autre part,

(3.13)
∑

q2,x<p⩽log x

e2
√

(log2 p+M0)ξ

p2
≪ e

√
2ξ log ξ

e2
√
ξ log ξ

= o(1).

En regroupant les estimations (3.6), (3.10), (3.11), (3.12) et (3.13) nous obtenons (3.5).

Proposition 3.2. Nous avons

(3.14) SΩ,ι(x) = S∗
Ω,ι(x) +O

( x

log x

)
(x ⩾ 3).

Démonstration. Nous avons d’abord trivialement∑
n⩽x

pΩ,m(n)>log x

1

p
⩽
∑
n⩽x

1

log x
⩽

x

log x
·

Ensuite, d’après [12, lemme 2.1] appliqué avec k = ⌊3ξ⌋, nous avons

(3.15)
∑
n⩽x

Ω(n)>3ξ+1

1

pν,m(n)
⩽
∑
p⩽x

1

p

∑
d⩽x/p

Ω(d)⩾⌊3ξ⌋

1 ≪ x log2 x

(log x)log 8−1
≪ x

log x
·

Rappelons la définition de Fν(y, z) en (1.9), celle de Fν(z) en (1.13) et posons

(3.16) gΩ(y, z) :=
FΩ(z)FΩ(y, z)

1− z/y
, gω(y, z) :=

Fω(z)

Fω(y, z)
(y ⩾ 2, |z| < 2).
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4 Preuve du Théorème 1.1 : préparation technique

Rappelons la définition de ξ en (2.1), celle de Φk(x, y) en (3.1), et posons

(4.1) rx,t :=
t− 1

ξ
(x ⩾ 3, t ∈ R).

Nous ferons usage du résultat suivant dû à Alladi.

Lemme 4.1 ([1, th. 6]). Soit ε > 0. Sous les conditions 3 ⩽ y ⩽ e(log x)
2/5 et 0 < rx,k ⩽ 2 − ε,

nous avons

(4.2) Φk(x, y) =
xgω(y, rx,k)ξ

k−1

(log x)Γ(1 + rx,k)(k − 1)!

{
1 +O

(
k{log2 y}2

ξ2

)}
(x ⩾ 3).

Posons, pour k ⩾ 1, p ⩾ 3,

(4.3)

λω(k, p) :=
∑

P+(a)⩽p
ω(a)=k

1

a
, Ux :=

[
ϱx

(log ϱx)2
, ϱx(log ϱx)

2

]
, D±

x :=

]
−∞± iξ

ϱx
,± iξ

ϱx

]
,

Cx :=

{
ξeiϑ

ϱx
: |ϑ| ⩽ π

2

}
, S∗∗

ω,ι(x) :=
x

2πiξ log x

∫
Hx

∫
Ux

Fω(e
u, ξ/s) es−u duds

u
(x ⩾ x0),

où Hx est un contour de Hankel constitué des deux demi-droites D+
x , D−

x et du demi-cercle Cx.

Proposition 4.2. Nous avons

(4.4) S∗
ω,ι(x) = S∗∗

ω,ι(x)
{
1 +O

( 1

log3 x

)}
(x ⩾ 16).

Démonstration. Pour p ∈ Pω,x, k ∈ Kω,x, nous avons p ⩽ log x et, puisque Ω(n) ⩽ 10 log2 x, il vient
apℓ ⩽ (log x)10 log2 x+1, et donc

p < log x < e{log(x/ap
ℓ)}2/5 (1 ⩽ ℓ ⩽ Ω(n)),

pour x suffisamment grand. Nous pouvons donc évaluer Φk(x, p) par le Lemme 4.1 lorsque (p, k) ∈
Pω,x×Kω,x. L’estimation (4.2) fournit ainsi

S∗
ω,ι(x) =

{
1 +O

(
log3 x

log2 x

)}
x
∑

p∈Pω,x

∑
k∈Kω,x

∑
a⩽x/p
P+(a)⩽p
ω(a)=k

∑
1⩽ℓ⩽10ξ

gω(p, rx/apℓ,k){log2(x/apℓ)}k−1

apℓ+1 log(x/apℓ)Γ(1 + rx/apℓ,k)(k − 1)!
·

De plus, sous les conditions Ω(n) ⩽ 10 log2 x et p ⩽ log x, nous avons

log
x

apℓ
=

{
1 +O

(
{log2 x}2

log x

)}
log x, log2

( x

apℓ

)
=
{
1 +O

( log2 x
log x

)}
log2 x,

rx/apℓ,k = rx,k

{
1 +O

( log2 x
log x

)}
(1 ⩽ ℓ ⩽ Ω(n)).

Enfin, le théorème des accroissements finis implique

gω(p, rx,k) = 1 +O
( 1

log3 x

)
, Γ(1 + rx,k) = 1 +O

( 1

log3 x

)
(x ⩾ 16, k ∈ Kω,x).
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Il vient

(4.5) S∗
ω,ι(x) =

x

log x

∑
p∈Pω,x

1

p2

∑
k∈Kω,x

ξk−1λω(k, p)

(k − 1)!

{
1 +O

( 1

log ξ

)}
(x ⩾ 16),

puisque ∑
1⩽ℓ⩽10ξ

1

pℓ+1
=

1

p2

{
1 +O

( 1

log ξ

)}
(p ∈ Pω,x).

Par ailleurs, d’après (3.8) et la formule de Stirling, nous avons la majoration

∑
ξ/ log ξ<k⩽π(p)

ξk−1λω(k, p)

(k − 1)!
≪ 1

ξ

∑
ξ/ log ξ<k⩽π(p)

(
e
√
ξ{log2 p+M0}

k

)2k

≪ π(p)

ξ

(
{log ξ}3/2√

ξ

)2ξ/ log ξ

≪ p

log p
·

Il suit

(4.6)
x

log x

∑
p∈Pω,x

1

p2

∑
ξ/ log ξ<k⩽π(p)

ξk−1λω(k, p)

(k − 1)!
≪ x

log x
·

Ce terme d’erreur est pleinement acceptable au vu de (1.2). En regroupant l’estimation (4.5) et la
majoration (4.6), nous obtenons

S∗
ω,ι(x) =

x

log x

∑
p∈Pω,x

1

p2

∑
k⩽π(p)

ξk−1λω(k, p)

(k − 1)!

{
1 +O

( 1

log ξ

)}
(x ⩾ 16).

La formule de Hankel (voir e.g. [15, th. II.0.17]) fournit alors

(4.7) S∗
ω,ι(x) =

x{1 +O(1/ log ξ)}
2πiξ log x

∑
p∈Pω,x

1

p2

∫
Hx

{ ∑
k⩽π(p)

(ξ
s

)k
λω(k, p)

}
es ds.

Puisque
k > π(p) ⇒ λω(k, p) = 0 (p ⩾ 2),

nous déduisons de (4.7) et de l’identité∑
k⩾0

λω(k, p)z
k = Fω(p, z) (z ∈ C, p ⩾ 2),

l’estimation

(4.8) S∗
ω,ι(x) =

x{1 +O(1/ log ξ)}
2πiξ log x

∫
Pω,x

dt

t2 log t

∫
Hx

Fω

(
t,
ξ

s

)
es ds,

où nous avons utilisé le théorème des nombres premiers. La formule (4.4) résulte alors du changement
de variables u = log t dans (4.8).
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Pour tout chemin γ de C∗, définissons

(4.9) Iγ(x) :=
1

2πi

∫
γ

∫
Ux

Fω(e
u, ξ/s) es−u du ds

u
(x ⩾ x0),

de sorte que, au vu des définitions (4.3), nous avons

(4.10) S∗∗
ω,ι(x) =

x

ξ log x

{
ICx(x) + ID+

x
(x) + ID−

x
(x)
}
.

Posons encore

(4.11) Θ :=
[
− π/3, π/3

]
, C+

x := {s ∈ Cx : arg s ∈ Θ}, C−
x := Cx∖C+

x (x ⩾ x0).

Nous verrons que la contribution principale à S∗∗
ω,ι(x) est obtenue le long de C+

x . Nous évaluons IC+
x

à la section 5, puis, à la section 6, nous obtenons une majoration des termes d’erreur IC−
x
, ID+

x
et

ID−
x
.

5 Évaluation de IC+
x

Soit ε > 0. Posons

(5.1) Γ(z;x, y) :=

∫ y

x
tz−1 e−t dt (x, y > 0, |arg z| ⩽ π

2 − ε).

Lemme 5.1. Soient ε > 0 et ψ : R+ → R+ une fonction vérifiant limt→∞ ψ(t) = +∞. Sous les
conditions r ⩾ 1, |ϑ| ⩽ π

2 − ε, z = r eiϑ, nous avons uniformément

(5.2) Γ
(
z;

r

ψ(r)
, rψ(r)

)
=

√
2πzz−1/2 e−z

{
1 +O

(1
r

)}
·

Démonstration. Le changement de variables t = z es dans (5.1) permet d’écrire

(5.3) Γ∗(z) := z−z ez Γ
(
z;

r

ψ(r)
, rψ(r)

)
=

∫ log{rψ(r)/z}

log{r/zψ(r)}
e−z(e

s −s−1) ds,

où le logarithme complexe est pris en détermination principale. Puisque z = reiϑ, nous avons

Γ∗(z) =

∫ logψ(r)−iϑ

− logψ(r)−iϑ
e−z(e

s −s−1) ds.

Comme s 7→ e−z(e
s −s−1) est une fonction entière, le théorème intégral de Cauchy implique

(5.4) Γ∗(z) =

{∫ − logψ(r)

− logψ(r)−iϑ
+

∫ logψ(r)

− logψ(r)
+

∫ logψ(r)−iϑ

logψ(r)

}
e−z(e

s −s−1) ds =: G1(z)+G2(z)+G3(z).

Pour s = logψ(r)− iτ (0 ⩽ τ ⩽ ϑ), nous avons∣∣e−z(es −s−1)
∣∣ = exp

(
ℜ
{
− reiϑ

(
ψ(r)e−iτ − logψ(r) + iτ − 1

)})
= e−rψ(r) cos(ϑ−τ)+r cosϑ{1+logψ(r)}+rτ sinϑ ≪ e−r{ψ(r) cosϑ−logψ(r)−ϑ−1},
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uniformément en τ . Il vient

(5.5) G3(z) ≪ ϑ e−r{ψ(r) cosϑ−logψ(r)−ϑ−1} ≪ 1

r3/2
·

De manière analogue, nous avons

(5.6) G1(z) ≪ ϑ e−r{logψ(r)−1} ≪ 1

r3/2
·

En insérant (5.5) et (5.6) dans (5.4), nous obtenons

(5.7) Γ∗(z) = G2(z) +O
( 1

r3/2

)
·

Désignons par G+
2 (z) la contribution à G2(z) de l’intervalle [−r−1/3, r−1/3] et posons G−

2 (z) :=
G2(z)−G+

2 (z). Puisque

ev −v − 1 = 1
2v

2 + 1
6v

3 +O(v4) (v ≪ 1),

nous obtenons, par symétrie de l’intervalle d’intégration,

(5.8) G+
2 (z) =

∫ r−1/3

−r−1/3

e−zv
2/2
{
1 +O

(
rv4 + r2v6

)}
dv =

√
2π

z

{
1 +O

(1
r

)}
·

Par ailleurs,

(5.9) G−
2 (z) ≪ exp

(
− r
{
e−r

−1/3
+ r−1/3 − 1

}
cosϑ

)
logψ(r) ≪ 1

r3/2
,

de sorte que la formule (5.2) découle des estimations (5.3), (5.7), (5.8) et (5.9).

Rappelons la définition de ϱx en (1.9).

Lemme 5.2. Nous avons

(5.10) IC+
x
(x) =

Fω(e
ϱx , ϱx) e

ξ/ϱx−ϱx √ξ√
2ϱx

{
1 +O

( 1

log3 x

)}
(x ⩾ x0).

Démonstration. D’après la définition (4.9), nous avons

IC+
x
(x) =

1

2πi

∫
C+
x

∫
Ux

Fω(e
u, ξ/s) es−u du ds

u
·

Rappelons la définition de Θ en (4.11), posons zϑ = zx,ϑ := ϱx e
−iϑ (ϑ ∈ R) et notons que C+

x =
{ξ/zϑ : ϑ ∈ Θ}, de sorte que

IC+
x
(x) =

ξ

2πϱx

∫
Θ

∫
Ux

Fω(e
u, zϑ) e

ξ/zϑ+iϑ−u du dϑ

u
·

Avec le changement de variables u = ϱx(1 + t), nous obtenons

(5.11) IC+
x
(x) =

ξ e−ϱx

2πϱx

∫
Θ
eξ/zϑ+iϑ dϑ

∫ (log ϱx)2−1

1/(log ϱx)2−1

Fω(e
ϱx{1+t}, zϑ) e

−ϱxt dt

1 + t
·
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Posons
φ(ϑ, v) := logFω(e

v, zϑ) =
∑
q<ev

log
(
1 +

zϑ
q − 1

)
(ϑ ∈ Θ, v ⩾ 0).

Pour 0 ⩽ t ⩽ (log ϱx)
2 − 1 et x assez grand, nous avons

(5.12)

φ(ϑ, ϱx{1 + t})− φ(ϑ, ϱx) =
∑

eϱx⩽q<eϱx(1+t)

log
(
1 +

zϑ
q − 1

)
= zϑ

∑
eϱx⩽q<eϱx(1+t)

1

q − 1
+O

(
ϱ2x
∑
q⩾eϱx

1

{q − 1}2

)
= zϑ

{
log(1 + t) +O

(
e−

√
ϱx +ϱx e

−ϱx )},
où la dernière égalité découle d’une application d’une forme forte du théorème de Mertens. Lorsque
1/(log ϱx)

2 − 1 ⩽ t ⩽ 0, nous obtenons

φ(ϑ, ϱx{1 + t})− φ(ϑ, ϱx) = zϑ
{
log(1 + t) +O

(
e−

√
ϱx/ log ϱx

)}
.

Définissons

(5.13) aϑ(t) :=
Fω(e

ϱx{1+t}, zϑ) e
−ϱxt

1 + t
, Aϑ(t) := log aϑ(t) (ϑ ∈ Θ, t ⩾ 0).

Nous déduisons de (5.12) que, pour 1/(log ϱx)
2 − 1 ⩽ t ⩽ (log ϱx)

2 − 1,

Aϑ(t)−Aϑ(0) = (zϑ − 1) log(1 + t)− ϱxt+O
(
ϱx e

−√
ϱx/ log ϱx

)
,

soit

(5.14)
aϑ(t)

aϑ(0)
= (1 + t)zϑ−1 e−ϱxt

{
1 +O

(
ϱx e

−√
ϱx/ log ϱx

)} (
1

{log ϱx}2
− 1 ⩽ t ⩽ {log ϱx}2 − 1

)
.

Posons

Kx(ϑ) :=

∫ (log ϱx)2−1

1/(log ϱx)2−1
(1 + t)zϑ−1 e−ϱxt dt (x ⩾ 3, ϑ ∈ Θ).

D’après (5.11) et (5.14), nous avons

IC+
x
(x) =

ξ e−ϱx{1 +O(ϱx e
−√

ϱx/ log ϱx)}
2πϱx

∫
Θ
Fω(e

ϱx , zϑ) e
ξ/zϑ+iϑKx(ϑ) dϑ.

Le changement de variables v = ϱx(1 + t) fournit

(5.15) Kx(ϑ) =
eϱx

ϱzϑx

∫ ϱx(log ϱx)2

ϱx/(log ϱx)2
vzϑ−1 e−v dv =

{1 +O(1/ϱx)}
√
2πz

zϑ−1/2
ϑ eϱx−zϑ

ϱzϑx
,

où nous avons appliqué (5.2) avec ψ = log2. Il vient,

(5.16) IC+
x
(x) =

ξ{1 +O(1/ϱx)}√
2πϱ

3/2
x

∫
Θ
Fω(e

ϱx , zϑ) e
ξ/zϑ−zϑ{1+iϑ}+3iϑ/2 dϑ.

Il reste à évaluer l’intégrale en ϑ. Puisque |e−iϑ − 1| ⩽ 1 (ϑ ∈ Θ), nous avons

(5.17) φ(ϑ, ϱx)− φ(0, ϱx) = (e−iϑ−1)
∑
q<eϱx

ϱx
q − 1 + ϱx

+O

(
ϱ2xϑ

2
∑
q<eϱx

1

q2 + ϱ2x

)
(ϑ ∈ Θ).
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Rappelons que, d’après (2.2), ϱx vérifie la relation∑
q<eϱx

ϱx
q − 1 + ϱx

=
ξ

ϱx
+O

(
ϱxe

−ϱx).
En scindant la somme du terme d’erreur de (5.17) à q = ϱx, nous obtenons

φ(ϑ, ϱx)− φ(0, ϱx) =
ξ

ϱx

{
e−iϑ − 1 +O

(
ϑ2

{log ϱx}2
+

|ϑ| e−ϱx
log ϱx

)}
,

puisque ϱ2x log ϱx ≍ ξ, au vu de (2.17). Définissons

Θ+
x :=

[
−
( ξ
ϱx

)−1/3
,
( ξ
ϱx

)−1/3
]
, Θ−

x := Θ∖Θ+
x (x ⩾ 3).

La formule intégrale de Cauchy implique

sx,m = sm :=
1

(−i)m

[
dmφ(ϑ, ϱx)

dϑm

]
ϑ=0

=
ξ

ϱx

{
1 +O

(
1

{log ϱx}2

)}
(x ⩾ 3, m ⩾ 1).

Puisque φ′(0, ϱx) = −iξ/ϱx +O(ϱx e
−ϱx), par définition de ϱx, il vient

φ(ϑ, ϱx)− φ(0, ϱx) = − iξϑ
ϱx

− 1
2 s2 ϑ

2 + 1
6 i s3 ϑ

3 +O

(
ϱx|ϑ| e−ϱx +

ξϑ4

ϱx

)
(ϑ ∈ Θ+

x ).

Posons
b(ϑ) := Fω(e

ϱx , zϑ) e
ξ/zϑ−zϑ{1+iϑ}+3iϑ/2, B(ϑ) := log b(ϑ) (ϑ ∈ Θ).

Il vient,

B(ϑ)−B(0) =
ξ

zϑ
− zϑ{1 + iϑ}+ 3

2 iϑ− iξϑ

ϱx
− 1

2 s2 ϑ
2 + 1

6 i s3 ϑ
3 − ξ

ϱx
+ ϱx +O

(
ϱx|ϑ| e−ϱx +

ξϑ4

ϱx

)
= 3

2 iϑ− 1
2

{ ξ

ϱx
+ s2+ϱx

}
ϑ2 − 1

6 i
{ ξ

ϱx
− s3−2ϱx

}
ϑ3 +O

(
ϱx|ϑ| e−ϱx +

ξϑ4

ϱx

)
(ϑ ∈ Θ+

x ),

d’où, en posant s∗2 := ξ/ϱx + s2+ϱx et s∗3 := ξ/ϱx − s3−2ϱx (x ⩾ 3),

b(ϑ)

b(0)
= e− s∗2 ϑ

2/2
{
1+ 3

2 iϑ+O(ϑ2)
}{

1+ 1
6 i s

∗
3 ϑ

3+O
(ξ2ϑ6
ϱ2x

)}{
1+O

(
ϱx|ϑ| e−ϱx +

ξϑ4

ϱx

)}
(ϑ ∈ Θ+

x ).

En intégrant sur Θ+
x , nous obtenons, grâce à la symétrie de l’intervalle d’intégration,

(5.18)

∫
Θ+

x

b(ϑ) dϑ

b(0)
=

∫
Θ+

x

e− s∗2 ϑ
2/2
{
1 +O

(ξϑ4
ϱx

+
ξ2ϑ6

ϱ2x

)}
dϑ

=

√
2π

s∗2

{
1 +O

( 1

ϱx

)}
=

√
πϱx
ξ

{
1 +O

( 1

log ξ

)}
·

Ainsi,

(5.19)
∫
Θ+

x

Fω(e
ϱx , zϑ) e

ξ/zϑ−zϑ{1+iϑ}+3iϑ/2 dϑ =

√
πϱxFω(e

ϱx , ϱx) e
ξ/ϱx−ϱx

√
ξ

{
1 +O

( 1

log ξ

)}
·
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Il reste à majorer

E(x) :=

∫
Θ−

x

Fω(e
ϱx , zϑ) e

ξ/zϑ−zϑ{1+iϑ}+3iϑ/2 dϑ (x ⩾ 3).

En majorant |Fω(eϱx , ϱx e−iϑ)| comme dans [9, lemme 3], nous déduisons l’existence d’une constante
absolue c > 0 telle que

|Fω(eϱx , ϱx e−iϑ)|
Fω(eϱx , ϱx)

≪ e−cξϑ
2/ϱx (ϑ ∈ Θ).

Ainsi,

|E(x)| ≪ Fω(e
ϱx , ϱx)

∫
Θ−

x

e−cξϑ
2/ϱx eℜ{ξ/zϑ−zϑ(1+iϑ)} dϑ

≪ Fω(e
ϱx , ϱx) e

ξ/ϱx−ϱx
∫
Θ−

x

e−cξϑ
2/ϱx eξ(cosϑ−1)/ϱx+ϱx(1−ϑ sinϑ−cosϑ) dϑ.

Puisque 1− ϑ sinϑ− cosϑ ∼ −1
2ϑ

2 < 0 (ϑ ∈ Θ−
x ), il vient

(5.20) |E(x)| ≪ Fω(e
ϱx , ϱx) e

ξ/ϱx−ϱx
∫
Θ−

x

e−cξϑ
2/ϱx dϑ≪ Fω(e

ϱx , ϱx) e
ξ/ϱx−ϱx

(ϱx
ξ

)3/2
·

En regroupant les estimations (5.16), (5.19) et (5.20), nous obtenons bien (5.10).

6 Preuve du Théorème 1.1 : estimation des termes d’erreur

Lemme 6.1. Nous avons

(6.1) IC−
x
(x) ≪ Fω(e

ϱx , ϱx) e
ξ/2ϱx−ϱx ξ1/4(log ξ)3/4 (x ⩾ 3).

Démonstration. Rappelons la notation zϑ = ϱx e
−iϑ et posons

T := {ϑ : π/3 < |ϑ| ⩽ π/2}, J1(u) :=

∫
T
Fω(e

u, zϑ) e
ξ/zϑ+iϑ dϑ (u ∈ Ux).

D’après la définition de IC−
x

en (4.9), nous avons

(6.2) IC−
x
(x) =

ξ

2πϱx

∫
Ux

J1(u) e
−u du

u
·

Notons que, pour ϑ ∈ T ,∣∣Fω(eu, zϑ)∣∣ = ∏
q<eu

∣∣∣∣1 + ϱx e
−iϑ

q − 1

∣∣∣∣ ⩽ ∏
q<eu

(
1 +

ϱx
q − 1

)
= Fω(e

u, ϱx).

Ainsi,

(6.3) |J1(u)| ⩽ Fω(e
u, ϱx)

∫
T
eξ cosϑ/ϱx dϑ≪ Fω(e

u, ϱx) e
ξ/2ϱx .

Posant

(6.4) J2(x) :=

∫
Ux

Fω(e
u, ϱx) e

−u du

u
(x ⩾ x0),
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nous déduisons de (6.2) et (6.3) la majoration

(6.5) IC−
x
(x) ≪ eξ/2ϱx J2(x)

√
ξ log ξ.

Rappelons la définition de aϑ en (5.13). À l’aide du changement de variables u = ϱx(1 + t), nous
obtenons

J2(x) = e−ϱx
∫ (log ϱx)2−1

1/(log ϱx)2−1

Fω(e
ϱx{1+t}, ϱx) e

−ϱxt dt

1 + t
= e−ϱx

∫ (log ϱx)2−1

1/(log ϱx)2−1
a0(t) dt.

L’estimation (5.14) appliquée avec ϑ = 0, fournit

(6.6) J2(x) ≪ Fω(e
ϱx , ϱx) e

−ϱx Kx(0) ≪
Fω(e

ϱx , ϱx) e
−ϱx

√
ϱx

,

d’après (5.15). La formule (6.1) est alors une conséquence directe des majorations (6.5) et (6.6).

Il reste à évaluer ID±
x
. Rappelons que

ID±
x
(x) =

1

2πi

∫
D±

x

es ds

∫
Ux

Fω(e
u, ξ/s) e−u du

u
(x ⩾ x0).

Lemme 6.2. Nous avons

(6.7) |ID±
x
(x)| ≪ Fω(e

ϱx , ϱx) e
−ϱx

√
ϱx

(x ⩾ 3).

Démonstration. Notons d’emblée que

D±
x =

{
t± iξ

ϱx
: t ⩽ 0

}
et rappelons la définition de J2(x) en (6.4). Nous affirmons que

(6.8) ID±(x) ≪ J2(x).

En effet, puisque l’on a, uniformément pour t ⩽ 0,∣∣∣∣Fω(eu, ξ

t± iξ/ϱx

)∣∣∣∣ = ∏
q<eu

∣∣∣∣1 + ξ

(t± iξ/ϱx)(q − 1)

∣∣∣∣ ⩽ ∏
q<eu

(
1 +

ϱx
q − 1

)
= Fω(e

u, ϱx),

nous pouvons écrire∣∣∣∣ ∫
D±

x

Fω

(
eu,

ξ

s

)
es ds

∣∣∣∣ ⩽ ∫ 0

−∞

∣∣∣∣Fω(eu, ξ

t± iξ/ϱx

)∣∣∣∣ et dt ⩽ Fω(e
u, ϱx) (u ∈ Ux),

et donc (6.8). Le résultat découle alors des estimations (6.6) et (6.8).
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7 Preuve du Théorème 1.1 : complétion de l’argument

D’après (6.1) et (6.7), il est clair que

max
{
ID±

x
(x), IC−

x
(x)
}
≪ Fω(e

ϱx , ϱx) e
ξ/2ϱx−ϱx ξ1/4(log ξ)3/4.

Les estimations (5.10) et (6.1) fournissent de plus

max
{
ID±

x
(x), IC−

x
(x)
}
≪

IC+
x
(x)

√
ξ e−ξ/2ϱx

√
ϱx

≪ IC+
x
(x) log ξ,

puisque, d’après (2.17), nous avons ϱx ⩽ 2
√
ξ/ log ξ pour x suffisamment grand, soit −ξ/2ϱx ⩽

−1
4

√
ξ log ξ. Les estimations (4.10) et (5.10) impliquent donc

(7.1) S∗∗
ω,ι(x) =

xIC+
x
(x)

ξ log x

{
1 +O

( 1

log ξ

)}
=
xFω(e

ϱx , ϱx) e
ξ/ϱx−ϱx

√
2ϱx(log x)

√
log2 x

{
1 +O

( 1

log ξ

)}
·

Il reste à estimer la somme Sω,π(x) correspondant au cas des entiers n ⩽ x pour lesquels ω(n) est
pair. Posons

S∗
ω,π(x) :=

∑
p∈Pω,x

1

p

∑
k∈Kω,x

∑
a⩽x/p
P+(a)<p
ω(a)=k

∑
1⩽ℓ⩽10 log2 x

Φk+1

( x

apℓ
, p
)

(x ⩾ 16).

L’estimation (3.5) persiste alors sous la forme

Sω,π(x) = S∗
ω,π(x) +O

( x

log x
exp

{√
2(log2 x) log3 x

(
1− c1 log4 x

log3 x

)}) (
x ⩾ x0

)
,

pour une constante c1 > 3
2 . L’ensemble des estimations obtenues dans le cas ω(n) impair est encore

valide lorsque ω(n) est pair. La seule différence significative réside dans la formule (4.7) pour laquelle
la quantité λω(k, p) doit être remplacée par λω(k − 1, p). Définissant

S∗∗
ω,π(x) :=

x

2πi log x

∫
Ux

e−u du

u

∫
Hx

Fω

(
eu,

ξ

s

)es
s
ds (x ⩾ 3),

nous avons l’estimation

S∗
ω,π(x) = S∗∗

ω,π(x)
{
1 +O

( 1

log3 x

)}
(x ⩾ 3).

Ainsi, rappelant que s ∈ C+
x ⇒ |s| = ξ/ϱx, nous obtenons finalement

(7.2) Sω,π(x) = ϱxSω,ι(x)
{
1 +O

( 1

log3 x

)}
(x ⩾ 3).

Par conséquent, la formule (1.10) découle des estimations (3.5), (4.4), (7.1) et (7.2).
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8 Formule explicite pour logSω(x) et comportement local

8.1 Développement asymptotique de logFω(e
ϱx , ϱx)

Rappelons que, d’après la définition de Fω(y, z) en (1.9), nous avons

logFω(e
ϱx , ϱx) =

∑
q<eϱx

log
(
1 +

ϱx
q − 1

)
.

Afin d’évaluer cette somme, nous la scindons à q = ϱx. Posons

βm := (−1)m(m− 1)!
∑
n⩾1

(−1)n+1

nm(n+ 1)
(m ⩾ 1).

Lemme 8.1. Soit M ⩾ 1. Nous avons

(8.1)
∑

v<q⩽ev

log
(
1 +

v

q

)
= v

{
log
( v

log v

)
+

∑
1⩽m⩽M

βm
(log v)m

+O

(
1

{log v}M+1

)}
·

Démonstration. Posons

I1(v) :=

∫ ev

v

log(1 + v/t) dt

log t
(v ⩾ 3).

Une application du théorème des nombres premiers fournit

(8.2)
∑

v<q⩽ev

log
(
1 +

v

q

)
= I1(v) +O

(∫ ev

v
log
(
1 +

v

t

)
e−

√
log t dt

)
.

Le terme d’erreur peut être majoré par

(8.3) v

∫ ∞

v

e−
√
log t

t
dt≪ v

√
log v e−

√
log v .

Par ailleurs, d’après (2.6), nous avons

(8.4)

I1(v) =

∫ ev

v

dt

log t

∑
n⩾1

(−1)n+1vn

ntn
=
∑
n⩾1

(−1)n+1vn

n

∫ ev

v

dt

tn log t

= v

{
log
( v

log v

)
+

∑
1⩽m⩽M

(−1)m(m− 1)!

(log v)m

∑
n⩾1

(−1)n+1

(n+ 1)nm
+O

(
1

{log v}M+1

)}
·

En regroupant les estimations (8.2), (8.3) et (8.4), nous obtenons le résultat annoncé.

Posons, pour m ⩾ 1,

γm := m!

{
1 +

1

m

∑
n⩾1

(−1)n+1

n(n+ 1)m

}
, am := m! + γm + βm = m!

{
1 +

2

m

∑
0⩽j⩽m/2

(1− 21−2j)ζ(2j)

}
.

Lemme 8.2. Soit M ⩾ 1. Nous avons

(8.5)
∑
q⩽v

log
(
1 +

v

q

)
= v

{ ∑
1⩽m⩽M

γm
(log v)m

+O

(
1

{log v}M+1

)}
·
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Démonstration. Posons
I2(v) :=

∫ v

2

log(1 + v/t) dt

log t
(v ⩾ 2),

de sorte que

(8.6)
∑
q⩽v

log
(
1 +

v

q

)
= I2(v) +

∫ v

2
log
(
1 +

v

t

)
d{π(t)− li(t)}.

Or, l’intégrale du membre de droite de (8.6) peut être majorée par

(8.7)
[
t e−

√
log t log

(
1 +

v

t

)]v
2

+ v

∫ v

2

e−
√
log t dt

t+ v
≪ v e−

√
log v +

∫ v

2
e−

√
log t dt≪ v e−

√
log v .

De plus, d’après (2.7), nous avons

(8.8)

I2(v) = (log v) li(v)− v +

∫ v

2

dt

log t

∑
n⩾1

(−1)n+1tn

nvn
+O(1)

= v

{ ∑
1⩽m⩽M

m!

(log v)m
+
∑
n⩾1

(−1)n+1

nvn+1

∫ v

2

tn dt

log t
+O

(
1

{log v}M+1

)}

= v
∑

1⩽m⩽M

{
m!

(log v)m
+

(m− 1)!

(log v)m

∑
n⩾1

(−1)n+1

n(n+ 1)m
+O

(
1

{log v}M+1

)}
·

En regroupant les estimations (8.6), (8.7) et (8.8), nous obtenons (8.5). Cela termine la démonstra-
tion.

Proposition 8.3. Soit M ⩾ 1. Nous avons

(8.9) logFω(e
ϱx , ϱx) = ϱx

{
log
( ϱx
log ϱx

)
+

∑
1⩽m⩽M

am
(log ϱx)m

+O

(
1

{log ϱx}M+1

)}
·

Démonstration. Nous avons directement

(8.10) logFω(e
ϱx , ϱx) =

∑
q⩽ϱx

log
(
1 +

ϱx
q

)
+

∑
ϱx<q<eϱx

log
(
1 +

ϱx
q

)
+O(log ϱx).

puis (8.9) en évaluant la première somme de (8.10) par (8.5) et la deuxième par (8.1).

8.2 Preuve du Corollaire 1.2

Posons

EN (x) :=

√
2 log2 x(log4 x)

N+1

(log3 x)
N+1/2

(
x ⩾ x0

)
, Gω(v) := logFω(e

v, v) +
ξ

v
− v (v ⩾ 2),

a1;1 = −1
2 , a1;n :=

{
1
2{an−1+α(n−1)/2} si n ≡ 1mod 2,
1
2 an−1 sinon

(n ⩾ 2).

Remarquons d’emblée que log3 x = eO(EN (x)), de sorte que, d’après (1.10), nous avons

logSω(x) = log
x

log x
+ Gω(ϱx) +O

(
EN (x)

)
.
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Or, d’après (8.9), nous avons

Gω(ϱx) ≈ 2ϱx log ϱx

{
1− log2 ϱx

log ϱx
+
∑
n⩾1

a1;n
(log ϱx)n

}
·

Rappelons la définition des aℓ,j en (2.23) et définissons formellement κ0,1 := log 2, κ1,1 := −1,

κℓ,j :=
∑
k⩾1

(−1)k−1

k

∑
r1+···+rk=ℓ
r1,··· ,rk⩾0

∑
s1+···+sk=j−1
s1,··· ,sk⩾1

∏
1⩽d⩽k

ard,sd , κ∗0,0 := − log 2, κ∗1,0 := 1

κ∗ℓ,j :=
∑
k⩾1

(−1)k−1

k

∑
r1+···+rk=ℓ
r1,··· ,rk⩾0

∑
s1+···+sk=j
s1,··· ,sk⩾1

∏
1⩽d⩽k

κrd,sd , κm;j,k := 0 (0 ⩽ k ⩽ j ⩽ m),

κn;ℓ,j :=
∑
k⩾0

(
n+ k − 1

k

)
a1;n 2

n(−1)k
∑

r1+···+rk=ℓ
r1,··· ,rk⩾0

∑
s1+···+sk=j−n
s1,··· ,sk⩾0

∏
1⩽d⩽k

κrd,sd ,

b0;ℓ,j :=
∑

0⩽r⩽ℓ

∑
0⩽s⩽j

ar,sκℓ−r,j−s, b1;ℓ,j :=
∑

0⩽r⩽ℓ

∑
0⩽s⩽j

κ∗r,sκ1;ℓ−r,j−s,

b2;ℓ,j := b1;ℓ,j +
∑
n⩾1

κn;ℓ,j , zℓ,j :=
∑

0⩽r⩽ℓ

∑
0⩽s⩽j

b2;r,s b0;ℓ−r,j−s (n ⩾ 1, ℓ, j ⩾ 0),

de sorte qu’après plusieurs développements en série successifs, nous obtenons à l’aide de (2.17),

Gω(ϱx) ≈
√
2ξ log ξ

∑
j⩾0

∑
0⩽ℓ⩽j

zℓ,j(log2 ξ)
ℓ

(log ξ)j
·

En posant

(8.11) Pj(X) :=
∑

0⩽ℓ⩽j

zℓ,jX
ℓ (j ⩾ 0),

nous obtenons finalement (1.11). En particulier, les coefficients zj,j vérifient la relation{
z0,0 = 1,

zj,j = aj,j − 3aj−1,j−1 (j ⩾ 1),

où les coefficients aj,j (j ⩾ 0) sont définis en (2.23). Il vient,

zj,j =

(
2j

j

)
3j

4j(1− 2j)
(j ⩾ 0).

Ceci termine la démonstration.

8.3 Preuve du Corollaire 1.3

Rappelons la définition de ϱx en (1.9) et posons

δx :=
1

log3 x
, ηx :=

√
log2 x

(log3 x)
3/2

(x ⩾ 16).

Commençons par préciser le comportement local du paramètre ϱx. Afin d’alléger l’écriture, nous
notons dans la suite X := x1+h (h ∈ R).
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Lemme 8.4. Soient 0 < ε < 1 et h > −1 + ε. Sous les conditions x ⩾ x
1/ε
0 , log(1 + h) ≪ ηx, nous

avons

(8.12) ϱX − ϱx ≪ δ2x.

Démonstration. Rappelons la définition de Ψx(v) en (1.9) et remarquons d’emblée que

ΨX(v)−Ψx(v) =
log(1 + h)

v2
(v > 0),

de sorte que, d’après (2.2), nous avons

(8.13) Ψx(ϱX) = − log(1 + h)

ϱ2X
+O(e−ϱX ).

Par ailleurs, un rapide calcul permet d’obtenir

Ψx(v + v)−Ψx(v) = − v
{2ξ
v3

+
1

v
+O

( 1

v log v

)}
(v ≪ 1),

soit, avec v = |ϱX − ϱx| et pour x suffisamment grand,

(8.14) |ϱX − ϱx| ⩽
ϱ3x|Ψx(ϱx)−Ψx(ϱX)|

2ξ
⩽
ϱ3x
2ξ

{
| log(1 + h)|

ϱ2X
+O

(
e−min{ϱX ,ϱx}

)},

d’après (2.2) et (8.13). En particulier, puisque d’après (2.17), ϱX ∼ ϱx lorsque log(1 + h) ≪ ηx,
nous déduisons (8.12) de (8.14).

Nous pouvons désormais compléter la preuve du Corollaire 1.3. Pour log(1+ h) ≪ ηx, nous avons

√
2 log2X = {1 +O(δx)}

√
2 log2 x,

log2X

ϱX
=

log2 x

ϱX
+O(δx),

Nous déduisons alors de (1.10) que

(8.15)
(1 + h)Sω(X)

xhSω(x)
=

{1 +O(δx)}Fω(eϱX , ϱX) eξ/ϱX−ϱX

Fω(eϱx , ϱx) eξ/ϱx−ϱx
·

Par ailleurs, d’après (8.12), nous avons d’une part

(8.16)
ξ

ϱX
− ξ

ϱx
≪ ξ|ϱX − ϱx|

ϱ2x
≪ δx,

et, d’autre part, notant ϱ− := min(ϱx, ϱX) et ϱ+ := max(ϱx, ϱX),

(8.17)
log

Fω(e
ϱX , ϱX)

Fω(eϱx , ϱx)
=

∑
q⩽exp(ϱ−)

log
(
1 +

ϱX − ϱx
q − 1 + ϱx

)
+

∑
exp(ϱ−)<q<exp(ϱ+)

log
(
1 +

ϱ+

q − 1

)
≪ |ϱX − ϱx| log ϱx ≪ δx.

L’estimation (1.12) résulte alors des estimations (8.15), (8.16), (8.17) et de la majoration (8.12).
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9 Preuve du Théorème 1.4

9.1 Préparation

Rappelons la définition de FΩ(y, z) en (1.9), celle de gΩ(y, z) en (3.16).

Lemme 9.1 ([1, th. 1]). Sous les conditions y ⩽ e(log x)
2/5 , |z| < 2, nous avons

(9.1)
∑
m⩽x

P−(m)⩾y

zΩ(m) =
xgΩ(y, z)

Γ(z)(log x)1−z
+O

(
x(log y)1−ℜz

(log x)2−ℜz

)
(x ⩾ 3).

Posons

(9.2) λΩ,x(y, z) :=
∑

P+(m)⩽y
Ω(m)⩽3ξ/2

z−Ω(m)

m

(
2 ⩽ y ⩽ x, |z| > 1

2

)
.

Lemme 9.2. Sous les conditions 2 ⩽ y ⩽ log x, |z| = 1, nous avons

(9.3) λΩ,x(y, z) =
1

FΩ(y, 1/z)
+O

( 1

log x

)
·

Démonstration. Pour tout k ⩾ 1, posons vk := 2− 1/k. Une majoration de type Rankin fournit

∑
P+(m)⩽y
Ω(m)>3ξ/2

z−Ω(m)

m
≪

∑
k>3ξ/2

∑
P+(m)⩽y

v
Ω(m)−k
k

m
≪

∑
k>3ξ/2

k

vkk

∏
3⩽q⩽y

(
1− vk

q

)−1
≪ ξ(log y)2

23ξ/2
,

et donc (9.3), d’après (9.2), en observant que 3
2 log 2 > 1.

9.2 Complétion

Notons que, pour p ⩽ log x et Ω(A) ∈ KΩ,x, nous avons

Ap ⩽ (log x)3(log2 x)/2+1 ⇒ p ⩽ log x ⩽ e{log(x/Ap)}
2/5
.

Nous déduisons donc de (9.1) que, pour p ⩽ log x, Ω(A) ∈ KΩ,x et |z| = 1,

(9.4)
∑

B⩽x/Ap
P−(B)⩾p

zΩ(B) =
xgΩ(p, z)

ApΓ(z){log(x/Ap)}1−z
+O

(
x(log p)1−ℜz

Ap{log(x/Ap)}2−ℜz

)
·

En remarquant d’une part que gΩ(p, z) ≍ (log p)−ℜz et d’autre part que

log
x

ap
=

{
1 +O

(
(log2 x)

2

log x

)}
log x,

l’estimation (9.4) implique

(9.5)
∑

B⩽x/Ap
P−(B)⩾p

zΩ(B) =
xgΩ(p, z)

ApΓ(z)(log x)1−z

{
1 +O

(
(log2 x)

2

log x

)}
·
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Rappelons la définition de λΩ,x(y, z) en (9.2). Nous déduisons de la définition de S∗
Ω,ι(x) en (3.4) et

de l’estimation (9.5) que

(9.6) S∗
Ω,ι(x) =

{
1

2πi
+O

(
(log2 x)

2

log x

)} ∑
p⩽log x

x

p2

∮
|z|=1

gΩ(p, z)λΩ,x(p, z) dz

Γ(1 + z)(log x)1−z
(x ⩾ 3).

Posons
GΩ(y, z) :=

gΩ(y, z)

Γ(1 + z)FΩ(y, 1/z)
(y ⩾ 2, 1

2 < |z| < 2).

D’après (9.3), nous avons

(9.7)

S∗
Ω,ι(x) =

{
1

2πi
+O

(
(log2 x)

2

log x

)} ∑
p⩽log x

x

p2

{∮
|z|=1

GΩ(p, z) dz

(log x)1−z
+O

(∮
|z|=1

|gΩ(p, z)dz|
(log x)2−ℜz

)}

=

{
1

2πi
+O

(
(log2 x)

2

log x

)} ∑
p⩽log x

x

p2

{∮
|z|=1

GΩ(p, z) dz

(log x)1−z
+O

( log2 x
log x

)}
,

puisque |gΩ(p, z)| ≍ (log p)−ℜz.
Fixons J ⩾ 1 et posons δ = δJ := 1

2(1/qJ+1 + 1/qJ+2). Le théorème des résidus fournit

(9.8)
1

2πi

∮
|z|=1

GΩ(p, z) dz

(log x)1−z
=

∑
1⩽j⩽min{J+1;π(p)}

Rés(GΩ(p, z); 1/pj)

(log x)1−1/pj
+O

(∮
|z|=δ

|GΩ(p, z)|
(log x)1−ℜz |dz|

)
·

Puisque, pour p ⩽ log x et |z| = δ, nous avons la majoration

|GΩ(p, z)| ≪
|FΩ(p, z)|
|FΩ(p, 1/δ)|

≪ (log p)δ+1/δ,

il vient

(9.9)
∮
|z|=δ

|GΩ(p, z)|
(log x)1−ℜz |dz| ≪

(log p)δ+1/δ

log x

∫ 2π

0
(log x)δ cosϑ dϑ≪ 1

(log x)1−1/pJ+1
·

Les estimations (3.14), (9.8) et (9.9) impliquent directement, d’après (9.7),

(9.10)

SΩ,ι(x) =
∑

p⩽log x

x

p2

{ ∑
1⩽j⩽min{J+1;π(p)}

Rés(GΩ(p, z); 1/pj)

(log x)1−1/pj
+O

(
1

(log x)1−1/pJ+1

)}
·

=
∑

1⩽j⩽J+1

x

(log x)1−1/pj

∑
pj⩽p⩽log x

Rés(GΩ(p, z); 1/pj)

p2
+O

(
x

(log x)1−1/pJ+1

)
·

En outre, posant

S∗
Ω,π(x) :=

∑
p⩽log x

1

p

∮
|z|=1

( ∑
P+(A)⩽p
Ω(A)∈KΩ,x

z−Ω(A)
∑

B⩽x/Ap
P−(B)⩾p

zΩ(B)

)
dz

z2
(x ⩾ 3),

il est clair, d’une part, que l’estimation (3.14) reste valable sous la forme

(9.11) SΩ,π(x) = S∗
Ω,π(x) +O

( x

log x

)
(x ⩾ 3).
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et, d’autre part, que

(9.12) S∗
Ω,π(x) = 2S∗

Ω,ι(x) +O
( x

log x

)
(x ⩾ 3).

Les estimations (3.2), (9.10), (9.11) et (9.12) impliquent alors

(9.13) SΩ(x) =
∑

1⩽j⩽J+1

3x

(log x)1−1/pj

∑
p⩾pj

Rés(GΩ(p, z); 1/pj)

p2
+O

(
x

(log x)1−1/pJ+1

)
,

avec Rés(GΩ(p, z); 1/pj) ≪ gΩ(p, 1/pj)/FΩ(p, pj) ≪ (log p)pj−1/pj , puisque

∑
p>log x

Rés(GΩ(p, z); 1/pj)

p2
≪ 1√

log x

∑
p

(log p)pj−1/pj

p3/2
≪ 1√

log x
·

La formule (1.15) découle alors de (9.13) et de la définition des cj en (1.13). Cela termine la dé-
monstration du Théorème 1.4.
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