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Abstract

We provide an asymptotic expansion for the mean-value of the logarithm of the middle prime
factor of an integer, defined according to multiplicity or not, thus generalising a recent study of
McNew, Pollack, and Roy. This yields an improvement of the asymptotic estimate, in particular
by furnishing an optimal remainder when the expansion is truncated at the first order.

Résumé

Nous fournissons un développement asymptotique pour la valeur moyenne du logarithme
du facteur premier médian d’un entier, défini en tenant compte ou non, de la multiplicité,
généralisant ainsi une étude récente de McNew, Pollack et Roy. Ceci induit une amélioration de
Iestimation asymptotique, en fournissant notamment un reste optimal lorsque le développement
est tronqué au premier ordre.

1 Introduction et énoncé du résultat

Pour tout entier naturel n > 2, posons
w(n) = Z 1, Qn) = Z k,
pln pk||n

et notons v € {w, 2} I'une ou l'autre de ces fonctions. Si {g;(n)}1<j<w(n) désigne la suite croissante
des facteurs premiers de n comptés sans multiplicité et {Q;(n)}i<j<qm) celle des facteurs premiers
de n comptés avec multiplicité, nous écrivons

_ Jaemya(n)  siv=w ) oY
pm,u(n) = . ) P~(n) = qi(n), PT(n) = qum)(n).
{Qm(n)/21 (n) siv=2Q "
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Nous dirons qu’un entier n est y-friable (respectivement y-criblé) s’il vérifie P (n) < y (respective-
ment P~ (n) > y). Dans toute la suite, les lettres p et ¢ désignent des nombres premiers. Notons x
la constante de Mertens et définissons

e“(l_z)H(l—l)z(l—i—L) (z€C) siv=w,

q q—1

H<1 —%)Z@—g)_l (Rz < 2) siv = Q.

q

(1.1) Hy(z) ==

Notons enfin

(1.2) pm Y1 VE), A= 2= {0,545102 siv=w,
: T2 ’ v ~

V5L (i) 0,414005 siv=Q,

ou v désigne la constante d’Euler-Mascheroni. Dans un travail récent [2], McNew, Pollack et Singha
Roy s’intéressent & la répartition statistique des facteurs premiers intermédiaires a travers l'esti-
mation de diverses quantités. Ils fournissent notamment ([2, th. 2.6]) une estimation de la valeur
moyenne de log p,, o(n). Posant

SV(:E) = Zlogpm,u(n) ($ Z 3)7

n<x

ils démontrent ainsi que

Sa(z) = Agz(log x)l/“”{l +0 <{k’ﬁ17\/g_j?> }

Nous nous proposons ici de généraliser et de préciser ce résultat.

Théoréme 1.1. [l existe une suite réelle {c, ;}en+ telle que, pour tout J € N,

(1.3) S,,(m):A,,x(logm)l/“”{1+ > v +0<{10g22}J+1>} (z > 3).

1<5<J (logy )7

Remarque. Le coefficient ¢, ; est explicité en (5.23]) infra et satisfait & 'approximation suivante

o —2,399504 siv=uw,
I 22798031 siv =,

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théoréme [Tl appliqué avec J = 1.

Corollaire 1.2. Nous avons [’estimation optimale

Su(a;):A,,x(logx)l/%D{Ho( ! )} (@ >3).

logy

Notre approche consiste & écrire tout entier naturel n > 2 sous la forme n = apb ot p = py, (1),
a est p-friable, b est p-crible, et v(a) — v(b) € {0,1}. Posons

(1.4) Oyp(ry) = Y, 1 2<y<a, k=),
n<x
P~ (n)>y
v(n)=k
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de sorte que

(1'5) Sy(z) = Zlogp Z Z 1= Zlogp Z Z q)lj,k<a£pap>'

PST a<z/p b<z/ap PST k<(logz)/log 4 a<z/p
PH(a)<p P (b)>p P*(a)<p
v(b)—v(a)e{0,1} v(a)e{k—1,k}

La premiére étape de I’évaluation de (LI consiste a déterminer les plages de valeurs de p et k
induisant une contribution dominante.

2 Domaines de contribution principale

Notons d’emblée que la contribution & S, () des entiers n divisibles par p,, ,(n)? peut étre majorée
trivialement. En effet, nous avons

(2.1) > logpmu(n) <> logp Y 1< Zﬂ<<

n<x p<T m<z/p? p<z
P, (n)?|n

Il en est de méme de la contribution des entiers n tels que py, ,(n) > /x. En effet, cette éventualité
implique n = py, ,(n), d’ou

(2.2) > logpmu(n) < Y logp <z
n<w VI<p<zT

P, (n)>\/T

Les quatre énoncés qui suivent nous permettront d’obtenir des estimations de la contribution a (LT
de différents sous-domaines en p et k.

Lemme 2.1. L’estimation

kxlog x
(2.3) g 1< ok
n<x
Q(n)=k

a lieu uniformément pour k > 1, x > 2.

Démonstration. En appliquant [8, ex. 66] a la fonction sommatoire de n 222" nous obtenons,
pour z €]1,2[, j = 0,

> 1€ 0 < [ < 2 oy

n<x n<x p<m
Q(n)=j

Par sommation sur j > k, nous obtenons que le membre de gauche de ([Z3) est

)z—l

z(log x _j 2z F(log x
D y— gz <<(2—z)(z—1)'

)z—l

Le choix z = 2 — 1/2k fournit alors la majoration

1-1/k

Z 1< k‘:n log x) kxlogx
< —1/2k)F ok
Q(n)=k
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Pour tout ensemble de nombre premiers non vide F, posons

wn, E) = Z 1 (n>21), QnFE):= Z k' (n>1), E(z):=

pln,peE pF||n, peE p<x, pe

Dans la suite, nous utiliserons la notation v(n, E') pour faire simultanément référence a w(n, E') ou
Q(n, E). Définissons enfin

Q) :=vlogv—v+1 (v>0).

Lemme 2.2 ([4}, th. 08, th. 09]). Soit pp un nombre premier et F un ensemble de nombres premiers
non vide tel que min{p : p € E} > pg. Pour tous 0 < a < 1 < b < pg, nous avons

(2.4) Z 1 g py ze B@Q@), Z 1 <y py we F@QO)
V(n,Er‘L)izthE(x) V(n,g)ézzE(m)

Lemme 2.3. Notons

Ay = {n <z:ii< <2, (log )/ < log pym(n) < (loga:)lﬁ/l?}.

Nous avons alors

(2.5) Z 108 Py (n) < z(log )/ #71/20,
ne(l,z)NAy

Démonstration. En appliquant (23] avec k = |2log, 2], il vient

xlogy x log p
Z log pru(n) < Zlogp Z 1< o A—1
(2 6) n<x p<x d<z/p (log x) * psT p
: v(n)>2logy © Q(d)>|2logy z]—1

< z(log, z)(log 2)¥ 71984 < x(log ) /¥~ 1/2%9,

La contribution des entiers n tels que v(n) > 2log, = peut donc étre absorbée par le terme d’er-
reur de (L3). En notant Wy et W_; respectivement les deux branches de la fonction de Lambert,
réciproque de la fonction z — ze*, nous remarquons que les deux solutions &y et & de 1'équation

1/ + Q&) —1 =0 sont
(27) € = exp (1 n W_1< _ %)) ~0.26583 et & = exp (1 n WO( _ %)) ~ 1.99374,

ce qui permet d’estimer la contribution a (23] des entiers n tels que v(n) < (logy x)/4. En effet,
notant P 'ensemble des nombres premiers, le théoréme de Mertens implique, pour = assez grand,

P(z/p) = P(Vz) > logyz — 1.

En choisissant a = 7, la premiére majoration (2.4 fournit alors

X
(2.8) > 1< > 1< o{iog 2 A0

n<z, p|n d<z/p
v(n,P)<(logy z)/4 w(d,P)<{1+P(z/p)}/4

N
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Nous en déduisons que la contribution a (2.5 de tels entiers est

T log p _
Zlogp Z 1< o7 Z » < x(logm)1 Q(1/4),

log x
p<T n<z, pln (log z) p<T
w(n)<(logy ) /4

ce qui convient puisque 1 — Q(1/4) < 1/¢ — 1/250.

La contribution a (23] des entiers n contrevenant a l'encadrement (logy x)/4 < v(n) < 2logy @
est donc acceptable. Si n € [1,2] \ A, vérifie cette condition, nous avons log p,.,(n) < (logx)>/®
ou, compte tenu de 22, (log z)'%/*" < log py,(n) < $logz. La contribution a (Z3) des entiers
correspondant & la premiére éventualité est

1
(2.9) < Y TOBP o r(loga)3.
log p<(log z)3/5

Sin vérifie la seconde inégalité, alors n posséde au moins (log, ) /8 facteurs premiers dans U'intervalle
] exp{(log 2)'%/17}, z]. Posons Py := PN]exp{(log )97}, z]. Une nouvelle utilisation du théoréme
de Mertens montre que Py (z/p) = (logy x)/17 + 0(1) < (logy x)/16 pour x assez grand et p < /x.
la deuxiéme majoration (2.4 appliquée avec b = 2 implique

X
Z 1< Z 1< Z 1<<W.

n<z, pln n<z,pln d<z/p
v(n,P1)> (logz z)/8 Q(n,P1)>(logy z)/8 Q(d,P1)>2 P1(z/p)

La contribution correspondante a (Z3]) est donc

(2.10) Z % < z(log x)l—Q(Q)‘
exp{(log 2)16/17} < p<a p(log x)

Puisque 3/5 < 1/ —4/250 et 1 — Q(2) < 1/¢ — 1/250, les majorations ([Z9)) et (ZI0) impliquent
bien (2.5]). O

Dans la suite, nous nous intéresserons principalement a I’évaluation de la contribution S, ,(x) a
Sy (z) des entiers n vérifiant v(n) = 1(mod 2). Dans ce cas, plus favorable pour les calculs a suivre,
nous avons v(a) = k dans ([LH)). Nous traiterons en paralléle le cas de la somme complémentaire
Sy, x(2) en indiquant au fil des énoncés les éventuelles modifications & prendre en compte concernant
son évaluation. Posons, pour = > 3,

Hx — ] (log:v)B/" (log ;p)16/17] JC:L‘ = [ 10g2 Xr — 1 10g2 x] Rj_a
(2.11) =) lgpd, > @ ( )
P+ (a)<p
v(a)=k

Proposition 2.4. Nous avons l’estimation

(2.12) Syu(@) = S%, () + O (x(log )/~ 1/20),
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Démonstration. D’apreés (2.6]), nous pouvons restreindre la somme intérieure de (L3]) aux entiers a
tels que £logyz — 1 < v(a) = (v(n) —1)/2 < logy z. Ainsi, d’aprés (Z1)), ([Z0) et (ZF) nous avons

=Y logp ), Y @ ( ) +O(x(1ogx)1/v—1/250)

psT k€Xs a<z/p
P*(a)<p
v(a)=k
=5 .( Z log p Z Z ( ) n O< (log x)1/¢—1/250>
ps@ k€Xe a<z/p
Pt Pt(a)<p
v(a)=k
=5,.(z) + O< > logpmuy(n) + z(log $)1/¢—1/250>‘
ne(l,z)\Ay
Une nouvelle application du Lemme 23] fournit alors le résultat annoncé. 0

3 Réduction de la somme S} ()

3.1 Préparation

Une estimation précise de la somme intérieure en k de S; , (z) définie en ([2.11) nécessite d’évaluer
Py ,(X,Y) pour certaines valeurs relatives de X et Y.
Introduisons les fonctions

erf(z) : \/,/ ds (z€C), erfe(z) :=1—erf(z) (z €C),

et, pour tout n € N*, et s complexe de module assez petit, posons

z n—1 2\ s
B 4=y << A=Y [L 9(2) ] I

2(1 + iz — ) | dnt

ou la racine carrée est prise en détermination principale. Remarquons que q(z) posséde une singu-
larité apparente en z = 0 et admet donc un prolongement analytique au voisinage de l'origine. Le
théoréme d’inversion de Lagrange montre donc que A est solution de I’équation s q(1) = ¢ pour |s|
et [ suffisamment petits. Notons {d, }nen la suite des coefficients du développement asymptotique
de z ++ T'(z + 1) e* /2*\/272 selon les puissances croissantes de 1/z. Pour tous b > 0, m € N et toute
fonction ¢ holomorphe sur D(0,b), posons

dpm—iT(j + l)gj )\(2j—n+1)(0) d"p(v ei)\(T))
(32) €)= L2 , [ — ] (0<wv<b).
v oggm DLaves 0<§;2j n!(2j —n)! dr =0

Définissons enfin,

1 % o(2)
2mi k1

(3.3) I o (&) = dz (r<b,£>0).

|z|=r

Nous aurons besoin du lemme technique suivant, fournissant une estimation de I, , dans un domaine
restreint de valeurs du rapport k/§.

1. Les poles de q sont de la forme z, = i + w, avec —iw, solution de se® = e~ . En particulier, le pdle de plus
petit module vérifie |z1| ~ 7.75.
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Lemme 3.1. Soient 0 < a < b, M € N, ¢ une fonction holomorphe sur D(0,b) et & > 0. Pour
a<r:=k/{<Db, nous avons

(3.4) Ik,go(f):%lj{ > ng()+0<§ﬂj+l>} (€>0).

o<m<M
En particulier,
0:0790(?}) = 90(0)7 Q:I,gp(v) = _%'UQOH('U) (0 <v < b)

Démonstration. D’aprés ([B.3]), nous avons

k ™ .
Tel€) = g [ M e an (6> 0)
Rappelons que le théoréme d’inversion de Lagrange assure l'existence de 6 > 0 tel que pour || < 4,
la fonction A = A(s) est solution de I’équation s q(9) = 9. Notons respectivement I1(d) et I~ (4) les
contributions a Iy, y ,(x,y) des domaines || < et § < [9] < 7.

Intéressons-nous tout d’abord a I't(§). Avec le changement de variables ¥ = A(s), nous obtenons,
en posant & := §/A\(8) = o + it (0 > 0) et en remarquant que —§/A\(—J) = —&,

(3.5) IT(6) = j}ﬁl{ > Z—Z + 0(#) } / o e k52 o (r )Y/ (5) dis.

0<n<M —o+iT

Notons {a;(r)}jen+ la suite des coefficients de Taylor a l'origine de ¢(r e™(*))/(s), de sorte que
'intégrale de (BH) peut se réécrire sous la forme

/2 72
ag; (r)T(j + §)2/1/2 e 0k om0k
(3.6) > TSy 1+0 —7 )

0<yj<M

Les estimations (B.0) et (B.6) permettent d’obtenir, en remarquant que k < &,

ro=f{ 5 5 SRR o))

0<m<M n+j=m

s )

o<m<M

(3.7)

Il reste & évaluer I~ (). Notons T'(9) := [—m, 7] \ [0, 0]. Puisque ¢ est holomorphe pour |z| < b, il
existe une constante B telle que |p(z)| < B (|z] < b). Ainsi,

Ek((S) = ‘/T(& ek{oiﬁ —1—iv} 4,0(7‘ eiﬂ) dlg‘ < B/T(é) ek{cosﬂ—l} dv

4 3/2 o2k 1
—2k192/7r2 Vs
<2B/5 e dﬁgmerfc< - )<<37£M+3/2.

Le résultat annoncé découle des estimations ([B.7) et (B.8) en remarquant que

k
I (6) < 5\/_]{:1'5/6(). 0

(3.8)

Le Lemme B Tsera utile dans I'estimation de deux quantités cruciales pour I'évaluation de S} ().
L’obtention de ces estimations fait I'objet des deux sous-sections suivantes.
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3.2 Développement asymptotique de ¢, ;(z,y)

Dans la suite, pour tout y € [2,z] et tout réel ¢, nous posons

log x Set -1 o et
(3.9) u=uy:= gy’ I(s) ::/0 " dt (seC), J(s) ::/S Tdt (se CNR_),
et notons {by(2)}22, la suite des coefficients du développement de Taylor de e=*/(=*)
Définissons également, pour (k, /) € N, z € C,

au point s = 0.

ha(z) = % haz,y) = he(z) 3

0yt

(=1)7bp—;(2)

Goggy 7

(3.10)

™ (0,4) X"
Qui(X,y) = z:k ZT (y>1),
m+r=k—1

ou les dérivées sont prises par rapport a la premiére variable. Nous proposons une généralisation
d’un résultat d’Alladi [I] dans un domaine restreint de valeurs de k.

Théoréme 3.2. Soient L € N, A > 1 et ¢ > 0. Sous les conditions 3 < y < z'7¢, 1/A <
(k—1)/logu < A, nous avons, uniformément

(3.11) By p(@,y) = { > MJFOA(%)}'

log x ul
0<(<L

Démonstration. Posons

(3.12) S, (z,y,2) = Z 2 = Z D, (z,y)2" (3<y<w, 2€0),
n<w k>0
P (n)>y

Pour z € C, définissons w,(u) comme l'unique fonction continue sur R vérifiant les conditions
initiales w,(u) =0 (u < 1), uw,(u) =2z (1 < u < 2) et 'équation différentielle aux différences
wwl(u) + w,(u) = zw,(u — 1) (u > 2). Définissons également,

(3.13) A, (z,y) ::a;/ wz(u—v)d—z} B<y<uz 2z€C).
0 Y

Etant donné que w.(u) = 0 lorsque u < 1, nous pouvons restreindre le domaine d’intégration de

BI3) a l'intervalle [0, u — 1]. Nous avons [9]
(3.14) (2,9, 2) = As(,y) + O(xe”(82)"),

En effet, d’aprés (8:12]), nous pouvons écrire

(IJ,,(x,y,Z) = ! /b Mdsa

270 Jypir C(5,9)%s

avec b:= 1+ 1/logz. Pour a < % fixé, posons T' = e(l°8¥)" ¢t remarquons que la contribution du
domaine |7| > T est <« xlog(Tz)/T. D’aprés [0, lemme I11.5.16], nous avons

(o) = Codsyas) {1+ 0(7) ) (<),
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Puisque, 1+ w,(s) = 1/s*0(s)?, ou g désigne la transformée de Laplace de la fonction de Dickman.
Nous obtenons ainsi

1/u+iT logy 14+ 1/u+iT logy d
(3.15) %(x,y,Z):i./ 1+ 0:(5) us ds+0<£/ _ s >
2mi 1/u—iT logy 5+ logy T 1/u—iT logy ‘S Q(S) (S + IOg y)‘

Maintenant, d’aprés [5, lemme 2], nous avons |s?(s)?| < min(|s|®*,1) pour 1/4 < z < A, Rs > —1.
En écrivant s = 1/u + i7, le terme d’erreur de (B10) est

x dr dr z(ul?l +log T))
< =5 TR T T — K,
T [T]<1 |S| |8 + 1Ogy| 1<|7|<T log y |8 + 10gy| T

uniformément par rapport & y. Posons

y < ).

e ds
( ) |7|>Tlogy SZQ(S)Z(S + log y)

Puisque x(1+@,(s))/(s+logy) est la transformée de Laplace de t — zy~t + A, (z,y), nous pouvons
écrire

T
L’estimation J(s) < e~ /|7| fournit, avec o = 1/u, s ?o(s)~% = /) = 1+ O(1/s) (|s| > 1).

Nous obtenons ainsi
o) 1+iTu 1 1
[ @+qiﬁ&ﬂmy
Tlogy T S

z(u 2110
D, (z,y,2) = A.(x,y) +O<xR(y) + (ut D1 gT>.

eus

B0 =| [ 7 (1 OG) b

Puisque la contribution du terme d’erreur est

* J1+1o 1
<[ Ltlogyl g o L
Tlogy T T

une application de la seconde formule de la moyenne a la fonction 7 — 1/7 fournit R(y) < 1/T et
Pestimation ([B.I4]) s’ensuit.
Posons

1 u—l v\2—1-n dov
cn(@,y) = o S <y<a'™% n>0),
azn(T,y) F(z—n)/o ( " 7 B<y<z 5,n=0)

et évaluons la quantité A, (z,y) a laide des développements asymptotiques de w, obtenus en [7]

lemme 2.1]. Notons que ces estimations sont énoncées pour % < |z| € 2 mais qu’il est possible

d’étendre ce domaine & 1/A < |z| < A au vu de [5 (1.9)], [B (1.10)] et [5 th. 1|. Plus précisément,
en injectant [7, (2.3)] dans (3I3]), nous obtenons, pour 1/4 < |z| < A,

u—1 z—2—L
310) Ao =of 3 e b (o) vou (w2 [T (122
0<n<L 0 U Y
Puisque v < u — 1 sur le domaine d’intégration, nous pouvons écrire

e =mm [ {2 () ro(E T

0<j<L—n

—1)/ og )it
“t7, 2 Tt} ()

0<j<L—n

(3.17)
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compte tenu de I'estimation uniforme

L o-mm{ee(/2)}

En injectant (317) dans ([B.I6]), nous pouvons estimer la quantité A, (z,y) par

(3.18) Zlog(; VZ{ Z Z z—n—;l))ug‘()logiﬂ) {1+O< \/;>}+O( L1+1)}

0<n<LO<G<L—n

En effectuant le changement d’indices ¢ = n + j, nous obtenons

(3.19)

wte =25 5 3 Gt (1o ()} o))

0<n<L n<lLL

ru! zhe(z,y)
a logy{ DT }

0<e<L

puisque pour 0 < n < £ < L, y < x, nous avons

(_1)Z—n e % bn(z)u_ZZZ_" Z—n\/y
3.20 2 =
(3:20) ['(z — ¢)(logy)t—na(u—1)/2u <A 2 A

A

Remarquons maintenant que la démonstration de [6l th I1.6.3] reste valable lorsque la quantité log z
est remplacée par C'logx ou C est une quantité indépendante de x, k et z. En particulier, lorsque
C = C(y) := 1/logy, les hypotheéses de [0, th. 11.6.3] sont vérifiées. Le résultat se déduit directement
des expressions de @, (x, k) et ®,(z,y,2), de [6, (I1.6.11)] et des estimations (BI4) et (BIS). O

Rappelons les définitions des fonctions &, , en ([B.2) et hg en (BI0) et posons, pour tout m € N,

t—1

(3.21) Jm(0) = Cmpo(v) (v ER), 1y =5

(teR,3<y<ux).

Nous utiliserons le Théoréme sous la forme de 1’énoncé suivant.

Corollaire 3.3. Soient M € N et A > 1. Sous les conditions 1/A < rry <A, 3 <y < VT nous
avons uniformément

(log u)*

x fm(r ,)
<k—1>!log:s{0; ﬁw(W)}‘

m<M

(322) <I>l/,k($7y) =

En particulier,

fo(v) = ho(v), fi(v) = —%vhg(v) (v eR).
Démonstration. Avec les notations ([B.I0), nous avons

e *

ho(2) = T+ 2)

(z € C).
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En particulier, hg est une fonction entiére, il existe donc B tel que ho(z) < B (|z| < A). Une
application du Théoréme avec L = 0 fournit, lorsque u — oo,

st = i {Qualog ) + o152 )

_ lozx{%m/zzrho(z)ezmguz_kdz+O<%>}

{Ik 1,ho (log u) + O<(logiz)k>}'

log
Le résultat annoncé est alors une conséquence immédiate de (3.4]). O

Remarquons que les conditions de sommation portant sur les variables p et k dans la somme (2.11))
entrent dans le domaine d’application du Corollaire B.3] puisque nous pouvons considérer de plus que
p < \/x/ap. En effet, d’aprés (Z0]), nous pouvons supposer (n) < 2log, = et donc v(a) < 2log, .
Puisque p < exp{(log z)'%/17}, il suit, pour x suffisamment grand,

py/ap < ap® < p?1o8272 Lexp{(2logy = + 2)(log 2)'/17} < /a.

3.3 Estimation d’une moyenne logarithmique

Posons
1
(3.23) Mpk) = Y = (3<p<Va, keN).
Pt(a)<p “
v(a)=k

Le résultat suivant précise, dans un domaine restreint de valeurs de k, une estimation de A, (p, k)
due a Erdés et Tenenbaum [3]. Posons 7, := 2 si v = Q, et r, := 400 si ¥ = w. Rappelons les
définitions des fonctions 3, en (1)) et &, , en ([B2) et définissons

(3.24) F,(z) =7 H,(2) (2] <r).

Posons enfin

(3.29) Gom(0) i = Cn (V) (0 <1), Ty = (teR, p=3).

log, p

Théoréme 3.4. Soient M € N et 0 < a < b < r,. Sous les conditions p = 3, a < vy, < b, nous
avons uniformément

(3.26) Avlpo k) = == 10g2p { Z gymtk,p O<(10g2219)M+1)}.

o<m <M logy p)™

Démonstration. Le membre de gauche de ([3.28]) est le coefficient de z* dans la série

) H<1+qi1> siv=uw

~ Jas<p

p+%;<p7_ H(l—i)_l siv=0Q

q<p 4

(lz| <ry).
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Une forme forte du théoréme des nombres premiers implique

v(n)

S 2 nomr{io(gh)

Pt(n)<p

Cela permet d’évaluer A\, (p, k) a 'aide de la formule de Cauchy, soit

14+0(1/1
/\V(p’ k’) _ + é / ng) % FV(Z) e?logap ,—k=1 4,
ux’ _
(3.27) l#1=r .
= I, (loga ) {1+ O( =) }.
K, (loga p) 1+ Tog
Ici encore, le résultat souhaité est une conséquence directe de I'estimation (B3.4]). O

3.4 Réduction de la somme intérieure de S} ()

Rappelons les définitions de wu, en (B3], de J, en (211, et remarquons que nous avons 'encadre-
ment
(log )17 < up < (log)?® (>3, peds).

Posons également

log(z/ap)
ap ‘= “logp (p € s, a < /D).
Lemme 3.5. Sous les conditions
1'23, pegan 1<k<10g2$,

a<z/p, PT(a)<p,  Qa)<2logyuz,

nous avons,
1 " k—1 1 k—1 1
(3.25) Uogvap)___ _Uosu) gy, o(_logar 1
(k—Dog(z/ap)  (k—1)!logx (log x)1/17
Démonstration. Puisque P (a) < p et Q(a) < 2log, x, nous avons ap < p?l°827+1 Par suite,
2
log(ap) < (log, z)log p , et nous pouvons écrire
T\ logapy logy
(3.29) 10g<ap> —logaz<1 log:p) —logx{l—i—O( ) >}
Par ailleurs,
_ log(z/ap) log, z
Vap = log p —up{1—|—0< Up )}’
donc
(3.30)  (logve,)*t = (logu )k_l{l + 0(7(10g2 ?) lng) }k_l = (log u. )k_l{l + O(—10g2 x)}
' wp P (log uy)log x P Up ’

puisque k < log, x.
En regroupant les estimations ([3.:29) et (B.30]), nous obtenons le résultat annoncé en notant que
1/u, < 1/(logz)*/'7 dés que p € J,. O
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Rappelons les définitions de f,, et ¢, en (B21)), de gy, et v, en ([B20) et posons, pour m € N,
3Sp<uz,

]. 1 v,m—
(331) Bp = Og2l)7 £y 1= 7 . § f] Tk,p g j(tk,p) (p c gm7 k c g(:x)
log, logy x osiem (1— 8,18y

Définissons enfin, pour tout M € N,

lo *(log uy,)k—1
(3.32) s(pk) = | gz,f,)(k( = )p) (p € 8as k € Ka),
k3 k3 ]‘ng
(333)  Spi(x) = Syi(x, M) 10 - Y spk) D Gumlp kel (x>3).
& p€dy p keX, o<m<M

Proposition 3.6. Pour tout M € N, nous avons [’estimation
(3.34) Spu(@) = Sy {1+ 0™}y (2=3).

Démonstration. Rappelons la définition de 7, en ([B2I]) et notons que

k—1 kE—1)(14 0{( 1 1
635 . _ (=00 F Olllomn)/logtal)) (1))
b log vg,p log u,, ’ Up
Remarquons également que, pour p € J,, kK € K,, nous avons % < rkp < 17 et 11278 < tp < %

D’une part, 'estimation ([3:22)) appliquée avec A = 17 fournit, pour = > 3, p € J,,

z z(log vap kol m\Tk,p,
036) 0. (30) = S ez 2o, Togreey * (mpyren)} o <5157

et d’autre part, une application du Théoréme B4l avec a = 1_28 et b= 5 fournit

337) A k) = 1082P) 1°g2p LS g”’” g (Prp) T OE) e keky).

o<m<M

Rappelons alors que, d’apreés (3:30]), nous avons, pour 0 < m < M + 1,

(3.38) (log vgp)™ = (log up)m{l +0 (1052 a:) }

A laide de (3:35) et (338) et en insérant (3.36) dans (ZI1I)), nous obtenons

log'Ua )t (T p) Iy
=D logp ) > - 2 S Imhp) oy
PEJ k€Xs a<zx/p 'log(x/ap) { 0<m<M (1 - 510) }
Pt (a)<p

v(a)=k

L’estimation ([B.28)) fournit alors

(3.39)  S'(x logx Z 10529 3 10gup e A (p, k){ > (fm(rk,p) €m+0(6y+1)}_

_ m -z
keX, o<m<M 1 Bp)

En insérant (837) dans (339)), l'estimation requise (3:34]) s’ensuit. O
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Concernant la somme complémentaire S, r(x), portant sur les entiers n < z vérifiant v(n) =
0 (mod 2), rappelons que p, ., (n) désigne alors le facteur premier d’indice v(n)/2. Ainsi, v(a) =
v(b) — 1=k —1 et, en posant

=Y logp Y > @ ( ) (x=3), stpk):=rpsu(p,k) (p€du, k €Ky),

PEI keX: a<z/p
P*(a)<p
v(a)=k—1
*k ok logp m
Syr(w) = Sy (w, M) - 1ogxz ) Yo siwk) > Gumlp k)Er (x> 3),

PEJ, keXy 0<m<M

Pestimation (3.34]) reste valable sous la forme
Spa(@) = Sy (@) {1+ 02" )}

Dans la suite, les quantités introduites seront définies implicitement pour le cas v(n) impair.
Lorsque des différences notables existent pour le cas v(n) pair, les quantités associées seront mar-
quées du symbole

4 Préparation technique

Dans toute cette section, fixons M € N. Rappelons la définition de J, en 2II)) ainsi que les
définitions de uy en (B9) et de f,, et 1, en (B2I). Posons

(4.1) wy, = 1/ (log uy) logy p, wy = [w)] (x =3, pedy).

Afin d’alléger les notations, posons également, pour p € J,,

w 1—
(4.2) af = —L = LB ap = “p_
logy p Bp logy p
Remarquons d’emblée que, pour p € Jg, nous avons £ < [, < 17, ainsi que % < ap < @.

En particulier, wy VBp(1 = Bp)logox =< logox =< log2 p. Nous utiliserons implicitement ces
estimations dans la suite.

Rappelons que la fonction polygamma d’ordre m € N, notée (™) est définie par

(M (2) = % (z € C~{-1,-2...}).

Nous notons ¢ := (¥ la fonction digamma.
Posons enfin, pour x > 3, p € 7,

Kpz: [ logo v — 1 — wp,logy x — wp],

Kpan = { — \/G(M + 1wy, log wy, \/6(M + 1)w, log wp], Kpa2=Kpa~Kpzi-

(4.3)

(Le facteur \/6(M + 1) apparaissant ici pourrait étre remplacé par toute constante assez grande
comme nous le verrons dans la démonstration du Lemme [4.1])
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Afin d’estimer la somme intérieure de (3.33)), étendons aux valeurs réelles de k la quantité s, (p, k)
définie en (3:32)). Posons alors

wk 2t
(4.4) sy (p,t) ::( (wp)

Togurqy GSrsn iy

Pour p € J,, la quantité log s} (p,t) est dominée par le terme

2tlog wy, — 2log T'(t) = 2tlog(w,,/t) + 2t 4+ O(log ).

Cela laisse augurer que le maximum est atteint lorsque ¢ est proche de wy, donc de wy,. Ces consi-
dérations ménent & leur tour a supputer que la somme intérieure de ([B33) est dominée par un
intervalle de valeurs de k centré en w,. Définissons alors

(D, h m
(4.5) Z(x,p) =Y. su(p:wy + 1) S Gumlwp +h)ET (2> 3, p€ o)
Su(pawp)
heXp o 0<m<M

Notons encore, pour z € C, —1 < Rz < 2,

1—2 ) -1 )
—  siv=uw, ——  siv=uw,
Zq(q—1+z) Z(q—1+z)2
(4.6)  o,1(2):=¢ 1 ouo(z) =< 1
) z . ) 1
g —— 4+ Kk siv=Q, E — siv=10Q.
p q(q — 2) . (g — =)

ou k désigne toujours la constante de Mertens. Posons enfin, pour z € C, 0 < Rz < 2,

. 1 + 1 z + . ! 1 _|_ 1 z
Jui(2) == z0,1(2) — M7 Ju2(z) = 220,,72(2) - Lﬂ)’
(4.7) z z
Oy = <\/v(1 —v)log, x> 0<v<l,z>3),
ou (v) := v — |v] désigne la partie fractionnaire de v. Dans la suite, notons §, := /(1 —v)/v (0 <

v < 1). Le résultat suivant fournit une estimation de la quantité Z,(z,p) pour p € J,.

Lemme 4.1. Il existe une suite de fonctions {3,,m(x,v)}men € R[l’oo[x}%’l[, telles que, uniformé-
ment pour x = 3 et p € J,, on ait

eﬁ{twp,p—rwpvp} j‘fy(twpﬂl’) TWp
F(l + Twmp)

(48)  Zu(wp) = { % sumwsizr + o).

o<m<M

En particulier, 3,0 =1 et, pour % < v <1, nous avons

A®12} T + Bu,v@v,x + Cy,v DU v E,/ v 1—w
09 st - 2 LD BT
4y/v(1 =) (1—wv)3/ v3/

avec

A= 47 Bu,v - 4ju,1(5v) + 27 CV,U - ju,l(év)2 + ju,l(év) + ju,2(5v) - %7

(4.10) _hB(1/6,) _ F ()
Dy = 2}?0(1/50)’ vy = 2F,(6y)
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Démonstration. Rappelons la définition des &, ,,(p, k) en (B3] et posons

Sy(p, wp + h)Gué(py wp + h)
4.11 Zyo(x,p) = : teN,z>3,ped,),
( ) ’Z( ) hesz;x Su(pawp)gu,ﬁ(py wp) ( )

de sorte que Z,(2,p) = Y ocpcnr Sue(p wp) Zy o, p)el,. Définissons encore
(4.12) H, o(t) :=log{s; (p,t)S,e(p,t)} (L €N, >3, ped,, 1<t <r,log,x).

Soit p € J,. Notre premier objectif consiste & expliciter un développement de Taylor pour H,, ¢(t)
autour du point t = wy,. A cette fin, évaluons les dérivées logarithmiques des fonctions de t appa-
raissant au membre de droite de (L4]).

Notons B,, le n-iéme nombre de Bernoulli. En appliquant la formule d’Euler-Maclaurin & la fonction
log, nous obtenons la formule de Stirling complexe (voir, e.g., [6, th. 1.0.12])

_1)k+lBk+1 < 1

_ 1 1 (
(4.13) logI'(s) = (s — 5)log s — 5 + 5 log 27 + Z (k4 1)sk sM+1

1<k<M

> (se CNR_).

La fonction logI' étant holomorphe sur C~\R_, une dérivation terme & terme de ([AI3) fournit,
pour 1 < j < M, |args| < 7, le développement

G e f G =Dl By1(k +j)! 1
a0 = {0 b
1<k<M—j—1
Posons pour £ € N, j € N*,
_ [ dlog S, (p, t)
‘—‘I/,Z,j(p7wp) = |: dei i, (p € Hx)

Notons 0;; le symbole de Kronecker et rappelons les définitions de s}(p,t) en ([£4) et de H) 4(t) en
(£12). En dérivant la formule

H,(t) = 2tlog w; — logy up, — logt — 2log I'(t) + 1og &, ¢(p, 1),
nous obtenons, pour tous £ € N, j € N*,

(=17 — !

)y — *
HY)(t) = 251, log w, + r

pj - 2w(J_1) (t) + El’,&j (p7 t)a

soit, d’aprés ([AI3) et (4I4),

. w? . i~ 9)! Bja(k+j — 1)1
HY)(w,) = 26,1 log —~ +2(—1)3+1{L j_l) + > k1 ]j+k) }
wp w;, L<had—j (k+ 1)y

+Euej (p wp) + O(gy—H)
95 . . Bok(2k + j — 2)!
(B oy Bt
p 0sk<|(M—j+1)/2)  (2K)'wp
+ EV,Z,j (p7 wp) + O(gjxw—l—l)v

(4.15)

puisque Bogi1 =0 pour k > 1.
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Rappelons les définitions des intervalles K, 5, K, 2.1, et K, 20 en ([A3). Pour £ € N, désignons
respectivement par Z,1(z,p) et Z,2(x,p), les contributions a Z, ¢(x,p) des intervalles K, 1 et
Kpz2- _

La définition des fonctions &, ¢(p, k) en [B3I) implique =, ;(p) < €} (p € Js, j € N¥). Par
ailleurs, l'estimation ([@I5) implique H;z(;?e) (wp) < 7' (j > 2). Un développement de Taylor a
I'ordre 2M + 1 fournit donc, pour h € X, ;1 NZ,

H(J) w hj
(4.16) Hpo(wp+h) = Y Mip)

: I O(h2M+1€g2EM)7
0<j<2M 7

soit

L h)6 ©) j

v + HY (w,)W
(4.17) o *wp WOvtlpy 1) _ {1 + O(th“siM) } exp < s >
s5(p, wp) Gy e(p, wp) 1<j§‘<2:M

Puisque, pour h € X, ;1 NZ, nous avons s, (p, w, + h) = s;(p,w, + h), il vient, pour ¢ € N, par
sommation sur h € K, ;. 1,

Zyor(z,p) = > {1 + O<h2M+15926M> } €Xp < >

heXKp, 2,1 1<j<2M

4) j
H/ (w,)h
p"ﬁ#) (x =3, p€dy).

L’estimation ({I5) fournit alors un développement de Z, ¢1(x,p) selon les puissances de ;. Plus
précisément, pour ¢ € N, p € J,, les estimations

20 _ 2
! (wp) = 2 L=, 01 (p) + O(2),  Hg(wp) = —— +Z,09(p) + O(e2),
Wp Wp
HY) (w,) < 71 (j > 2),

fournissent, en développant en série le membre de droite de (A1), 'existence d'une suite de fonctions
réelles {2 .;(v)}jen telle que

ZV,Z,l(:Evp) = Z e—h2/wp { Z Zp7é§j(wp)h2j + O(gajy—i_l)} (:E > 37 pE Hm)a

hepr,x,l 0<]<M

ou nous avons utilisé le fait que, par symétrie de l'intervalle de sommation, la contribution des
termes impairs est nulle. En particulier, 2, 0 = 1. Posons, pour j € N*, p € J,,

(4.18) Jjp(x) = /K R wZJr%F(j + %){1 + O(sfl“)} (x = 3).
p,z,1

La formule d’Euler-Maclaurin appliquée & I'ordre 0 fournit alors, pour p € g,

119 Zualep) = yrmpert (V6004 DIogw, )+ 30 ) Tule) + 0(2 7).

1<jsM

Nous déduisons des estimations (LI8) et ([IJ), 'existence d'une suite {2, .(v)}jen de fonctions
réelles vérifiant

(4.20) Zyea(x,p) = \/mup{ Z z;x;j(ﬁp)sgc + O<5£/I+l>} (x =23, p€edy),

0<jsM
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avec Z;,Z;O = 1. En particulier, un rapide calcul permet d’obtenir
— jv,1 - Jua2(a
Evaa(p) = == (@) (p € 3z), Evi2(p) = 251 (2 ») (p € 32),
wy wy

de sorte que pour £ = 1, nous avons,

{463, + 464, 25u,1(0p) + Jua(p)? + Gu2(0p) } I1,p(2)
Zya1(x,p) = /7w, + - - 202

(4.21) + (S H (wp) + $Hy 1 (wy) Hyy (wy) } 92(2) + 5 Hyly (1) T3 () + O(?)

| + O(ai)}

2
— Wwp{l + A@ﬁpw’b‘ + BV,Bp@prx + OV?BP n
4/ Bp(1 = Bp)

De maniére analogue, nous avons

(422) ZV72,1(3§‘,p) = 1/7Twp{1 + O(€x)}

Il reste a évaluer la contribution de I'intervalle X, ; 2. Pour ¢ € N, d’aprés la formule de Taylor-
Lagrange a l'ordre 2, il existe, pour tout h € X, ; 2, un nombre réel ¢, € X, tel que

(4.23) Hyo(wy + h) = Hy o(wp) + H), )(wy)h + 3 ;)/7£(Ch)h2 (p€dush€Kpaa).

Puisque ¢, € K, nous avons €, < 1/c; < 82,. Rappelons que les estimations (415 fournissent,
pour h € Xz 2,

2+ 0(&) 1

(4.24) H) (wp) < oy, H)y(cp) = ; < -2, +0(e2) < —3 O(e2),
h Wp
puisque e;wy = /Bp(1 = f3p) = 4 > L. En regroupant les estimations (L23) et [24), il vient
h2
Hpo(wp + h) = Hpp(wp) < " 6w, +0(1) (p€ds h€XKpap),
2
soit e "
0ty L NSudpty £ 1) oy g ne ),

Sy (p7 wp)gu,ﬁ(pa wp)

Une sommation sur h € X, ; » fournit alors, pour £ € N,

M+1

(4.25) Zy02(z,p) < / e /0w gt « 1/wp{l —erf <\/6(M +1)log wp>} < ég

Kp,a,2

Ainsi la contribution de I'intervalle X, » 2 & Z,;(x,p) peut étre englobée dans le terme d’erreur de
Zyp1(x,p). L'existence du développement de Z,(x,p) se déduit alors directement des définitions
B31), (@3) et (A1) ainsi que des estimations ([{.20]) et (£20]). L'expression de 3,1 se déduit quant
a elle des estimations (2] et (£22]) en remarquant que, d’aprés la définition de &, (p, k) en (B31)),
ainsi que des fonctions hg en [BI0) et F, en ([B:24]), nous avons

efy{twp p~Twp 7P} j-flj (

twp,p)
T +7ru) (p€ds). O

(4.26) Su0(pswp) = N0 (1w p) Fy (uy p) =
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Nous sommes désormais en mesure d’évaluer la somme intérieure de S;*(z) définie en (B.33).
)
Posons

j—flj(z) e’Y(Z_l/Z)

. K,(z) = T+ 1/7) 0<Rz<2), kK :=2y/v(l-v)+v—-1 (0<v<1),
27 /4K, (1 —-v)/v
ov(v) = < > (:<v<1).

2/ (1 — 0P/

Proposition 4.2. Il existe une suite de fonctions {5,.,(v)}men € R/

, telles que

B z Qu(ﬂp)(log!ﬂ)ﬁ(ﬁp){ m M+1 }
(428)  S,.(x) = m%j p Ogéj“mwp)% +O(M) b (> 3).

En particulier, s,.0 =1 et

Au,v - l)v\/5 - El/,v \% 1—w
4 /vl —v) (1—v)32 w32

avec D, et E,,, définies en ([LI0) et

4= My e+ 1/6))

v — 5
v

(4.29) 5,1 (v) =

+ju,1(5v) +ju,1(5v)2 +j1/,2(5v) - %

Démonstration. Compte tenu de la définition de S (x) en ([B.33) et de celle de Z,(z,p) en (@I,
nous avons

(4.30) S (z) = x Z(logp)su(p,wp)Zy(x,p).

!
ogT D

Or, la définition de s, (p, wp) en ([B:32)) ainsi que le développement de Z, (z, p) issu de (£.8) impliquent
I'existence d’une suite de fonctions réelles {s, z.m (v) }men et d'un terme principal Y (x,p) tels que

(4:31) HOEDS W’p){l 2 (B + 0(82“1)}‘
PEdy 1<m<M

Il reste & établir les expressions de T(x, p) et §,,1(v). Remarquons d’emblée que (wy) = Op, ... Nous
avons, pour p € J,,

1 . 1 1+1/a
T = o =T, + O T4 rugy) =F(”5>{1 B 1/}(1—75/%)5”0(53)}’
(4.32) s P P b

w,p Tw} af—1/a VEx - @B X
ev(t 5.0 Twh,p) — oV(ap—1/e3) {1+ = +0(5i)}7 VWp =\ wp {1— 2—11’)’; ‘1‘0(5925)}-

Par ailleurs, l'estimation (£I7]) restant valable pour h réel, nous pouvons écrire, en choisissant

h = —(wl’§> = —0g8, 4

@ x @ €T 'I/ .
— 82Oy +J ’l(ap)}+0(g2)},

w*

(433)  5,(p.wp)Guo(pyay) = Sz(P,w;)Gu,o(P,w;){l
P
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D’aprés (A4), ([A20) et (A32), nous avons

Ky (ap) (wy)* ! { 7+ +1/ap)
[(wy 4 1)?log uy

(4.34) s3(p, wy)Gu0(p, wy) =

La formule de Stirling fournissant enfin

(4.35) T(w) + 1)2 = 2m(w]) 205+ o205 {1 tos O(ai)} (p € 2),

*
p

nous déduisons de ([A32), (@33), @34) et 33) que

Ku(a*)e2w; ok
(436)  s,(p,wp)Guo(p, wp) /AW, = 25%10% ”{Hsml(ﬂp)ffﬁO(fsi)}-
P

Puisque d’aprés les estimations ([2.12)) et (3.34)), nous avons de plus
Sualw) = sz@ {1+ 0(4) ],

le résultat annoncé s’ensuit en vertu de (A.8]), ([A30), ({31), (£30) et des définitions de x(v) et g, (v)

en (4.27).
U

Concernant le cas v(n) = 0(mod 2), nous définissons la quantité complémentaire Z, (x,p) par

st(p,w, + h
Zf(w,p)i= Y % Y. Gum(wp+h)el (z23,p€d)
hej{p’z Sv (p7 wp) OgmgM
Notons qu’en posant, pour ¢ € N,

H;Z(t) = log{sj*(p,t)GM(p, t)} =logvi,+ Hpe(t) (x>3,p€dy, 1 <t<r,logyz),

les estimations (4.I5) restent valables pour H; , de sorte que Zf(x,p) admet un développement
analogue a (.8) sous la forme

e’Y{twp,p_T’wp,p} H (t ) TW
Zi e.p) = e VIR L S e+ 0(24) ] )
(1 + rwp,p) o<m<M
puisque,
d’logt ;
L 98Ty < el (jeN*, ped,).
deJ —

En particulier, 'estimation (£2I]) persiste en remplacant j,1(ap) et jyo2(ap) par jyi(ap) + 1 et
Jv2(0p) — 1 respectivement, d’ott nous déduisons que

2ju1(5v)+1+4®vm
+ z,v) =3,1(x,0) + : :
31/,1( ) 5,1( ) 4\/m

Ensuite, remarquons d’une part que l'estimation (433)) reste valable en remplacant la quantité
Jua(ay) par jiy1(ay) + 1, et d’autre part que

(%<v<1).

sj*(p,w;) = tw;,psi(paw;) = a;s,,(p,w;),
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de sorte qu’en posant

21 (8,) + 1
4/v(1 =)’

la somme S, ;(x) admet un développement analogue a (£.28) sous la forme

+(8,) (log 7))
(438)  Synle) = — o (B { st (B +0 %*1} (x> 3)
Rivirv P D P CaN
+

avec s, o = 1. Nous sommes désormais en mesure de démontrer le Théoréme 1]
bl

(4.37) oy (v) :=6,0,(v) (2 <v<1), s55.1(v) = 8,0 (v) +

5 Preuve du Théoréme I.1]

Rappelons la définition de g, en [@27) et posons
R,(v):==logo,(v) (3 <v<1).

Compte tenu de la Proposition 2] il nous faut évaluer la somme en p de ([A28]). Fixons M € N,
posons, pour m € N,

_ Sum(Bp)ev(By) (log )~ 1Pr)
p

(p € g:c): wl/,x(p) = Z wu,x,m(p)ggl (p € g:c)y

o<m<M

Wy, x,m (p) :

et écrivons la somme en p de ([E28) sous forme intégrale. 11 vient

)

og T ’@(Bp
aa) = 30 LANBTDEL 5, et = [ wnalt) ante)

pEdL 0<m<M dz

- / w0 (£) d1i(t) + / Wy (8) A (t) = T(D)} = T () + Ty a(a),

x T

disons.
Nous traitons J, 2(x) comme un terme d’erreur. Une forme forte du théoréme des nombres premiers
fournit 7(t) —li(t) < te~2VIet (¢ > 2). Notant par ailleurs que

(51) H(/Bexp{(logx)g/5}) = %(\/6_ 1)7 H(/Bexp{(logx)m/”}) = 1_777

une intégration par parties implique

(52) hoale) = () < D], — [l 0te) ~ i)

Jz

Nous déduisons de (B.)) que le terme entre crochets est

3/10

(5.3) < {(log x)2(\/5—1)/5 e—2(1og:c)3/10 +(10g :E)7/17 e—2(log x)8/17 } < e—(logx)

Evaluons ensuite I'intégrale de (5.2). Puisque, logw, 4 0(t) = log 0, (8:) + x(Bt) logy # — log t, nous
pouvons écrire

— 1 va0(t) = - I E— ’
ar 08w o(t) O(tlogt) tlogtlog2x+0<tlogt> t t+O(tlogt>
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Ainsi wyx 0( ) < 0 pour ¢ assez grand. Puisque nous avons de plus, pour m € N,
d 1
— logs
dt Og um(ﬁt) thgt’

nous déduisons que wy, , ,,(t) < 0 pour ¢ assez grand et donc que w, , est décroissante sur J,. Une
nouvelle intégration par parties permet alors de vérifier que 'intégrale de (B.2]) est

(54) < / w%x(t) e—\/logt dt + e—(logx)ii/l() < e—(logx)B/m.

x

De (53] et (54), nous concluons que

Jya(x) < e (logz

v,x t
JI/71($) — /3 L() dt7

logt

)3/10

Enfin, nous avons

N PR N . B
d’ou nous déduisons, aprés changement de variables ¢ = e(log®)”

65 Su@={1+0(=*)} xE@E/W” 1%MW{ Zj%mww@ma

o<m<M
Afin de simplifier les écritures, définissons, pour £ € N,
(56) nu,x,f( ) _51/5( ) ( )(logx) ~(v) (% <v < 1)7 771/:(: Z Tlumﬁ < v < 1)
0<I<M

La fonction k(v) définie en (£27)) atteignant son maximum en @+ 1= “0‘[ , nous estimons le rapport
T,z (% + v)/Ny,2 (%) lorsque v parcourt un intervalle convenable centre a l'origine. Posons, pour
JeN,

R (%) w9 (%) L[ 7 logsue(v)
A “WZTP_Eﬁ_ﬁW@

de sorte que trois développements de Taylor successifs & 'ordre 2M + 3 fournissent, pour v borné,

(5.8) o(pr+v) = {1 + O(’U2M+3) } exp { Z ijj},

0u(p*) 1<j<2M 42
(5.9) K(px +v) — Kk(px) = Z Kjvj + O<U2M+3)’
1<G<2M +2
5. '
(5.10) Suelpxtv) {1 + O<U2M+3) } exp { Z Az,jvj}.
Sy, (%) 1<j<2M +2

5\f

Remarquons que Ky = et définissons

(M +1)logsx

e | K2|logy

WV

16).
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Les estimations (5.8), (5.9) et (5.I0) impliquent, pour ¢ € N, |v| < v,
(5.11) M t(* V) {1+O(E£J+1)}exp < Z {7+ Agj + K logzx}v])-

Considérons les intervalles
V=2 — %, 18 — ], Vig = [0z, (z2>=3), Voo =V Vig (z2=3).

En développant en série le membre de droite de (5.I1]), nous obtenons 'existence, pour tout ¢ € N,
d’une suite réelle {y,, 5 ¢.;}jen telle que

oin [ PR = {1ro()} [

1,z

—|K>|v?log, 27
e | K| 22 { E Yo, 2,05V J}dv,

0<jsM

ou nous avons une nouvelle fois utilisé le fait que, par symétrie du domaine d’intégration, la contri-
bution des termes impairs est nulle. Posons, pour j € N,

1
, T+ el
(5.13) Jj(x) = /v ¥ e IKalv?logz o gy — %{ + O<€iw+ )} (x> 3).
1,z 2 2

En intervertissant somme et intégrale dans le membre de droite de (5.I2]), nous obtenons, pour
¢ € N, d'une part

e(p* +v) M+3
(5.14) / Matlpr 0) g [T + D WaesTi@) +O( 2),
Vi 771/:(:( (10* |K2|10g2$ 1<j<M

et d’autre part,

3
(5.15) / wdf[)«&é“'z_
Voo M t(9%)

De plus, au vu des définitions (5.0), nous pouvons écrire

(px +v
/num((’p*“‘v Z "71/:(:( /Mdv,
\%

0<e<M o (P%)

de sorte qu’en réarrangeant les termes selon les puissances croissantes de €,, et en remarquant que

T pe "H(p-1)
5.16 v (p* = = AI/L7

nous obtenons, au vu de (G.I4) et (G.I5]), existence d'une suite réelle {a, ., tmen vérifiant

(5.17) S,.(x) = A, x(log x)l/“”{l + ) Bym — + o< o, ;)MH>} (z > 3).

L<me M (logy x)

En particulier, pour M = 1, posons

B(z) == {37{ + 72} J1(z) + {11 K3 + Ki} Ja(z) logy = + 5 K3 Jz(x) (logy 2)* (x> 3),
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de sorte que

Nu,z,0(* + v) - ,
/V de = {1 +O(€gzg)}</v o~ | Kalv? logy dv+ E(x) +O(€2/2)>
1,z sy "
= i /241 | 3{riKs+Ki} , 15K}
= m{1+( 12|K2|2—|— TZ|I§z|24 + 075 ‘3)61,—#0( )}
De maniére analogue,

Nv,x 1(90* + U) ﬁ
5.19 / Qe LT T T qu = {1+ O(e, .
o1 Vie Twa1(e*) { (&)} | K| log, x

Un rapide calcul fournit K3 := —22 et Ky := —222‘1/5. Il résulte donc de (&.5), (G100, EI5), IS)
et (B.I9) que

TE T2/2+T: 3{r1 K3+K 15K2
/‘/771/71‘(90* +v)dv = 771/71‘70(90*)\/ |76, | {1 + ( 12/|K2|2 T { i1|I§2|2 . + 16\K2\3)Ex +0(e )}

— 214 0(e.)} + O(e5/?),

(5.18)

(5.20)

+ ”71/7-'571((70*)6"2 ’K ’

puis que
AL EMCORE e LACORS CUACHE AN
Concernant la somme complémentaire S, r(x), 'ensemble des estimations obtenues reste valable et,

en remplagant g, (p*) par o) (¢p*) dans (5.186]), nous obtenons, a partir de (E38]), un développement
de S, (x) sous la forme

a; 1
(5.21) Syx(z) =LA, z(log x)l/w{l + Z —n 4 O<7M+1>} (x =3),
v 1oy logg )™ (log, =)
de sorte qu’en sommant (5.17) et (B.21]), estimation (I3]) s’ensuit en posant, pour m € N,
Com = ﬁ{()@ Oym + aIm}
Enfin, dans le cas M = 1, au vu de la définition de o) en ([E3T), nous avons
RF(px) = Ri(px) =5, R (px) = Rilpx) = 2,
de sorte que
G = i +§ = PR () + {2 le — 1) 11

Nous obtenons ainsi l’estimation analogue

(5.22) Syr(z) = %A,,7Lx(log x)1/5°{1 + aj;l e +0(e2)} (x> 3).

Il vient alors

1 = ﬁ{(pau,l + a:l}

(5.23) )
= 51 (%) + 20558 — 2285 R (k) + Y2 LR (05) + Ry (%)} + 2572, 1 (0 = 1).
Cela termine la démonstration. O
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