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Abstract

We provide an asymptotic expansion for the mean-value of the logarithm of the middle prime

factor of an integer, defined according to multiplicity or not, thus generalising a recent study of

McNew, Pollack, and Roy. This yields an improvement of the asymptotic estimate, in particular

by furnishing an optimal remainder when the expansion is truncated at the first order.

Résumé

Nous fournissons un développement asymptotique pour la valeur moyenne du logarithme

du facteur premier médian d’un entier, défini en tenant compte ou non, de la multiplicité,

généralisant ainsi une étude récente de McNew, Pollack et Roy. Ceci induit une amélioration de

l’estimation asymptotique, en fournissant notamment un reste optimal lorsque le développement

est tronqué au premier ordre.

1 Introduction et énoncé du résultat

Pour tout entier naturel n > 2, posons

ω(n) :=
∑

p|n
1, Ω(n) :=

∑

pk||n
k,

et notons ν ∈ {ω,Ω} l’une ou l’autre de ces fonctions. Si {qj(n)}16j6ω(n) désigne la suite croissante
des facteurs premiers de n comptés sans multiplicité et {Qj(n)}16j6Ω(n) celle des facteurs premiers
de n comptés avec multiplicité, nous écrivons

pm,ν(n) :=

{
q⌈ω(n)/2⌉(n) si ν = ω

Q⌈Ω(n)/2⌉(n) si ν = Ω
, P−(n) := q1(n), P+(n) := qω(n)(n).
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Nous dirons qu’un entier n est y-friable (respectivement y-criblé) s’il vérifie P+(n) 6 y (respective-
ment P−(n) > y). Dans toute la suite, les lettres p et q désignent des nombres premiers. Notons κ
la constante de Mertens et définissons

(1.1) Hν(z) :=





eκ(1−z)
∏

q

(
1− 1

q

)z(
1 +

z

q − 1

)
(z ∈ C) si ν = ω,

∏

q

(
1− 1

q

)z(
1− z

q

)−1
(ℜz < 2) si ν = Ω.

Notons enfin

(1.2) ϕ := 1
2 (1 +

√
5), Aν :=

ϕ e−γ Hν(ϕ− 1)√
5Γ(ϕ)

≈
{
0,545102 si ν = ω,

0,414005 si ν = Ω,

où γ désigne la constante d’Euler-Mascheroni. Dans un travail récent [2], McNew, Pollack et Singha
Roy s’intéressent à la répartition statistique des facteurs premiers intermédiaires à travers l’esti-
mation de diverses quantités. Ils fournissent notamment ([2, th. 2.6]) une estimation de la valeur
moyenne de log pm,Ω(n). Posant

Sν(x) :=
∑

n6x

log pm,ν(n) (x > 3),

ils démontrent ainsi que

SΩ(x) = AΩx(log x)
1/ϕ

{
1 +O

({log3 x}3/2√
log2 x

)}
.

Nous nous proposons ici de généraliser et de préciser ce résultat.

Théorème 1.1. Il existe une suite réelle {cν,j}j∈N∗ telle que, pour tout J ∈ N,

(1.3) Sν(x) = Aνx(log x)
1/ϕ

{
1 +

∑

16j6J

cν,j

(log2 x)
j
+O

(
1

{log2 x}J+1

)}
(x > 3).

Remarque. Le coefficient cν,1 est explicité en (5.23) infra et satisfait à l’approximation suivante

cν,1 ≈
{
−2,399504 si ν = ω,

−2,798031 si ν = Ω.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théorème 1.1 appliqué avec J = 1.

Corollaire 1.2. Nous avons l’estimation optimale

Sν(x) = Aνx(log x)
1/ϕ

{
1 +O

(
1

log2 x

)}
(x > 3).

Notre approche consiste à écrire tout entier naturel n > 2 sous la forme n = apb où p = pm,ν(n),
a est p-friable, b est p-criblé, et ν(a)− ν(b) ∈ {0, 1}. Posons

(1.4) Φν,k(x, y) :=
∑

n6x
P−(n)>y
ν(n)=k

1 (2 6 y 6 x, k > 1),
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de sorte que

(1.5) Sν(x) =
∑

p6x

log p
∑

a6x/p
P+(a)6p

∑

b6x/ap
P−(b)>p

ν(b)−ν(a)∈{0,1}

1 =
∑

p6x

log p
∑

k6(log x)/ log 4

∑

a6x/p
P+(a)6p

ν(a)∈{k−1,k}

Φν,k

( x

ap
, p
)
.

La première étape de l’évaluation de (1.5) consiste à déterminer les plages de valeurs de p et k
induisant une contribution dominante.

2 Domaines de contribution principale

Notons d’emblée que la contribution à Sν(x) des entiers n divisibles par pm,ν(n)2 peut être majorée
trivialement. En effet, nous avons

(2.1)
∑

n6x
pm,ν(n)2|n

log pm,ν(n) 6
∑

p6x

log p
∑

m6x/p2

1 6 x
∑

p6x

log p

p2
≪ x.

Il en est de même de la contribution des entiers n tels que pm,ν(n) >
√
x. En effet, cette éventualité

implique n = pm,ν(n), d’où

(2.2)
∑

n6x
pm,ν(n)>

√
x

log pm,ν(n) 6
∑

√
x<p6x

log p≪ x.

Les quatre énoncés qui suivent nous permettront d’obtenir des estimations de la contribution à (1.5)
de différents sous-domaines en p et k.

Lemme 2.1. L’estimation

(2.3)
∑

n6x
Ω(n)>k

1 ≪ kx log x

2k
,

a lieu uniformément pour k > 1, x > 2.

Démonstration. En appliquant [8, ex. 66] à la fonction sommatoire de n 7→ zΩ(n), nous obtenons,
pour z ∈]1, 2[, j > 0,

∑

n6x
Ω(n)=j

1 6
∑

n6x

zΩ(n)−j
6 xz−j

∏

p6x

p− 1

p− z
≪ xz−j

2− z
(log x)z−1.

Par sommation sur j > k, nous obtenons que le membre de gauche de (2.3) est

≪ x(log x)z−1

2− z

∑

j>k

z−j ≪ xz−k(log x)z−1

(2− z)(z − 1)
.

Le choix z = 2− 1/2k fournit alors la majoration

∑

n6x
Ω(n)>k

1 ≪ kx(log x)1−1/k

(2− 1/2k)k
≪ kx log x

2k
.
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Pour tout ensemble de nombre premiers non vide E, posons

ω(n,E) :=
∑

p|n, p∈E
1 (n > 1), Ω(n,E) :=

∑

pk‖n, p∈E
k (n > 1), E(x) :=

∑

p6x, p∈E

1

p
(x > 2).

Dans la suite, nous utiliserons la notation ν(n,E) pour faire simultanément référence à ω(n,E) ou
Ω(n,E). Définissons enfin

Q(v) := v log v − v + 1 (v > 0).

Lemme 2.2 ([4, th. 08, th. 09]). Soit p0 un nombre premier et E un ensemble de nombres premiers
non vide tel que min{p : p ∈ E} > p0. Pour tous 0 < a < 1 < b < p0, nous avons

(2.4)
∑

n6x
ν(n,E)6aE(x)

1 ≪a,p0 x e
−E(x)Q(a),

∑

n6x
ν(n,E)>bE(x)

1 ≪b,p0 x e
−E(x)Q(b) .

Lemme 2.3. Notons

Aν :=
{
n 6 x : 1

4 <
ν(n)

log2 x
< 2, (log x)3/5 < log pm,ν(n) 6 (log x)16/17

}
.

Nous avons alors

(2.5)
∑

n∈[1,x)rAν

log pm,ν(n) ≪ x(log x)1/ϕ−1/250.

Démonstration. En appliquant (2.3) avec k = ⌊2 log2 x⌋, il vient

(2.6)

∑

n6x
ν(n)>2 log2 x

log pm,ν(n) 6
∑

p6x

log p
∑

d6x/p
Ω(d)>⌊2 log2 x⌋−1

1 ≪ x log2 x

(log x)log 4−1

∑

p6x

log p

p

≪ x(log2 x)(log x)
2−log 4 ≪ x(log x)1/ϕ−1/250.

La contribution des entiers n tels que ν(n) > 2 log2 x peut donc être absorbée par le terme d’er-
reur de (1.3). En notant W0 et W−1 respectivement les deux branches de la fonction de Lambert,
réciproque de la fonction z 7→ z ez, nous remarquons que les deux solutions ξ0 et ξ1 de l’équation
1/ϕ +Q(ξ)− 1 = 0 sont

ξ0 = exp
(
1 +W−1

(
− 1

eϕ

))
≈ 0.26583 et ξ1 = exp

(
1 +W0

(
− 1

eϕ

))
≈ 1.99374,(2.7)

ce qui permet d’estimer la contribution à (2.5) des entiers n tels que ν(n) 6 (log2 x)/4. En effet,
notant P l’ensemble des nombres premiers, le théorème de Mertens implique, pour x assez grand,

P(x/p) > P(
√
x) > log2 x− 1.

En choisissant a = 1
4 , la première majoration (2.4) fournit alors

(2.8)
∑

n6x, p|n
ν(n,P)6(log2 x)/4

1 6
∑

d6x/p
ω(d,P)6{1+P(x/p)}/4

1 ≪ x

p(log x)Q(1/4)
.
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Nous en déduisons que la contribution à (2.5) de tels entiers est

∑

p6x

log p
∑

n6x, p|n
ω(n)6(log2 x)/4

1 ≪ x

(log x)Q(1/4)

∑

p6x

log p

p
≪ x(log x)1−Q(1/4),

ce qui convient puisque 1−Q(1/4) < 1/ϕ − 1/250.
La contribution à (2.5) des entiers n contrevenant à l’encadrement (log2 x)/4 < ν(n) 6 2 log2 x

est donc acceptable. Si n ∈ [1, x] r Aν vérifie cette condition, nous avons log pm,ν(n) 6 (log x)3/5

ou, compte tenu de (2.2), (log x)16/17 < log pm,ν(n) 6
1
2 log x. La contribution à (2.5) des entiers

correspondant à la première éventualité est

(2.9) ≪
∑

log p6(logx)3/5

x log p

p
≪ x(log x)3/5.

Si n vérifie la seconde inégalité, alors n possède au moins (log2 x)/8 facteurs premiers dans l’intervalle
] exp{(log x)16/17}, x]. Posons P1 := P∩] exp{(log x)16/17}, x]. Une nouvelle utilisation du théorème
de Mertens montre que P1(x/p) = (log2 x)/17 + o(1) < (log2 x)/16 pour x assez grand et p 6

√
x.

la deuxième majoration (2.4) appliquée avec b = 2 implique

∑

n6x, p|n
ν(n,P1)>(log2 x)/8

1 6
∑

n6x, p|n
Ω(n,P1)>(log2 x)/8

1 6
∑

d6x/p
Ω(d,P1)>2P1(x/p)

1 ≪ x

p(log x)Q(2)
.

La contribution correspondante à (2.5) est donc

(2.10)
∑

exp{(log x)16/17}<p6x

x log p

p(log x)Q(2)
≪ x(log x)1−Q(2).

Puisque 3/5 < 1/ϕ − 4/250 et 1 −Q(2) < 1/ϕ − 1/250, les majorations (2.9) et (2.10) impliquent
bien (2.5).

Dans la suite, nous nous intéresserons principalement à l’évaluation de la contribution Sν,ι(x) à
Sν(x) des entiers n vérifiant ν(n) ≡ 1(mod 2). Dans ce cas, plus favorable pour les calculs à suivre,
nous avons ν(a) = k dans (1.5). Nous traiterons en parallèle le cas de la somme complémentaire
Sν,π(x) en indiquant au fil des énoncés les éventuelles modifications à prendre en compte concernant
son évaluation. Posons, pour x > 3,

(2.11)

Jx :=
]
e(log x)

3/5
, e(log x)

16/17 ]
, Kx :=

[
1
8 log2 x− 1, log2 x

]
∩ R

∗
+,

S∗
ν,ι(x) :=

∑

p∈Jx

log p
∑

k∈Kx

∑

a6x/p
P+(a)<p
ν(a)=k

Φν,k

( x
ap
, p
)
.

Proposition 2.4. Nous avons l’estimation

(2.12) Sν,ι(x) = S∗
ν,ι(x) +O

(
x(log x)1/ϕ−1/250

)
.
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Démonstration. D’après (2.6), nous pouvons restreindre la somme intérieure de (1.5) aux entiers a
tels que 1

8 log2 x− 1 6 ν(a) = (ν(n)− 1)/2 6 log2 x. Ainsi, d’après (2.1), (2.6) et (2.8) nous avons

Sν,ι(x) =
∑

p6x

log p
∑

k∈Kx

∑

a6x/p
P+(a)<p
ν(a)=k

Φν,k

( x
ap
, p
)
+O

(
x(log x)1/ϕ−1/250

)

= S∗
ν,ι(x) +

∑

p6x
p/∈Jx

log p
∑

k∈Kx

∑

a6x/p
P+(a)<p
ν(a)=k

Φν,k

( x
ap
, p
)
+O

(
x(log x)1/ϕ−1/250

)

= S∗
ν,ι(x) +O

( ∑

n∈[1,x)rAν

log pm,ν(n) + x(log x)1/ϕ−1/250

)
.

Une nouvelle application du Lemme 2.3 fournit alors le résultat annoncé.

3 Réduction de la somme S∗
ν,ι(x)

3.1 Préparation

Une estimation précise de la somme intérieure en k de S∗
ν,ι(x) définie en (2.11) nécessite d’évaluer

Φk,ν(X,Y ) pour certaines valeurs relatives de X et Y .
Introduisons les fonctions

erf(z) :=
2√
π

∫ z

0
e−s

2

ds (z ∈ C), erfc(z) := 1− erf(z) (z ∈ C),

et, pour tout n ∈ N
∗, et s complexe de module assez petit, posons

(3.1) q(z) :=

√
z2

2(1 + iz − eiz)
(0 < |z| < 7), 1 λ(s) :=

∑

n>1

[
dn−1 q(z)n

dzn−1

]

z=0

sn

n!
,

où la racine carrée est prise en détermination principale. Remarquons que q(z) possède une singu-
larité apparente en z = 0 et admet donc un prolongement analytique au voisinage de l’origine. Le
théorème d’inversion de Lagrange montre donc que λ est solution de l’équation s q(ϑ) = ϑ pour |s|
et |ϑ| suffisamment petits. Notons {dn}n∈N la suite des coefficients du développement asymptotique
de z 7→ Γ(z+1) ez /zz

√
2πz selon les puissances croissantes de 1/z. Pour tous b > 0, m ∈ N et toute

fonction ϕ holomorphe sur D(0, b), posons

(3.2) Cm,ϕ(v) :=
∑

06j6m

dm−jΓ(j +
1
2)2

j

vm
√
π

∑

06n62j

λ(2j−n+1)(0)

n!(2j − n)!

[
dnϕ(v eiλ(τ))

dτn

]

τ=0

(0 < v < b).

Définissons enfin,

(3.3) Ik,ϕ(ξ) :=
1

2πi

∮

|z|=r

eξz ϕ(z)

zk+1
dz (r < b, ξ > 0).

Nous aurons besoin du lemme technique suivant, fournissant une estimation de Ik,ϕ dans un domaine
restreint de valeurs du rapport k/ξ.

1. Les pôles de q sont de la forme zn = i + wn avec −iwn solution de s e
s
= e

−1. En particulier, le pôle de plus

petit module vérifie |z1| ≈ 7.75.
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Lemme 3.1. Soient 0 < a < b, M ∈ N, ϕ une fonction holomorphe sur D(0, b) et ξ > 0. Pour

a < r := k/ξ < b, nous avons

(3.4) Ik,ϕ(ξ) =
ξk

k!

{ ∑

06m6M

Cm,ϕ(r)

ξm
+O

(
1

ξM+1

)}
(ξ > 0).

En particulier,

C0,ϕ(v) = ϕ(v), C1,ϕ(v) = −1
2vϕ

′′(v) (0 < v < b).

Démonstration. D’après (3.3), nous avons

Ik,ϕ(ξ) =
ek

2πrk

∫ π

−π
ek{e

iϑ −1−iϑ} ϕ(r eiϑ) dϑ (ξ > 0).

Rappelons que le théorème d’inversion de Lagrange assure l’existence de δ > 0 tel que pour |ϑ| 6 δ,
la fonction λ = λ(s) est solution de l’équation s q(ϑ) = ϑ. Notons respectivement I+(δ) et I−(δ) les
contributions à Ik,ψ,ϕ(x, y) des domaines |ϑ| 6 δ et δ < |ϑ| 6 π.

Intéressons-nous tout d’abord à I+(δ). Avec le changement de variables ϑ = λ(s), nous obtenons,
en posant δ′ := δ/λ(δ) = σ + iτ (σ > 0) et en remarquant que −δ/λ(−δ) = −δ′,

(3.5) I+(δ) =
ξk
√
k√

2πk!

{ ∑

06n6M

dn
kn

+O

(
1

kM+1

)}∫ σ+iτ

−σ+iτ
e−ks

2/2 ϕ(r eiµ(s))µ′(s) ds.

Notons {aj(r)}j∈N∗ la suite des coefficients de Taylor à l’origine de ϕ(r eiµ(s))µ′(s), de sorte que
l’intégrale de (3.5) peut se réécrire sous la forme

(3.6)
∑

06j6M

a2j(r)Γ(j +
1
2)2

j+1/2

kj+1/2

{
1 +O

(
e−δ

′2k+e−δ
′
2
k

√
k

)}
.

Les estimations (3.5) et (3.6) permettent d’obtenir, en remarquant que k ≍ ξ,

(3.7)

I+(δ) =
ξk

k!

{ ∑

06m6M

∑

n+j=m

dna2j(r)Γ(j +
1
2 )2

j

√
πrmξm

+O

(
1

ξM+1

)}

=
ξk

k!

{ ∑

06m6M

Cm,ϕ(r)

ξm
+O

(
1

ξM+1

)}
.

Il reste à évaluer I−(δ). Notons T (δ) := [−π, π]r [−δ, δ]. Puisque ϕ est holomorphe pour |z| < b, il
existe une constante B telle que |ϕ(z)| 6 B (|z| < b). Ainsi,

(3.8)

Ek(δ) :=
∣∣∣
∫

T (δ)
ek{e

iϑ −1−iϑ} ϕ(r eiϑ) dϑ
∣∣∣ 6 B

∫

T (δ)
ek{cosϑ−1} dϑ

6 2B

∫ π

δ
e−2kϑ2/π2

dϑ 6
π3/2√
2k

erfc
(δ

√
2k

π

)
≪B

1

ξM+3/2
.

Le résultat annoncé découle des estimations (3.7) et (3.8) en remarquant que

I−(δ) ≪ ξk
√
kEk(δ)

k!
.

Le Lemme 3.1 sera utile dans l’estimation de deux quantités cruciales pour l’évaluation de S∗
ν,ι(x).

L’obtention de ces estimations fait l’objet des deux sous-sections suivantes.
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3.2 Développement asymptotique de Φν,k(x, y)

Dans la suite, pour tout y ∈ [2, x] et tout réel t, nous posons

(3.9) u = uy :=
log x

log y
, I(s) :=

∫ s

0

et−1

t
dt (s ∈ C), J(s) :=

∫ ∞

s

e−t

t
dt (s ∈ CrR−),

et notons {bk(z)}∞k=0 la suite des coefficients du développement de Taylor de e−zI(−s) au point s = 0.
Définissons également, pour (k, ℓ) ∈ N

2, z ∈ C,

(3.10)

hℓ(z) :=
e−γz

zΓ(z − ℓ)
, hℓ(z, y) := hℓ(z)

∑

06j6ℓ

(−1)jbℓ−j(z)

(log y)j
(y > 1),

Qℓ,k(X, y) :=
∑

m+r=k−1

h
(m)
ℓ (0, y)Xr

m!r!
(y > 1),

où les dérivées sont prises par rapport à la première variable. Nous proposons une généralisation
d’un résultat d’Alladi [1] dans un domaine restreint de valeurs de k.

Théorème 3.2. Soient L ∈ N, A > 1 et ε > 0. Sous les conditions 3 6 y 6 x1−ε, 1/A 6

(k − 1)/ log u 6 A, nous avons, uniformément

(3.11) Φν,k(x, y) =
x

log x

{ ∑

06ℓ6L

Qℓ,k(log u, y)

uℓ
+OA

((log u)k
k!uL+1

)}
.

Démonstration. Posons

(3.12) Φν(x, y, z) :=
∑

n6x
P−(n)>y

zν(n) =
∑

k>0

Φν,k(x, y)z
k (3 6 y 6 x, z ∈ C),

Pour z ∈ C, définissons ωz(u) comme l’unique fonction continue sur R vérifiant les conditions
initiales ωz(u) = 0 (u 6 1), uωz(u) = z (1 < u 6 2) et l’équation différentielle aux différences
uω′

z(u) + ωz(u) = zωz(u− 1) (u > 2). Définissons également,

(3.13) Az(x, y) := x

∫ ∞

0
ωz(u− v)

dv

yv
(3 6 y 6 x, z ∈ C).

Étant donné que ωz(u) = 0 lorsque u 6 1, nous pouvons restreindre le domaine d’intégration de
(3.13) à l’intervalle [0, u− 1]. Nous avons [9]

(3.14) Φν(x, y, z) = Az(x, y) +O(x e−(log x)a).

En effet, d’après (3.12), nous pouvons écrire

Φν(x, y, z) =
1

2πi

∫

b+iR

ζ(s)zxs

ζ(s, y)zs
ds,

avec b := 1 + 1/ log x. Pour a < 3
5 fixé, posons T = e(log y)

a
et remarquons que la contribution du

domaine |τ | > T est ≪ x log(Tx)/T . D’après [6, lemme III.5.16], nous avons

ζ(s, y) = ζ(s)sy ̺̂(sy)
{
1 +O

( 1

T

)}
(|τ | 6 T ).
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Puisque, 1 + ω̂z(s) = 1/sz ̺̂(s)z, où ̺̂ désigne la transformée de Laplace de la fonction de Dickman.
Nous obtenons ainsi

(3.15) Φν(x, y, z) =
x

2πi

∫ 1/u+iT log y

1/u−iT log y

1 + ω̂z(s)

s+ log y
eus ds+O

(
x

T

∫ 1/u+iT log y

1/u−iT log y

ds

|sz ̺̂(s)z(s+ log y)|

)
.

Maintenant, d’après [5, lemme 2], nous avons |sz ̺̂(s)z| ≍ min(|s|ℜz, 1) pour 1/A 6 z 6 A, ℜs > −1.
En écrivant s = 1/u+ iτ , le terme d’erreur de (3.15) est

≪ x

T

{∫

|τ |61

dτ

|s|ℜz|s+ log y| +
∫

1<|τ |6T log y

dτ

|s+ log y|

}
≪ x(u|z| + log T )

T
,

uniformément par rapport à y. Posons

R(y) :=

∣∣∣∣
∫

|τ |>T log y

eus ds

sz ̺̂(s)z(s+ log y)

∣∣∣∣ (y 6 x).

Puisque x(1+ ω̂z(s))/(s+log y) est la transformée de Laplace de t 7→ xy−t+Az(x, y), nous pouvons
écrire

Φν(x, y, z) = Az(x, y) +O

(
xR(y) +

x(u+ 1)|z| log T
T

)
.

L’estimation J(s) ≪ e−σ /|τ | fournit, avec σ = 1/u, s−z̺(s)−z = ezJ(s) = 1 + O(1/s) (|s| > 1).
Nous obtenons ainsi

R(y) =

∣∣∣∣
∫

|τ |>T log y

eus

s+ log y

{
1 +O

(1
s

)}
ds

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ∞

T log y

e1+iτu

τ

{
1 +O

(1 + log y

s

)}
dτ

∣∣∣∣.

Puisque la contribution du terme d’erreur est

≪
∫ ∞

T log y

|1 + log y|
τ2

dτ ≪ 1

T
,

une application de la seconde formule de la moyenne à la fonction τ 7→ 1/τ fournit R(y) ≪ 1/T et
l’estimation (3.14) s’ensuit.

Posons

az,n(x, y) :=
1

Γ(z − n)

∫ u−1

0

(
1− v

u

)z−1−n dv

yv
(3 6 y 6 x1−ε, n > 0),

et évaluons la quantité Az(x, y) à l’aide des développements asymptotiques de ωz obtenus en [7,
lemme 2.1]. Notons que ces estimations sont énoncées pour 1

2 6 |z| 6 2 mais qu’il est possible
d’étendre ce domaine à 1/A 6 |z| 6 A au vu de [5, (1.9)], [5, (1.10)] et [5, th. 1]. Plus précisément,
en injectant [7, (2.3)] dans (3.13), nous obtenons, pour 1/A 6 |z| 6 A,

(3.16) Az(x, y) = x

{ ∑

06n6L

e−γz bn(z)u
z−1−naz,n(x, y) +OL

(
uz−2−L

∫ u−1

0

(
1− v

u

)z−2−Ldv
yv

)}
.

Puisque v 6 u− 1 sur le domaine d’intégration, nous pouvons écrire

(3.17)

az,n(x, y) =
1

Γ(z − n)

∫ u−1

0

{ ∑

06j6L−n

(
z − 1− n

j

)(−v
u

)j
+O

({v
u

}L−n+1)} dv

yv

=
1

log y

∑

06j6L−n

(−1)j

Γ(z − n− j)(log x)j

{
1 +O

((log x)j+1

x

)}
+O

( 1

(log x)L−n+1

)
,
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compte tenu de l’estimation uniforme

∫ u−1

0

vj

yv
dv =

j!

(log y)j+1

{
1 +O

(
2j
√
y

x

)}
.

En injectant (3.17) dans (3.16), nous pouvons estimer la quantité Az(x, y) par

(3.18)
xuz−1 e−γz

log y

{ ∑

06n6L

∑

06j6L−n

(−1)jbn(z)

Γ(z − n− j)un(log x)j

{
1 +O

(
2j
√
y

x

)}
+O

( 1

uL+1

)}
.

En effectuant le changement d’indices ℓ = n+ j, nous obtenons
(3.19)

Az(x, y) =
xuz−1 e−γz

log y

{ ∑

06n6L

∑

n6ℓ6L

(−1)ℓ−nbn(z)(log y)n

Γ(z − ℓ)(log x)ℓ

{
1 +O

(
2ℓ−n

√
y

x

)}
+O

( 1

uL+1

)}

=
xuz−1

log y

{ ∑

06ℓ6L

zhℓ(z, y)

uℓ
+O

( 1

uL+1

)}
,

puisque pour 0 6 n 6 ℓ 6 L, y 6 x, nous avons

(3.20)
(−1)ℓ−n e−γz bn(z)u−ℓ2ℓ−n

Γ(z − ℓ)(log y)ℓ−nx(u−1)/2u
≪A 2ℓ−n

√
y

x
≪A

1

uL+1
.

Remarquons maintenant que la démonstration de [6, th II.6.3] reste valable lorsque la quantité log x
est remplacée par C log x où C est une quantité indépendante de x, k et z. En particulier, lorsque
C = C(y) := 1/ log y, les hypothèses de [6, th. II.6.3] sont vérifiées. Le résultat se déduit directement
des expressions de Φν(x, k) et Φν(x, y, z), de [6, (II.6.11)] et des estimations (3.14) et (3.18).

Rappelons les définitions des fonctions Cm,ϕ en (3.2) et h0 en (3.10) et posons, pour tout m ∈ N,

(3.21) fm(v) := Cm,h0(v) (v ∈ R), rt,y :=
t− 1

log uy
(t ∈ R, 3 6 y < x).

Nous utiliserons le Théorème 3.2 sous la forme de l’énoncé suivant.

Corollaire 3.3. Soient M ∈ N et A > 1. Sous les conditions 1/A 6 rk,y 6 A, 3 6 y 6
√
x nous

avons uniformément

(3.22) Φν,k(x, y) =
x(log u)k−1

(k − 1)! log x

{ ∑

06m6M

fm(rk,y)

(log u)m
+O

( 1

(log u)M+1

)}
.

En particulier,

f0(v) = h0(v), f1(v) = −1
2vh

′′
0(v) (v ∈ R).

Démonstration. Avec les notations (3.10), nous avons

h0(z) =
e−γz

Γ(1 + z)
(z ∈ C).
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En particulier, h0 est une fonction entière, il existe donc B tel que h0(z) ≪ B (|z| 6 A). Une
application du Théorème 3.2 avec L = 0 fournit, lorsque u→ ∞,

Φν,k(x, y) =
x

log x

{
Q0,k(log u, y) +O

((log u)k
k!u

)}

=
x

log x

{ 1

2πi

∫

|z|=r
h0(z) e

z log u z−k dz +O
((log u)k

k!u

)}

=
x

log x

{
Ik−1,h0(log u) +O

((log u)k
k!u

)}
.

Le résultat annoncé est alors une conséquence immédiate de (3.4).

Remarquons que les conditions de sommation portant sur les variables p et k dans la somme (2.11)
entrent dans le domaine d’application du Corollaire 3.3 puisque nous pouvons considérer de plus que
p 6

√
x/ap. En effet, d’après (2.6), nous pouvons supposer Ω(n) 6 2 log2 x et donc ν(a) 6 2 log2 x.

Puisque p 6 exp{(log x)16/17}, il suit, pour x suffisamment grand,

p
√
ap 6 ap2 6 p2 log2 x+2

6 exp{(2 log2 x+ 2)(log x)16/17} 6
√
x.

3.3 Estimation d’une moyenne logarithmique

Posons

(3.23) λν(p, k) :=
∑

P+(a)<p
ν(a)=k

1

a

(
3 6 p 6

√
x, k ∈ N

)
.

Le résultat suivant précise, dans un domaine restreint de valeurs de k, une estimation de λν(p, k)
due à Erdős et Tenenbaum [3]. Posons rν := 2 si ν = Ω, et rν := +∞ si ν = ω. Rappelons les
définitions des fonctions Hν en (1.1) et Cm,ϕ en (3.2) et définissons

(3.24) Fν(z) := eγzHν(z) (|z| < rν).

Posons enfin

(3.25) gν,m(v) := Cm,Fν (v) (v < rν), rt,p :=
t

log2 p
(t ∈ R, p > 3).

Théorème 3.4. Soient M ∈ N et 0 < a < b < rν . Sous les conditions p > 3, a 6 rk,p 6 b, nous

avons uniformément

(3.26) λν(p, k) =
(log2 p)

k

k!

{ ∑

06m6M

gν,m(rk,p)

(log2 p)
m

+O
( 1

(log2 p)
M+1

)}
.

Démonstration. Le membre de gauche de (3.26) est le coefficient de zk dans la série

∑

P+(n)<p

zν(n)

n
=





∏

q6p

(
1 +

z

q − 1

)
si ν = ω

∏

q6p

(
1− z

q

)−1
si ν = Ω

(|z| < rν).
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Une forme forte du théorème des nombres premiers implique

∑

P+(n)<p

zν(n)

n
= Fν(z)(log p)

z
{
1 +O

( 1

log p

)}
.

Cela permet d’évaluer λν(p, k) à l’aide de la formule de Cauchy, soit

(3.27)
λν(p, k) =

1 +O(1/ log p)

2πi

∮

|z|=r
Fν(z) e

z log2 p z−k−1 dz

= Ik,Fν (log2 p)
{
1 +O

( 1

log p

)}
.

Ici encore, le résultat souhaité est une conséquence directe de l’estimation (3.4).

3.4 Réduction de la somme intérieure de S∗
ν,ι(x)

Rappelons les définitions de up en (3.9), de Jx en (2.11), et remarquons que nous avons l’encadre-
ment

(log x)1/17 6 up 6 (log x)2/5 (x > 3, p ∈ Jx).

Posons également

va,p :=
log(x/ap)

log p
(p ∈ Jx, a 6 x/p).

Lemme 3.5. Sous les conditions

x > 3, p ∈ Jx, 1 6 k 6 log2 x,

a 6 x/p, P+(a) < p, Ω(a) 6 2 log2 x,

nous avons,

(3.28)
(log va,p)

k−1

(k − 1)! log(x/ap)
=

(log up)
k−1

(k − 1)! log x

{
1 +O

( log2 x

(log x)1/17

)}
.

Démonstration. Puisque P+(a) < p et Ω(a) 6 2 log2 x, nous avons ap 6 p2 log2 x+1. Par suite,
log(ap) ≪ (log2 x) log p , et nous pouvons écrire

(3.29) log
( x
ap

)
= log x

(
1− log ap

log x

)
= log x

{
1 +O

( log2 x
up

)}
.

Par ailleurs,

va,p =
log(x/ap)

log p
= up

{
1 +O

( log2 x
up

)}
,

donc

(3.30) (log va,p)
k−1 = (log up)

k−1
{
1 +O

( (log2 x) log p
(log up) log x

)}k−1
= (log up)

k−1
{
1 +O

( log2 x
up

)}
,

puisque k ≪ log2 x.
En regroupant les estimations (3.29) et (3.30), nous obtenons le résultat annoncé en notant que

1/up ≪ 1/(log x)1/17 dès que p ∈ Jx.
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Rappelons les définitions de fm et rt,p en (3.21), de gν,m et rt,p en (3.25) et posons, pour m ∈ N,
3 6 p 6 x,

(3.31) βp :=
log2 p

log2 x
, εx :=

1

log2 x
, Sν,m(p, k) :=

∑

06j6m

fj(rk,p)gν,m−j(rk,p)

(1− βp)jβ
m−j
p

(p ∈ Jx, k ∈ Kx).

Définissons enfin, pour tout M ∈ N,

sν(p, k) :=
(log2 p)

k(log up)
k−1

k!(k − 1)!
(p ∈ Jx, k ∈ Kx),(3.32)

S∗∗
ν,ι(x) = S∗∗

ν,ι(x,M) :=
x

log x

∑

p∈Jx

log p

p

∑

k∈Kx

sν(p, k)
∑

06m6M

Sν,m(p, k)ε
m
x (x > 3).(3.33)

Proposition 3.6. Pour tout M ∈ N, nous avons l’estimation

(3.34) S∗
ν,ι(x) = S∗∗

ν,ι(x){1 +O(εM+1
x )} (x > 3).

Démonstration. Rappelons la définition de rk,p en (3.21) et notons que

(3.35) rk,p,a :=
k − 1

log va,p
=

(k − 1)(1 +O{(log2 x)/(up log up)})
log up

= rk,p

{
1 +O

( 1

up

)}
.

Remarquons également que, pour p ∈ Jx, k ∈ Kx, nous avons 5
16 6 rk,p 6 17 et 17

128 6 rk,p 6
5
3 .

D’une part, l’estimation (3.22) appliquée avec A = 17 fournit, pour x > 3, p ∈ Jx,

(3.36) Φν,k

( x

ap
, p
)
=

x(log va,p)
k−1

ap(k − 1)! log(x/ap)

{ ∑

06m6M

fm(rk,p,a)

(log va,p)m
+O

( 1

(log va,p)M+1

)}
(a 6 x/p2),

et d’autre part, une application du Théorème 3.4 avec a = 17
128 et b = 5

3 fournit

(3.37) λν(p, k) =
(log2 p)

k

k!

{ ∑

06m6M

gν,m(rk,p)

βmp
εmx +O(εM+1

x )
}

(p ∈ Jx, k ∈ Kx).

Rappelons alors que, d’après (3.30), nous avons, pour 0 6 m 6M + 1,

(log va,p)
m = (log up)

m
{
1 +O

( log2 x
up

)}
.(3.38)

À l’aide de (3.35) et (3.38) et en insérant (3.36) dans (2.11), nous obtenons

S∗
ν,ι(x) =

∑

p∈Jx

log p
∑

k∈Kx

∑

a6x/p
P+(a)<p
ν(a)=k

x(log va,p)
k−1

ap(k − 1)! log(x/ap)

{ ∑

06m6M

fm(rk,p)

(1− βp)m
εmx +O(εM+1

x )
}
.

L’estimation (3.28) fournit alors

(3.39) S∗
ι (x) =

x

log x

∑

p∈Jx

log p

p

∑

k∈Kx

(log up)
k−1λν(p, k)

(k − 1)!

{ ∑

06m6M

fm(rk,p)

(1− βp)m
εmx +O(εM+1

x )
}
.

En insérant (3.37) dans (3.39), l’estimation requise (3.34) s’ensuit.
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Concernant la somme complémentaire Sν,π(x), portant sur les entiers n 6 x vérifiant ν(n) ≡
0 (mod 2), rappelons que pm,ν(n) désigne alors le facteur premier d’indice ν(n)/2. Ainsi, ν(a) =
ν(b)− 1 = k − 1 et, en posant

S∗
ν,π(x) :=

∑

p∈Jx

log p
∑

k∈Kx

∑

a6x/p
P+(a)<p
ν(a)=k−1

Φν,k

( x
ap
, p
)

(x > 3), s+ν (p, k) := rk,psν(p, k) (p ∈ Jx, k ∈ Kx),

S∗∗
ν,π(x) = S∗∗

ν,π(x,M) :=
x

log x

∑

p∈Jx

log p

p

∑

k∈Kx

s+ν (p, k)
∑

06m6M

Sν,m(p, k)ε
m
x (x > 3),

l’estimation (3.34) reste valable sous la forme

S∗
ν,π(x) = S∗∗

ν,π(x){1 +O(εM+1
x )}.

Dans la suite, les quantités introduites seront définies implicitement pour le cas ν(n) impair.
Lorsque des différences notables existent pour le cas ν(n) pair, les quantités associées seront mar-
quées du symbole +.

4 Préparation technique

Dans toute cette section, fixons M ∈ N. Rappelons la définition de Jx en (2.11) ainsi que les
définitions de uy en (3.9) et de fm et rt,y en (3.21). Posons

(4.1) w∗
p :=

√
(log up) log2 p, wp := ⌊w∗

p⌋ (x > 3, p ∈ Jx).

Afin d’alléger les notations, posons également, pour p ∈ Jx,

(4.2) α∗
p :=

w∗
p

log2 p
=

√
1− βp
βp

, αp :=
wp

log2 p
.

Remarquons d’emblée que, pour p ∈ Jx, nous avons 3
5 6 βp 6

16
17 , ainsi que 1

4 6 α∗
p 6

√
6
3 .

En particulier, w∗
p =

√
βp(1− βp) log2 x ≍ log2 x ≍ log2 p. Nous utiliserons implicitement ces

estimations dans la suite.
Rappelons que la fonction polygamma d’ordre m ∈ N, notée ψ(m) est définie par

ψ(m)(z) :=
dm+1 log Γ(z)

dzm+1
(z ∈ Cr{−1,−2 . . .}).

Nous notons ψ := ψ(0) la fonction digamma.
Posons enfin, pour x > 3, p ∈ Jx,

(4.3)
Kp,x :=

[
1
8 log2 x− 1− wp, log2 x− wp

]
,

Kp,x,1 :=
[
−

√
6(M + 1)wp logwp,

√
6(M + 1)wp logwp

]
, Kp,x,2 := Kp,xrKp,x,1 .

(Le facteur
√

6(M + 1) apparaissant ici pourrait être remplacé par toute constante assez grande
comme nous le verrons dans la démonstration du Lemme 4.1.)
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Afin d’estimer la somme intérieure de (3.33), étendons aux valeurs réelles de k la quantité sν(p, k)
définie en (3.32). Posons alors

(4.4) s∗ν(p, t) :=
(w∗

p)
2t

(log up)tΓ(t)2
(3 6 p 6 x, t > 1).

Pour p ∈ Jx, la quantité log s∗ν(p, t) est dominée par le terme

2t logw∗
p − 2 log Γ(t) = 2t log(w∗

p/t) + 2t+O(log t).

Cela laisse augurer que le maximum est atteint lorsque t est proche de w∗
p, donc de wp. Ces consi-

dérations mènent à leur tour à supputer que la somme intérieure de (3.33) est dominée par un
intervalle de valeurs de k centré en wp. Définissons alors

(4.5) Zν(x, p) :=
∑

h∈Kp,x

sν(p,wp + h)

sν(p,wp)

∑

06m6M

Sν,m(wp + h)εmx (x > 3, p ∈ Jx).

Notons encore, pour z ∈ C, −1 < ℜz < 2,

(4.6) σν,1(z) :=





∑

q

1− z

q(q − 1 + z)
si ν = ω,

∑

q

z

q(q − z)
+ κ si ν = Ω,

σν,2(z) :=





∑

q

−1

(q − 1 + z)2
si ν = ω,

∑

q

1

(q − z)2
si ν = Ω.

où κ désigne toujours la constante de Mertens. Posons enfin, pour z ∈ C, 0 < ℜz < 2,

(4.7)
jν,1(z) := zσν,1(z)−

ψ(1 + 1/z) + γ

z
, jν,2(z) := z2σν,2(z)−

ψ′(1 + 1/z)

z2
,

Θv,x :=
〈√

v(1− v) log2 x
〉

(0 6 v 6 1, x > 3),

où 〈v〉 := v−⌊v⌋ désigne la partie fractionnaire de v. Dans la suite, notons δv :=
√
(1− v)/v (0 <

v < 1). Le résultat suivant fournit une estimation de la quantité Zν(x, p) pour p ∈ Jx.

Lemme 4.1. Il existe une suite de fonctions {zν,m(x, v)}m∈N ∈ R
[1,∞[×] 1

5
,1[, telles que, uniformé-

ment pour x > 3 et p ∈ Jx, on ait

(4.8) Zν(x, p) =
eγ{rwp,p−rwp,p} Hν(rwp,p)

√
πwp

Γ(1 + rwp,p)

{ ∑

06m6M

zν,m(x, βp)ε
m
x +O(εM+1

x )

}
.

En particulier, zν,0 = 1 et, pour 1
5 < v < 1, nous avons

(4.9) zν,1(x, v) =
AΘ2

v,x +Bν,vΘv,x + Cν,v

4
√
v(1− v)

− Dv
√
v

(1− v)3/2
− Eν,v

√
1− v

v3/2
,

avec

(4.10)
A = 4, Bν,v = 4jν,1(δv) + 2, Cν,v = jν,1(δv)

2 + jν,1(δv) + jν,2(δv)− 1
12 ,

Dv =
h′′0(1/δv)
2h0(1/δv)

, Eν,v =
F ′′
ν (δv)

2Fν(δv)
.
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Démonstration. Rappelons la définition des Sν,m(p, k) en (3.31) et posons

(4.11) Zν,ℓ(x, p) :=
∑

h∈Kp,x

sν(p,wp + h)Sν,ℓ(p,wp + h)

sν(p,wp)Sν,ℓ(p,wp)
(ℓ ∈ N, x > 3, p ∈ Jx),

de sorte que Zν(x, p) =
∑

06ℓ6M Sν,ℓ(p,wp)Zν,ℓ(x, p)ε
ℓ
x. Définissons encore

(4.12) Hp,ℓ(t) := log{s∗ν(p, t)Sν,ℓ(p, t)} (ℓ ∈ N, x > 3, p ∈ Jx, 1 6 t < rν log2 x).

Soit p ∈ Jx. Notre premier objectif consiste à expliciter un développement de Taylor pour Hp,ℓ(t)
autour du point t = wp. À cette fin, évaluons les dérivées logarithmiques des fonctions de t appa-
raissant au membre de droite de (4.4).

NotonsBn le n-ième nombre de Bernoulli. En appliquant la formule d’Euler-Maclaurin à la fonction
log, nous obtenons la formule de Stirling complexe (voir, e.g., [6, th. I.0.12])

(4.13) log Γ(s) = (s− 1
2) log s− s+ 1

2 log 2π +
∑

16k6M

(−1)k+1Bk+1

k(k + 1)sk
+O

( 1

sM+1

)
(s ∈ CrR−).

La fonction log Γ étant holomorphe sur CrR−, une dérivation terme à terme de (4.13) fournit,
pour 1 6 j 6M , | arg s| < π, le développement

(4.14) ψ(j)(s) = (−1)j+1

{
(j − 1)!

sj
+

j!

2sj+1
+

∑

16k6M−j−1

Bk+1(k + j)!

(k + 1)!sj+k+1
+O

( 1

sM+1

)}
.

Posons pour ℓ ∈ N, j ∈ N
∗,

Ξν,ℓ,j(p,wp) :=

[
dj logSν,ℓ(p, t)

dtj

]

t=wp

(p ∈ Jx).

Notons δij le symbole de Kronecker et rappelons les définitions de s∗ν(p, t) en (4.4) et de Hp,ℓ(t) en
(4.12). En dérivant la formule

Hp,ℓ(t) = 2t logw∗
p − log2 up − log t− 2 log Γ(t) + logSν,ℓ(p, t),

nous obtenons, pour tous ℓ ∈ N, j ∈ N
∗,

H
(j)
p,ℓ (t) = 2δ1j logw

∗
p +

(−1)j(j − 1)!

tj
− 2ψ(j−1)(t) + Ξν,ℓ,j(p, t),

soit, d’après (4.13) et (4.14),

(4.15)

H
(j)
p,ℓ (wp) = 2δ1j log

w∗
p

wp
+ 2(−1)j+1

{
(j − 2)!

wj−1
p

+
∑

16k6M−j

Bk+1(k + j − 1)!

(k + 1)!wj+kp

}

+ Ξν,ℓ,j(p,wp) +O
(
εM+1
x

)

= 2δ1j log
(
1 +

Θβp,x

wp

)
+ 2(−1)j+1

∑

06k6⌊(M−j+1)/2⌋

B2k(2k + j − 2)!

(2k)!w2k+j−1
p

+ Ξν,ℓ,j(p,wp) +O
(
εM+1
x

)
,

puisque B2k+1 = 0 pour k > 1.
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Rappelons les définitions des intervalles Kp,x, Kp,x,1, et Kp,x,2 en (4.3). Pour ℓ ∈ N, désignons
respectivement par Zν,ℓ,1(x, p) et Zν,ℓ,2(x, p), les contributions à Zν,ℓ(x, p) des intervalles Kp,x,1 et
Kp,x,2.

La définition des fonctions Sν,ℓ(p, k) en (3.31) implique Ξν,ℓ,j(p) ≍ εjx (p ∈ Jx, j ∈ N
∗). Par

ailleurs, l’estimation (4.15) implique H
(j)
p,ℓ (wp) ≪ εj−1

x (j > 2). Un développement de Taylor à
l’ordre 2M + 1 fournit donc, pour h ∈ Kp,x,1∩Z,

(4.16) Hp,ℓ(wp + h) =
∑

06j62M

H
(j)
p,ℓ (wp)h

j

j!
+O

(
h2M+1ε2Mx

)
,

soit

(4.17)
s∗ν(p,wp + h)Sν,ℓ(p,wp + h)

s∗ν(p,wp)Sν,ℓ(p,wp)
=

{
1 +O

(
h2M+1ε2Mx

)}
exp

( ∑

16j62M

H
(j)
p,ℓ (wp)h

j

j!

)
.

Puisque, pour h ∈ Kp,x,1∩Z, nous avons sν(p,wp + h) = s∗ν(p,wp + h), il vient, pour ℓ ∈ N, par
sommation sur h ∈ Kp,x,1,

Zν,ℓ,1(x, p) =
∑

h∈Kp,x,1

{
1 +O

(
h2M+1ε2Mx

)}
exp

( ∑

16j62M

H
(j)
p,ℓ (wp)h

j

j!

)
(x > 3, p ∈ Jx).

L’estimation (4.15) fournit alors un développement de Zν,ℓ,1(x, p) selon les puissances de εx. Plus
précisément, pour ℓ ∈ N, p ∈ Jx, les estimations

H ′
p,ℓ(wp) =

2Θβp,x

wp
+ Ξν,ℓ,1(p) +O

(
ε2x
)
, H ′′

p,ℓ(wp) = − 2

wp
+ Ξν,ℓ,2(p) +O

(
ε3x
)
,

H
(j)
p,ℓ (wp) ≪ εj−1

x (j > 2),

fournissent, en développant en série le membre de droite de (4.17), l’existence d’une suite de fonctions
réelles {zp,ℓ;j(v)}j∈N telle que

Zν,ℓ,1(x, p) =
∑

h∈Kp,x,1

e−h
2/wp

{ ∑

06j6M

zp,ℓ;j(wp)h
2j +O

(
εM+1
x

)}
(x > 3, p ∈ Jx),

où nous avons utilisé le fait que, par symétrie de l’intervalle de sommation, la contribution des
termes impairs est nulle. En particulier, zp,ℓ;0 = 1. Posons, pour j ∈ N

∗, p ∈ Jx,

(4.18) Ij,p(x) :=

∫

Kp,x,1

h2j e−h
2/wp dh = w

j+ 1

2
p Γ

(
j + 1

2

){
1 +O

(
εM+1
x

)}
(x > 3).

La formule d’Euler-Maclaurin appliquée à l’ordre 0 fournit alors, pour p ∈ Jx,

(4.19) Zν,ℓ,1(x, p) =
√
πwp erf

(√
6(M + 1) logwp

)
+

∑

16j6M

zp,ℓ;j(wp) Ij,p(x) +O
(
ε
M+ 1

2
x

)
.

Nous déduisons des estimations (4.18) et (4.19), l’existence d’une suite {z∗p,ℓ;j(v)}j∈N de fonctions
réelles vérifiant

(4.20) Zν,ℓ,1(x, p) =
√
πwp

{ ∑

06j6M

z∗p,ℓ;j(βp)ε
j
x +O

(
εM+1
x

)}
(x > 3, p ∈ Jx),
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avec z∗p,ℓ;0 = 1. En particulier, un rapide calcul permet d’obtenir

Ξν,1,1(p) =
jν,1(αp)

wp
(p ∈ Jx), Ξν,1,2(p) =

jν,2(αp)

w2
p

(p ∈ Jx),

de sorte que pour ℓ = 1, nous avons,

(4.21)

Zν,1,1(x, p) =
√
πwp +

{
4Θ2

βp,x
+ 4Θβp,xjν,1(αp) + jν,1(αp)

2 + jν,2(αp)
}
I1,p(x)

2w2
p

+
{

1
24H

(4)
p,1(wp) +

1
6H

′
p,1(wp)H

′′′
p,1(wp)

}
I2,p(x) +

1
72H

′′′
p,1(wp)

2 I3,p(x) +O(ε3/2x )

=
√
πwp

{
1 +

AΘ2
βp,x

+Bν,βpΘβp,x +Cν,βp

4
√
βp(1− βp)

εx +O(ε2x)

}

De manière analogue, nous avons

(4.22) Zν,2,1(x, p) =
√
πwp{1 +O(εx)}.

Il reste à évaluer la contribution de l’intervalle Kp,x,2. Pour ℓ ∈ N, d’après la formule de Taylor-
Lagrange à l’ordre 2, il existe, pour tout h ∈ Kp,x,2, un nombre réel ch ∈ Kx tel que

(4.23) Hp,ℓ(wp + h) = Hp,ℓ(wp) +H ′
p,ℓ(wp)h+ 1

2H
′′
p,ℓ(ch)h

2
(
p ∈ Jx, h ∈ Kp,x,2

)
.

Puisque ch ∈ Kx, nous avons εx 6 1/ch 6 8εx. Rappelons que les estimations (4.15) fournissent,
pour h ∈ Kp,x,2,

(4.24) H ′
p,ℓ(wp) ≪ εx, H ′′

p,ℓ(ch) = −2 +O(εx)

ch
6 −2εx +O

(
ε2x
)
6 − 1

3wp
+O

(
ε2x
)
,

puisque εxw∗
p =

√
βp(1− βp) >

4
17 >

1
6 . En regroupant les estimations (4.23) et (4.24), il vient

Hp,ℓ(wp + h)−Hp,ℓ(wp) 6 − h2

6wp
+O(1) (p ∈ Jx, h ∈ Kp,x,2) ,

soit
sν(p,wp + h)Sν,ℓ(p,wp + h)

sν(p,wp)Sν,ℓ(p,wp)
≪ e−h

2/6wp (p ∈ Jx, h ∈ Kp,x,2).

Une sommation sur h ∈ Kp,x,2 fournit alors, pour ℓ ∈ N,

(4.25) Zν,ℓ,2(x, p) ≪
∫

Kp,x,2

e−t
2/6wp dt≪ √

wp

{
1− erf

(√
6(M + 1) logwp

)}
≪ ε

M+ 1

2
x .

Ainsi la contribution de l’intervalle Kp,x,2 à Zν,l(x, p) peut être englobée dans le terme d’erreur de
Zν,ℓ,1(x, p). L’existence du développement de Zν(x, p) se déduit alors directement des définitions
(3.31), (4.5) et (4.11) ainsi que des estimations (4.20) et (4.25). L’expression de zν,1 se déduit quant
à elle des estimations (4.21) et (4.22) en remarquant que, d’après la définition de Sν,0(p, k) en (3.31),
ainsi que des fonctions h0 en (3.10) et Fν en (3.24), nous avons

(4.26) Sν,0(p,wp) = h0(rwp,p)Fν(rwp,p) =
eγ{rwp,p−rwp,p} Hν(rwp,p)

Γ(1 + rwp,p)
(p ∈ Jx).
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Nous sommes désormais en mesure d’évaluer la somme intérieure de S∗∗
ν,ι(x) définie en (3.33).

Posons

(4.27)

Kν(z) :=
Hν(z) e

γ(z−1/z)

Γ(1 + 1/z)
(0 < ℜz < 2), κ(v) := 2

√
v(1− v) + v − 1 (0 6 v 6 1),

̺ν(v) :=
v1/4Kν

(√
(1− v)/v

)

2
√
π(1− v)3/4

(
1
5 < v < 1

)
.

Proposition 4.2. Il existe une suite de fonctions {sν;m(v)}m∈N ∈ R
]1/5,1[, telles que

(4.28) Sν,ι(x) =
x√
log2 x

∑

p∈Jx

̺ν(βp)(log x)
κ(βp)

p

{ ∑

06m6M

sν;m(βp)ε
m
x +O

(
εM+1
x

)}
(x > 3).

En particulier, sν;0 = 1 et

(4.29) sν;1(v) =
Aν,v

4
√
v(1− v)

− Dv
√
v

(1− v)3/2
− Eν,v

√
1− v

v3/2
,

avec Dv et Eν,v définies en (4.10) et

Aν,v =
4{γ + ψ(1 + 1/δv)}

δv
+ jν,1(δv) + jν,1(δv)

2 + jν,2(δv)− 3
4 .

Démonstration. Compte tenu de la définition de S∗∗
ν,ι(x) en (3.33) et de celle de Zν(x, p) en (4.5),

nous avons

(4.30) S∗∗
ν,ι(x) =

x

log x

∑

p∈Jx

(log p)sν(p,wp)Zν(x, p)

p
.

Or, la définition de sν(p,wp) en (3.32) ainsi que le développement de Zν(x, p) issu de (4.8) impliquent
l’existence d’une suite de fonctions réelles {sν,x;m(v)}m∈N et d’un terme principal Υ(x, p) tels que

(4.31) S∗∗
ν,ι(x) =

∑

p∈Jx

Υ(x, p)

{
1 +

∑

16m6M

sν,x;m(βp)ε
m
x +O

(
εM+1
x

)}
.

Il reste à établir les expressions de Υ(x, p) et sν;1(v). Remarquons d’emblée que 〈w∗
p〉 = Θβp,x. Nous

avons, pour p ∈ Jx,

(4.32)

rw∗

p,p =
1

α∗
p

− εx
1− βp

+O
(
ε2x
)
, Γ(1 + rw∗

p,p) = Γ
(
1 +

1

α∗
p

){
1−

ψ(1 + 1/α∗
p)

1− βp
εx +O

(
ε2x
)}
,

e
γ(rw∗

p,p−rw∗
p,p) = eγ(α

∗

p−1/α∗

p)
{
1 +

γεx
1− βp

+O
(
ε2x
)}
,

√
wp =

√
wp∗

{
1− Θβp,x

2w∗
p

+O
(
ε2x
)}
.

Par ailleurs, l’estimation (4.17) restant valable pour h réel, nous pouvons écrire, en choisissant
h = −〈w∗

p〉 = −Θβp,x,

(4.33) sν(p,wp)Sν,0(p,wp) = s∗ν(p,w
∗
p)Sν,0(p,w

∗
p)

{
1−

Θβp,x{Θβp,x + jν,1(α
∗
p)}

w∗
p

+O
(
ε2x
)}
.
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D’après (4.4), (4.26) et (4.32), nous avons

(4.34) s∗ν(p,w
∗
p)Sν,0(p,w

∗
p) =

Kν(α
∗
p)(w

∗
p)

2w∗

p+1

Γ(w∗
p + 1)2 log up

{
1 +

γ + ψ(1 + 1/α∗
p)

1− βp
εx +O

(
ε2x
)}
.

La formule de Stirling fournissant enfin

(4.35) Γ(w∗
p + 1)2 = 2π(w∗

p)
2w∗

p+1 e−2w∗

p

{
1 +

1

6w∗
p

+O
(
ε2x
)}

(p ∈ Jx),

nous déduisons de (4.32), (4.33), (4.34) et (4.35) que

(4.36) sν(p,wp)Sν,0(p,wp)
√
πwp =

Kν(α
∗
p) e

2w∗

p
√
w∗
p

2
√
π log up

{
1 + sν;1(βp)εx +O

(
ε2x
)}
.

Puisque d’après les estimations (2.12) et (3.34), nous avons de plus

Sν,ι(x) = S∗∗
ν,ι(x)

{
1 +O

(
εM+1
x

)}
,

le résultat annoncé s’ensuit en vertu de (4.8), (4.30), (4.31), (4.36) et des définitions de κ(v) et ̺ν(v)
en (4.27).

Concernant le cas ν(n) ≡ 0(mod 2), nous définissons la quantité complémentaire Z+
ν (x, p) par

Z+
ν (x, p) :=

∑

h∈Kp,x

s+ν (p,wp + h)

s+ν (p,wp)

∑

06m6M

Sν,m(wp + h)εmx (x > 3, p ∈ Jx).

Notons qu’en posant, pour ℓ ∈ N,

H+
p,ℓ(t) := log{s+∗

ν (p, t)Sν,ℓ(p, t)} = log rt,p +Hp,ℓ(t) (x > 3, p ∈ Jx, 1 6 t < rν log2 x),

les estimations (4.15) restent valables pour H+
p,ℓ de sorte que Z+

ν (x, p) admet un développement
analogue à (4.8) sous la forme

Z+
ν (x, p) =

eγ{rwp,p−rwp,p}Hν(rwp,p)
√
πwp

Γ(1 + rwp,p)

{ ∑

06m6M

z+ν,m(x, βp)ε
m
x +O

(
εM+1
x

)}
(x > 3),

puisque, [
dj log rt,p

dtj

]

t=wp

≪ εjx (j ∈ N
∗, p ∈ Jx).

En particulier, l’estimation (4.21) persiste en remplaçant jν,1(αp) et jν,2(αp) par jν,1(αp) + 1 et
jν,2(αp)− 1 respectivement, d’où nous déduisons que

z+ν,1(x, v) = zν,1(x, v) +
2jν,1(δv) + 1 + 4Θv,x

4
√
v(1− v)

(
1
5 < v < 1

)
.

Ensuite, remarquons d’une part que l’estimation (4.33) reste valable en remplaçant la quantité
jν,1(α

∗
p) par jν,1(α∗

p) + 1, et d’autre part que

s+∗
ν (p,w∗

p) = rw∗

p,ps
∗
ν(p,w

∗
p) = α∗

psν(p,w
∗
p),
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de sorte qu’en posant

(4.37) ̺+ν (v) := δv̺ν(v)
(
1
5 < v < 1), s+ν;1(v) := sν;1(v) +

2jν,1(δv) + 1

4
√
v(1 − v)

,

la somme Sν,π(x) admet un développement analogue à (4.28) sous la forme

(4.38) Sν,π(x) =
x√
log2 x

∑

p∈Jx

̺+ν (βp)(log x)
κ(βp)

p

{ ∑

06m6M

s+ν;m(βp)ε
m
x +O

(
εM+1
x

)}
(x > 3),

avec s+ν;0 = 1. Nous sommes désormais en mesure de démontrer le Théorème 1.1.

5 Preuve du Théorème 1.1

Rappelons la définition de ̺ν en (4.27) et posons

Rν(v) := log ̺ν(v)
(
1
5 < v < 1).

Compte tenu de la Proposition 4.2, il nous faut évaluer la somme en p de (4.28). Fixons M ∈ N,
posons, pour m ∈ N,

wν,x,m(p) :=
sν;m(βp)̺ν(βp)(log x)

κ(βp)

p
(p ∈ Jx), wν,x(p) :=

∑

06m6M

wν,x,m(p)ε
m
x (p ∈ Jx),

et écrivons la somme en p de (4.28) sous forme intégrale. Il vient

Jν(x) :=
∑

p∈Jx

̺ν(βp)(log x)
κ(βp)

p

∑

06m6M

sν;m(βp)ε
m
x =

∫

Jx

wν,x(t) dπ(t)

=

∫

Jx

wν,x(t) d li(t) +

∫

Jx

wν,x(t) d{π(t)− li(t)} =: Jν,1(x) + Jν,2(x),

disons.
Nous traitons Jν,2(x) comme un terme d’erreur. Une forme forte du théorème des nombres premiers

fournit π(t)− li(t) ≪ t e−2
√
log t (t > 2). Notant par ailleurs que

(5.1) κ
(
βexp{(log x)3/5}

)
= 2

5(
√
6− 1), κ

(
βexp{(log x)16/17}

)
= 7

17 ,

une intégration par parties implique

Jν,2(x) =
[
wν,x(t)(π(t) − li(t))

]
Jx

−
∫

Jx

w′
ν,x(t){π(t) − li(t)}dt.(5.2)

Nous déduisons de (5.1) que le terme entre crochets est

(5.3) ≪
{
(log x)2(

√
6−1)/5 e−2(log x)3/10 +(log x)7/17 e−2(log x)8/17

}
≪ e−(log x)3/10 .

Évaluons ensuite l’intégrale de (5.2). Puisque, logwν,x,0(t) = log ̺ν(βt) + κ(βt) log2 x− log t, nous
pouvons écrire

d

dt
logwν,x,0(t) = O

( 1

t log t

)
− 4 log2 t

t log t log2 x
+O

( 1

t log t

)
− 1

t
= −1

t
+O

( 1

t log t

)
.
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Ainsi w′
ν,x,0(t) < 0 pour t assez grand. Puisque nous avons de plus, pour m ∈ N,

d

dt
log sν;m(βt) ≪

1

t log t
,

nous déduisons que w′
ν,x,m(t) < 0 pour t assez grand et donc que wν,x est décroissante sur Jx. Une

nouvelle intégration par parties permet alors de vérifier que l’intégrale de (5.2) est

(5.4) ≪
∫

Jx

wν,x(t) e
−
√
log t dt+ e−(log x)3/10 ≪ e−(log x)3/10 .

De (5.3) et (5.4), nous concluons que

Jν,2(x) ≪ e−(log x)3/10 .

Enfin, nous avons

Jν,1(x) =

∫

Jx

wν,x(t)

log t
dt,

d’où nous déduisons, après changement de variables t = e(log x)
β
,

(5.5) Sν,ι(x) =
{
1 +O

(
εM+1
x

)}
x
√

log2 x

∫ 16/17

3/5
̺ν(β)(log x)

κ(β)

{ ∑

06m6M

sν;m(β)ε
m
x

}
dβ.

Afin de simplifier les écritures, définissons, pour ℓ ∈ N,

(5.6) ην,x,ℓ(v) := sν;ℓ(v)̺ν(v)(log x)
κ(v)

(
1
5 < v < 1

)
, ην,x(v) :=

∑

06ℓ6M

ην,x,ℓ(v)ε
ℓ
x

(
1
5 < v < 1

)
.

La fonction κ(v) définie en (4.27) atteignant son maximum en ϕ∗ := ϕ
√
5

5 , nous estimons le rapport
ην,x(ϕ∗ + v)/ην,x(ϕ∗) lorsque v parcourt un intervalle convenable centré à l’origine. Posons, pour
j ∈ N

∗,

τj = τν,j :=
R

(j)
ν (ϕ∗)
j!

, Kj :=
κ(j)(ϕ∗)

j!
, Λℓ,j :=

1

j!

[
dj log sν;ℓ(v)

dvj

]

v=ϕ∗
,(5.7)

de sorte que trois développements de Taylor successifs à l’ordre 2M + 3 fournissent, pour v borné,

̺ν(ϕ∗+ v)

̺ν(ϕ∗)
=

{
1 +O

(
v2M+3

)}
exp

{ ∑

16j62M+2

τjv
j

}
,(5.8)

κ(ϕ∗ + v)− κ(ϕ∗) =
∑

16j62M+2

Kjv
j +O

(
v2M+3

)
,(5.9)

sν;ℓ(ϕ∗+ v)

sν;ℓ(ϕ∗)
=

{
1 +O

(
v2M+3

)}
exp

{ ∑

16j62M+2

Λℓ,jv
j

}
.(5.10)

Remarquons que K2 = −5
√
5

4 et définissons

vx :=

√
(M + 1) log3 x

|K2| log2 x
(x > 16).
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Les estimations (5.8), (5.9) et (5.10) impliquent, pour ℓ ∈ N, |v| 6 vx,

(5.11)
ην,x,ℓ(ϕ∗+ v)

ην,x,ℓ(ϕ∗)
=

{
1 +O

(
εM+1
x

)}
exp

( ∑

16j62M+2

{τj + Λℓ,j +Kj log2 x}vj
)
·

Considérons les intervalles

V := [35 − ϕ∗, 1617 − ϕ∗], V1,x := [−vx, vx] (x > 3), V2,x := V r V1,x (x > 3).

En développant en série le membre de droite de (5.11), nous obtenons l’existence, pour tout ℓ ∈ N,
d’une suite réelle {yν,x,ℓ;j}j∈N telle que

(5.12)
∫

V1,x

ην,x,ℓ(ϕ∗ + v)

ην,x,ℓ(ϕ∗)
dv =

{
1 +O

(
εM+1
x

)}∫

V1,x

e−|K2|v2 log2 x
{ ∑

06j6M

yν,x,ℓ;jv
2j

}
dv,

où nous avons une nouvelle fois utilisé le fait que, par symétrie du domaine d’intégration, la contri-
bution des termes impairs est nulle. Posons, pour j ∈ N,

(5.13) Ij(x) :=

∫

V1,x

v2j e−|K2|v2 log2 x dv =
Γ(j + 1

2)ε
j+ 1

2
x

|K2|j+
1

2

{
1 +O

(
ε
M+ 3

2
x

)}
(x > 3).

En intervertissant somme et intégrale dans le membre de droite de (5.12), nous obtenons, pour
ℓ ∈ N, d’une part

(5.14)
∫

V1,x

ην,x,ℓ(ϕ∗+ v)

ην,x,ℓ(ϕ∗)
dv =

√
π

|K2| log2 x
+

∑

16j6M

yν,x,ℓ;jIj(x) +O
(
ε
M+ 3

2
x

)
,

et d’autre part,

(5.15)
∫

V2,x

ην,x,ℓ(ϕ∗ + v)

ην,x,ℓ(ϕ∗)
dv ≪ ε

M+ 3

2
x .

De plus, au vu des définitions (5.6), nous pouvons écrire

∫

V
ην,x(ϕ∗ + v) dv =

∑

06ℓ6M

ην,x,ℓ(ϕ∗)εℓx
∫

V

ην,x,ℓ(ϕ∗+ v)

ην,x,ℓ(ϕ∗)
dv,

de sorte qu’en réarrangeant les termes selon les puissances croissantes de εx, et en remarquant que

(5.16) ̺ν(ϕ∗)
√

π

|K2|
=
ϕ e−γHν(ϕ− 1)√

5 Γ(1 + ϕ)
=: Aν,ι,

nous obtenons, au vu de (5.14) et (5.15), l’existence d’une suite réelle {aν,m}m∈N vérifiant

(5.17) Sν,ι(x) = Aν,ιx(log x)
1/ϕ

{
1 +

∑

16m6M

aν,m

(log2 x)
m

+O

(
1

(log2 x)
M+1

)}
(x > 3).

En particulier, pour M = 1, posons

E(x) := {1
2τ

2
1 + τ2}I1(x) + {τ1K3 +K4}I2(x) log2 x+ 1

2K
2
3 I3(x)(log2 x)

2 (x > 3),
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de sorte que

(5.18)

∫

V1,x

ην,x,0(ϕ∗ + v)

ην,x,0(ϕ∗)
dv =

{
1 +O

(
ε2x
)}(∫

V1,x

e−|K2|v2 log2 x dv + E(x) +O
(
ε5/2x

))

=

√
π

|K2| log2 x
{
1 +

(
τ21 /2+τ2
2|K2| + 3{τ1K3+K4}

4|K2|2 +
15K2

3

16|K2|3
)
εx +O

(
ε2x
)}
.

De manière analogue,

(5.19)
∫

V1,x

ην,x,1(ϕ∗ + v)

ην,x,1(ϕ∗)
dv = {1 +O(εx)}

√
π

|K2| log2 x
.

Un rapide calcul fournit K3 := −25
8 et K4 := −225

√
5

64 . Il résulte donc de (5.5), (5.11), (5.15), (5.18)
et (5.19) que

(5.20)

∫

V
ην,x(ϕ∗ + v) dv = ην,x,0(ϕ∗)

√
πεx
|K2|

{
1 +

( τ2
1
/2+τ2
2|K2| + 3{τ1K3+K4}

4|K2|2 +
15K2

3

16|K2|3
)
εx +O(ε2x)

}

+ ην,x,1(ϕ∗)εx
√
πεx
|K2|

{1 +O(εx)}+O(ε5/2x ),

puis que
aν,1 = sν;1(ϕ∗)− 3

√
5

20 − 3
10R

′
ν(ϕ∗) +

√
5

25 {R
′
ν(ϕ∗)2 +R′′

ν(ϕ∗)}.
Concernant la somme complémentaire Sν,π(x), l’ensemble des estimations obtenues reste valable et,

en remplaçant ̺ν(ϕ∗) par ̺+ν (ϕ∗) dans (5.16), nous obtenons, à partir de (4.38), un développement
de Sν,π(x) sous la forme

(5.21) Sν,π(x) =
1
ϕAν,ιx(log x)

1/ϕ

{
1 +

∑

16m6M

a+ν,m

(log2 x)
m

+O

(
1

(log2 x)
M+1

)}
(x > 3),

de sorte qu’en sommant (5.17) et (5.21), l’estimation (1.3) s’ensuit en posant, pour m ∈ N,

cν,m := 1
ϕ+1{ϕ aν,m+ a+ν,m}.

Enfin, dans le cas M = 1, au vu de la définition de ̺+ν en (4.37), nous avons

R
′+
ν (ϕ∗) = R′

ν(ϕ∗)− 5
2 , R

′′+
ν (ϕ∗) = R′′

ν(ϕ∗)− 5
√
5

2 ,

de sorte que
a+ν,1 = aν,1+

ϕ
2 −

√
5
5 R

′
ν(ϕ∗) +

√
5
4 {2jν,1(ϕ− 1) + 1}.

Nous obtenons ainsi l’estimation analogue

(5.22) Sν,π(x) =
1
ϕAν,ιx(log x)

1/ϕ
{
1 + a+ν;1 εx +O

(
ε2x
)}

(x > 3).

Il vient alors

(5.23)
cν,1 =

1
ϕ+1{ϕ aν,1+ a+ν,1}

= sν;1(ϕ∗) + 19
√
5−35
40 − 2−3

√
5

10 R′
ν(ϕ∗) +

√
5

25 {R
′
ν(ϕ∗)2 +R′′

ν(ϕ∗)}+ 3
√
5−5
4 jν,1(ϕ− 1).

Cela termine la démonstration.
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