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Introduction
J’exposeraiiciquelques

résultats
et

quelques
problèm

es
en

réalisabilité
classique.Pas

de
résultats

nouveaux.
La

réalisabilité
classique

est
une

extension
de

la
technique

du
forcing.

Elle
perm

et,com
m

e
le

forcing,de
construire

de
nouveaux

m
odèles

de
ZF.

M
ais

elle
perm

et,de
plus,d’associer

des
program

m
es

aux
preuves

(correspondance
de

Curry-H
ow

ard).
La

structure
de

ces
m

odèles
de

ZF
est

beaucoup
plus

com
plexe

que
dans

le
cas

du
forcing,au

point
que

celui-cidoive
être

considéré
com

m
e

dégénéré.
Voyons

les
nouveautés

essentielles,quiobligent
à

changer
com

plètem
ent

de
m

éthode
pour

étudier
ces

m
odèles.
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N
ouvelles

propriétés
•

La
différence

m
ajeure,quiconcentre

la
plupart

des
difficultés

:

Pour
m

ontrer
une

propriété
du

m
odèle

de
réalisabilité

ilfaut
inventer

un
program

m
e

quiréalise
cette

propriété
D

ans
le

cas
du

forcing,iln’y
a

rien
à

inventer
car

iln’y
a

qu’un
seul“program

m
e”

:
la

plus
grande

condition
notée

1.
Rien

que
pour

obtenir
les

axiom
es

de
ZF,cela

oblige
à

passer
par

une
théorie

interm
édiaire

sans
extensionnalité,appelée

ZF" ,plus
forte

que
ZF

quia
deux

notions
d’appartenance

2
(faible)et

"
(forte,non

extensionnelle).
•

Les
ordinaux

ne
sont

pas
conservés.

D
ans

le
cas

du
forcing,lorsque

le
m

odèle
M

de
base

est
dénom

brable
et

bien
fondé,le

m
odèle

de
forcing

N
en

est
une

extension
bien

fondée

avec
les

m
êm

es
ordinaux.
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N
ouvelles

propriétés
Ce

n’est
plus

le
cas

en
réalisabilité

classique.
Le

m
odèle

de
réalisabilité

N
n’est

jam
ais

bien
fondé

et
a

m
êm

e,la
plupart

du
tem

ps,des
entiers

non
standard.

•
L’algèbre

de
Boole

caractéristique.

Le
m

odèle
de

réalisabilité
N

contient
une

algèbre
de

Boole,notée
j2

quiopère
sur

N
par

une
opération

de
produit

distributive.
Cela

donne
à

N
une

structure
de

m
odèle

booléen
surj2

quiest
une

extension
élém

entaire
du

m
odèle

de
base.

Cette
algèbre

de
Boole

est
triviale

-
uniquem

ent
-

dans
le

cas
du

forcing.
Elle

possède
un

ultrafiltre
canonique,quiest

très
im

portant
pour

com
prendre

la
structure

du
m

odèle
de

réalisabilité.
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N
ouvelles

propriétés
•

Le
m

odèle
de

réalisabilité
ne

satisfait
pas

nécessairem
ent

A
C

contrairem
ent

au
cas

du
forcing.

A
ctuellem

ent,la
situation

est
la

suivante,en
dehors

du
forcing

:dans
tous

les
cas

où
on

peut
décider,D

C
est

vraiet
A

C
est

faux.Ces
cas

sont
fort

généraux.
Problèm

es
ouverts

:
D

C
est-iltoujours

vrai?
N

oter
que

cela
im

plique
l’existence

d’un
program

m
e

écrit
en

∏
c -calculpur,quiréalise

D
C

.Fort
intéressant,m

ais
étonnant.

A
C

est-iltoujours
faux

?
(en

dehors
du

cas
du

forcing,bien
sûr).
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A
lgèbre

de
réalisabilité

Structure
du

prem
ier

ordre
analogue

à
une

algèbre
com

binatoire

m
ais

plus
com

pliquée,parce
qu’on

parle
non

seulem
ent

de
program

m
es

m
ais

aussid’environnem
ents,quisont

des
piles.O

n
a

donc
trois

ensem
bles

:
§

ensem
ble

des
term

es,¶
ensem

ble
des

piles,§
?
¶

ensem
ble

des
processus.

Com
binateurs

élém
entaires

:B,C
,I,K,W

,cc
et

d’autres
éventuellem

ent.
Ce

sont
des

constantes
de

term
es.O

n
a

aussiles
fonctions

suivantes
:

application
:de

§
2

dans
§

,notée
(ª,¥)7!

(ª)¥
;souvent

abrégée
en

ª¥
;

push
:de

§
£
¶

dans
¶

,notée
(ª,º

)7!
ª.º

;
continuation

:de
¶

dans
§

,notée
º
7!

k
º

;
processus

:de
§
£
¶

dans
§
?
¶

,notée
(ª,º

)7!
ª
?
º

.
O

n
a

une
relation

de
préordre

sur
§
?
¶

,appelée
l’exécution

et
notée

¬
.

O
n

a
aussiun

segm
ent

finalde
§
?
¶

,noté
??

.
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A
lgèbre

de
réalisabilité

O
n

a
enfin

une
partie

Q
P

de
§

:l’ensem
ble

des
quasi-preuves

quicontient
les

com
binateurs

et
est

clos
par

application.

Les
axiom

es
pour

le
préordre

d’exécution
¬

constituent
une

m
achine

:
ª¥
?
º
¬
ª
?
¥.º

(em
pile)

I?
ª.º

¬
ª
?
º

(ne
fait

rien)
K
?
ª.¥.º

¬
ª
?
º

(efface)
W
?
ª.¥.º

¬
ª
?
¥.¥.º

(recopie)
C
?
ª.¥.≥.º

¬
ª
?
≥.¥.º

(échange)
B
?
ª.¥.≥.º

¬
ª
?
¥
≥.º

(applique)
cc
?
ª.º

¬
ª
?

k
º .º

(sauve
la

pile)
k
º
?
ª.$

¬
ª
?
º

(restaure
la

pile)

O
n

peut
alors

définir
∏

x
t

de
façon

à
avoir

la
réduction

faible
de

tête
:

∏
x

t
?
ª.º

¬
t[ª/

x]?
º

.
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A
lgèbre

de
réalisabilité

Cela
nécessite

une
traduction

du
∏

-calculen
logique

com
binatoire

quin’est
pas

la
traduction

usuelle.Pour
t2
§

,on
définit

d’abord
∏
0
x

t2
§

:
1.∏

0
x

t=
(K)

t
si

t
ne

contient
pas

x.
2.∏

0
x

x
=

I.
3.∏

x(
t)

u
=

(C
∏
0
x

t)
u

si
u

ne
contient

pas
x.

4.∏
x(

t)
x
=

t
si

t
ne

contient
pas

x.
5.∏

x(
t)

x
=

(W
)∏

0
x

t
(si

t
contient

x).
6.∏

0
x(

t)(
u

)
v
=
∏
0
x(((B)

t)
u

)
v

(si
u

v
contient

x).
Et

on
pose

finalem
ent

∏
x

t=
∏
0
x(I)

t.
C

’est
la

traduction
la

plus
sim

ple
quidonne

la
réduction

faible
de

tête.
Voilà

pourquoion
en

revient
aux

com
binateurs

originaux
de

Curry.
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M
odèles

de
ZF

Q
uelintérêt

de
com

pliquer
ainsila

structure
d’algèbre

com
binatoire

?
En

inform
atique

:
O

n
représente

bien
m

ieux
les

program
m

es,en
tenant

com
pte

de
l’environnem

ent.

En
logique

:
G

râce
aux

environnem
ents,et

à
l’instruction

cc,on
obtient

le
tiers

exclu
;

on
se

libère
enfin

du
carcan

de
la

logique
intuitionniste.

Cela
perm

et
de

réaliser
les

axiom
es

de
la

théorie
des

ensem
bles

et
d’obtenir

des
m

odèles
de

ZF,sil’algèbre
satisfait

l’axiom
e

de
cohérence

:
Pour

tout
µ
2

Q
P,ilexiste

º
2
¶

telle
que

µ
?
º
›
??

.
Le

forcing
est

le
cas

particulier
où

ilexiste
une

quasi-preuve
µ

quiest
un

ou
parallèle,c’est-à-dire

:
µ
?
ª.¥.º

¬
ª
?
º

et
µ
?
ª.¥.º

¬
¥
?
º

La
notion

de
program

m
e

disparaît
alors

com
plètem

ent.
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Réalisabilité
Pour

chaque
form

ule
close

F
de

ZF,on
définit

:
une

valeur
de

fausseté
k

FkΩ
¶

et
une

valeur
de

vérité
|
F|Ω

§
.

ª2
|
F|est

écrit
ª
“°

F
et

se
lit

:
ª

réalise
F

(ª
force

F
dans

le
cas

du
forcing).

D
éfinition

de
k

Fk
et|

F|par
récurrence

sur
F

:
ª2

|
F|,

(8
º
2
k

Fk)ª
?
º
2
??

;
k?

k=
¶

et
donc

ª
“°

?
,

ª
?
º
2
??

pour
toute

pile
º

.
k8

x
F

[
x]k=

S
x k

F
[
x]k

et
donc

ª
“°

8
x

F
[
x],

8
x(ª

“°
F

[
x])

;
k

F
!

G
k=

{ª.º
;
ª
“°

F
,º

2
k

G
k}

et
donc

:
ª
“°

F
!

G
)

8
¥(¥

“°
F

)
ª¥

“°
G

)
;8

¥(¥
“°

F
)

ª¥
“°

G
))

∏
x
ª

x
“°

F
!

G
.

La
définition

pour
les

form
ules

atom
iques

x
2

y,
x
=

y
est

plus
com

pliquée.

Com
m

e
dans

le
cas

particulier
du

forcing,on
part

d’un
m

odèle
de

ZFC
,

ou
m

êm
e

ZF
+

V
=

L,appelé
m

odèle
de

base
et

on
obtient

un
nouveau

m
odèle

de
ZF

"
:le

m
odèle

de
réalisabilité

(ou
de

forcing).
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Form
ules

atom
iques

Ily
a

trois
types

de
form

ules
atom

iques
dans

la
théorie

ZF"
:

x
6"

y,
x
Ω

y,
x
›

y.
"

est
l’appartenance

forte
(non

extensionnelle).
Ω

,2
sont

les
sym

boles
extensionnels

d’inclusion
et

d’appartenance
faible.

O
n

définitk
x
6"

yk=
{º

2
¶

;(
x,º

)2
y}

;
k

x
Ω

yk=
k8

z(
z›

y!
z
6"

x)k
;k

x
›

yk=
k8

z(
zΩ

x,
x
Ω

z!
z
6"

y)k
(par

induction
sur

les
rangs

de
x,

y).
Les

axiom
es

de
ZF"

sont
réalisés

par
des

program
m

es
(quasi-preuves)

très
sim

ples
com

m
e

Iou
Y.

Les
axiom

es
de

ZF
par

des
quasi-preuves

beaucoup
plus

com
pliquées

quiproviennent
de

ce
qu’ils

sont
conséquences

de
ZF" .

O
n

ne
peut

pas
écrire

directem
ent

ces
program

m
es.

C
’est

pourquoion
est

obligé
d’introduire

la
théorie

ZF" .
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Le
cas

dégénéré
du

forcing
O

n
a
§
=
¶

=
§
?
¶

quiest
un

sem
i-treillis

avec
plus

grand
élém

ent
1.

Tous
les

com
binateurs

et
toutes

les
quasi-preuves

sont
égaux

à
1.

Toutes
les

opérations
binaires

sont
confondues

avec
l’opération

^
de

sem
i-treillis.

L’ordre
d’exécution

¬
sur

§
?
¶

est
l’ordre

inverse
du

sem
i-treillis.

??
est

un
segm

ent
initialet

§
\??

est
l’ensem

ble
des

conditions.
D

eux
conditions

p
,
q

sont
donc

com
patibles

ssi
p
^

q
›
??

.
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U
tilité

com
parée

Le
forcing

sert
pratiquem

ent
toujours

à
m

ontrer
l’indépendance

de
divers

axiom
es,les

cas
le

plus
célèbres

étant
A

C
et

C
H

.
Sion

m
ontre

que
le

m
odèle

de
forcing

ne
satisfait

pas
une

form
ule

©

cela
ne

peut
être

utile
que

sile
m

odèle
de

base
satisfait

©
.

La
situation

est
très

différente
pour

la
réalisabilité

classique
:

toute
inform

ation
sur

le
m

odèle
de

réalisabilité
est

exploitable

(m
alheureusem

ent
elles

sont
bien

plus
difficiles

à
obtenir).

Sion
m

ontre
que

le
nouveau

m
odèle

satisfait
une

form
ule

™

(par
exem

ple
A

C
,C

H
ou

leurs
négations

!)
on

a
un

program
m

e
quiréalise

™
,

qu’elle
soit

vraie
ou

non
dans

le
m

odèle
initial.

Et
de

plus,com
m

e
pour

le
forcing,on

a
m

ontré
la

consistance
de

™

ce
quiest

intéressant
si
™

est
fausse

dans
le

m
odèle

de
base.
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Fonctionnelles
Tous

les
sym

boles
de

fonction
définis

dans
le

m
odèle

M
de

base
se

prolongent
au

m
odèle

de
réalisabilité

N
.

Exem
ple

im
portant

:j
X
=

X
£
¶

quise
com

porte
com

m
e

un
type.

Toutes
les

form
ules

de
H

orn
vraies

dans
M

sont
réalisées

par
I:

Si
M

|=
(8

x

1 2
X

1 )...(8
x

n

2
X

n )(
f1 ( ~

x)=
g

1 ( ~
x),...,

f

k ( ~
x)=

g

k ( ~
x)!

f( ~
x)=

g
( ~
x))

alors
I
“°

8
x j

X

1
1

...8
x j

X

n

n

(
f1 ( ~

x)=
g

1 ( ~
x),...,

f

k ( ~
x)=

g

k ( ~
x)!

f( ~
x)=

g
( ~
x)).

Le
quantificateur8

x j
X

est
définipark8

x j
X

F
[
x]k=

S
x2

X

k
F

[
x]k.

Iléquivaut
à

(8
x
"j

X
).
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L’algèbre
de

Boole
j2

Les
opérations

triviales
^,_,¬

sur
{0,1}

définissent
l’algèbre

de
Boole

j2.
Le

m
odèle

de
réalisabilité

N
est

booléen
surj2

:on
définit

Æ
x

pour
Æ
"j2

en
posant

dans
M

:0
x
=
;

et
1

x
=

x.
O

n
a
Æ;

=
0

x
=
;

;(Æ
_Ø

)
x
=

(Æ
x)t

(Ø
x)

;Æ
(Ø

x)=
(Æ

^Ø
)
x

où
le

sym
bole

binaire
t

est
le

prolongem
ent

de
[

(attention,ce
n’est

pas
le

sym
bole

de
réunion).

Pour
chaque

form
ule

F
[ ~
x]

de
ZF

avec
param

ètres,on
définit

la
fonctionnelle

h
F

[ ~
x]i

à
valeurs

dansj2.Le
m

odèle
booléen

N
est

alors
une

extension
élém

entaire
de

M
.

(D
ans

le
cas

du
forcing,on

a
N

=
M

etj2
est

trivial).
Tout

ultrafitre
D

surj2
donne

donc
une

extension
élém

entaire
du

m
odèle

M
de

base,notée
M

D
.
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L’ultrafiltre
canonique

O
r,ilexiste

toujours
au

m
oins

un
ultrafitre

surj2,quia
des

propriétés
rem

arquables
:

Ildonne
une

extension
élém

entaire
M

D
de

M
quiest

bien
fondée.

M
D

est
donc

un
sous-m

odèle
transitifdu

m
odèle

de
ZF

associé
à

N

(nous
noterons

ce
m

odèle
N

2 ).O
n

en
déduit

:
Les

constructibles
de

N
2

form
ent

une
extension

élém
entaire

de
ceux

de
M

.

(Tout
cela

est
trivialdans

le
cas

du
forcing

où
on

a
M

D
=

M
).

Conclusion
intéressante

(cf.”U
tilité

com
parée”

ci-dessus):
Toute

propriété
vraie

dans
L

M
est

réalisée
par

un
program

m
e

(quasi-preuve)

(en
particulier

toute
form

ule
arithm

étique
ou

m
êm

e
ß

12
ou

¶
12

vraie).

16



Le
générique

•
D

ans
le

cas
du

forcing,le
nouveau

m
odèle

est
caractérisé

par
le

générique

quiest
une

partie
G
=

{(
p

,
p

);
p
2
¶

}
de

l’ensem
ble

des
conditions

§
=
¶

.
Ilfournit

la
vérité

dans
le

nouveau
m

odèle,car
on

a
:

N
|=
©

,
(9

p
2

G
) °M

|=
(
p
“°
©

) ¢

Le
générique

G
est

toujours
un

nouvelensem
ble

;iln’est
donc

jam
ais

constructible.
•

En
réalisabilité

classique
on

définit
le

générique
G
=

{(º
,º

);
º
2
¶

}.
O

n
a

trivialem
entk©

k=
k8
º
j¶

(hº
2
k©

ki=
1
,!

º
6"

G
)k

et
donc

:
N

|=
°¬
©

,
(9
º
"

G
)(hº

2
k©

ki=
1) ¢

pour
toute

form
ule

close
©

de
ZF

" .
G

est
m

aintenant
une

partie
de

j¶
;ilne

suffit
plus

à
fournir

la
vérité

dans
N

.
D

’ailleurs,dans
le

m
odèle

de
fil(voir

plus
loin)

le
générique

G
est

un
ensem

ble
d’entiers

constructible
et

m
êm

e
récursif.
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D
eux

m
odèles

typiques
Parm

iles
innom

brables
m

odèles
de

forcing,on
peut

citer
deux

exem
ples

très
sim

ples
m

ais
typiques

de
la

m
éthode

:
•

Les
conditions

sont
les

fonctions
p

:
n
!

2
avec

n
2
N

(arbre
binaire).

Le
générique

est
appelé

réelde
C

ohen.
O

n
obtient

ainsila
consistance

de
l’axiom

e
:

Ilexiste
un

réelnon
constructible.

U
ne

variante
donne

l’indépendance
de

l’hypothèse
du

continu.

•
Les

conditions
sont

les
fonctions

p
:Ω

!
R

où
Ω

est
un

ordinaldénom
brable.

Le
générique

est
une

surjection
de

@
1

sur
R

.
O

n
obtient

ainsila
consistance

de
l’hypothèse

du
continu

(m
éthode

alternative
à

celle
de

G
ödel).
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D
eux

m
odèles

typiques
En

réalisabilité
classique,ily

a
aussideux

m
odèles

typiques
dont

la
définition

est
particulièrem

ent
sim

ple.M
alheureusem

ent,
les

m
odèles

eux-m
êm

es
ne

le
sont

pas,et
on

est
très

loin
de

connaître
toutes

leurs
propriétés.

Et
m

êm
e,en

ce
quiconcerne

le
second,on

n’en
connaît

aucune
!

Ilne
peut

donc
pas

(pour
le

m
om

ent)donner
un

résultat
de

consistance.
N

éanm
oins,ilest

fort
utile

pour
analyser

les
program

m
es

en
∏

c -calcul.
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Le
m

odèle
de

fil
L’idée

est
d’avoir

un
m

odèle
cohérent

avec
??

m
axim

al.
Soient

µ
i

une
énum

ération
des

quasi-preuves
et
º

i

une
suite

de
piles

vides.
L’exécution

de
µ

i ?
º

i

donne
le

filnum
éro

i,noté
©

i Ω
§
?
¶

.
O

n
définit??

en
posant

§
?
¶

\??
=

S
i ©

i .A
utrem

ent
dit

:
??

est
form

é
des

processus
quin’apparaissent

dans
aucun

fil.
Les

quasi-preuves
sont

les
term

es
quine

contiennent
aucune

constante
de

pile.
L’intérêt

de
ce

m
odèle

est
qu’on

peut
ajouter

plein
de

nouvelles
instructions.

Problèm
e

ouvert
:que

se
passe-t-ilsion

n’en
ajoute

aucune
?

Pour
le

m
om

ent,on
ne

sait
absolum

ent
rien

sur
le

m
odèle

de
ZF

associé.
Satisfait-ilou

non
V

=
L

?
Sioui,on

a
un

program
m

e
pour

l’axiom
e

de
constructibilité

!
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Le
m

odèle
de

fil
La

situation
change

com
plètem

ent
avec

une
instruction

de
signature

ou
d’horloge.

•
Signature.

æ
?
ª.¥.º

¬
ª
?

n

¥ .º
où

¥
7!

n

¥
est

une
injection

de
§

dans
N

.
N

oter
qu’on

ne
suppose

pas
cette

injection
récursive.C

’est
alors

un
oracle.

•
H

orloge.fl
?
ª.¥.º

¬
ª
?

n
.º

où
n

est
:

soit
le

nom
bre

de
pas

d’exécution
depuis

le
boot

;
soit

le
nom

bre
de

fois
où

l’instruction
fl

s’est
exécutée.

Rem
arque

:Cette
instruction

est
très

sim
ple

à
im

plém
enter

pratiquem
ent.

M
ais

ilfaut
la

définir
dans

le
cadre

des
algèbres

de
réalisabilité

ce
quiest

m
oins

sim
ple.La

m
êm

e
m

éthode
perm

ettra
de

définir
les

instructions
de

lecture
et

écriture
en

m
ém

oire

couram
m

ent
affublées

du
nom

étrange
d’effets

de
bord.
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H
orloge,signature

et
choix

dépendant
L’im

plém
entation

usuelle
de

l’instruction
d’horloge

ne
rentre

pas
dans

le
cadre

des
algèbres

de
réalisabilité.Voicila

définiton
correcte.

fl
?
ª.¥.º

¬
ª
?

n
.º

où
l’entier

n
est

déterm
iné

com
m

e
suit

:
Soit

i
le

num
éro

du
filcourant

quiest
déterm

iné
par

º
.

O
n

exécute
µ

i ?
º

i

jusqu’à
arriver

à
fl
?
ª.¥.º

.
n

est
alors

le
nom

bre
de

pas
ou

bien
le

nom
bre

d’exécutions
de

fl
.

N
oter

que
le

filpeut
boucler,c’est-à-dire

passer
deux

fois
par

le
m

êm
e

état.
Seule

com
pte

la
prem

ière
fois.

Les
instructions

d’horloge
et

de
signature

réalisent
une

form
e

forte
du

C
D

:
l’axiom

e
du

choix
non

extensionnel(A
C

N
E)énoncé

ainsidans
ZF" .

8
u9

f ©Func[
f],(8

x
"

u
)8

y(
F

[
x,

y]!
F

[
x,

f(
x)]) ™

avec
Func[

f]¥
8

x8
y8

y 0 °(
x,

y)"
f,(

x,
y 0)"

f!
y=

y 0 ¢

et
F

[
x,

f(
x)]¥

9
z{(

x,
z)"

f,
F

[
x,

z]}.
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Signature
et

négation
de

A
C

L’instruction
de

signature
est

couram
m

ent
utilisée

:
fonctions

de
hachage,M

D
5,SH

A
1,etc.

M
ais

on
luidem

ande
l’im

possible
:par

exem
ple,SH

A
1

devrait
être

une
injection

de
2

2
64

dans
2

160
ce

quiparaît
difficile.

N
otre

instruction
æ

n’a
pas

ce
problèm

e
:injection

de
§

dans
N

.
Elle

perm
et

de
réaliser

avec
C

D
des

form
es

très
fortes

(et
nouvelles)de

¬
A

C
,

par
exem

ple
une

suite
de

parties
infinies

de
R

de
cardinalstrictem

ent
décroissant

ce
qu’on

ne
sait

pas
faire

avec
le

forcing.
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Lecture
et

écriture
en

m
ém

oire
O

n
définit

ces
instructions,dont

l’horloge
est

un
cas

particulier
:

•
Ecriture

du
term

e
¥

à
l’adresse

a
:

ƒ
?

a
.¥.ª.º

¬
ª
?
º

•
Lecture

à
l’adresse

a
:

|
?

a
.ª.º

¬
ª
?
¥.º

où
le

term
e
¥

est
obtenu

en
réexécutant

le
filcourant

©
i

jusqu’à
arriver

au
processus

courant|
?

a
.ª.º

.
¥

est
alors

le
term

e
quisuit

a
dans

la
dernière

apparition
de

ƒ
?

a
....

S’iln’y
en

a
pas,l’adresse

a
n’a

pas
été

affectée.A
rrêt

sur
erreur.

Bien
entendu,l’im

plém
entation

concrète
est

com
plètem

ent
différente.

M
ais

la
théorie

m
ontre

ce
fait

intéressant
et

peut-être
inattendu

:
L’utilisation

de
la

RA
M

n’est
possible

logiquem
ent

qu’à
l’aide

du
boot.

Par
exem

ple,elle
est

im
possible

dans
les

algèbres
quisuivent.
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Les
algèbres

BBC
Leur

nom
provient

d’un
article

de
Berardi,Bezem

et
Coquand.

Les
piles

sont
de

la
form

e
º
=

t0 .....
t

n°
1 .º

0
avec

t

i 2
§

;º
0

est
la

pile
vide.

O
n

ajoute
deux

com
binateurs

∑
et

A
dont

les
règles

d’exécution
sont

:
∑
?
º
¬

(stop)
A
?
ª.º

¬
ª
?
º

0
(efface

la
pile)

O
n

définit
k
º

par
récurrence

:
k
º

0 =
A

;
k

t.º
=
`

t k
º ,avec

`
t =

((C
)(B)C

B)
t

c’est-à-dire
∏

k
∏

x(
k

)(
x)

t.
O

n
a

donc
k
º
=

(`
t0 )...(`

t

n°
1 )A

c’est-à-dire
∏

x(A
)(

x)
t0 ...

t

n°
1 .

§
?
¶

=
§
£
¶

;ª
?
º
2
??

,
(9
º
02
¶

)(ª
?
º
¬
∑
?
º
0).

Les
quasi-preuves

sont
les

term
es

quine
contiennent

pas
∑

ce
quiassure

la
cohérence.N

oter
que,par

exem
ple,A

=
k
º

0
est

une
quasi-preuve.
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Les
algèbres

BBC
J’appelle

cette
algèbre

BBC
0 .Elle

correspond
assez

précisém
ent

à
ce

qu’on
appelle

la
program

m
ation

fonctionnelle
en

appelpar
nom

.
Elle

perm
et

de
m

ontrer
très

sim
plem

ent
qu’à

toute
preuve

dans
ZF

d’un
énoncé

arithm
étique

est
associé

un
program

m
e

quia
des

propriétés
rem

arquables.
M

ais,m
algré

sa
sim

plicité
et

son
intérêt

inform
atique,

on
ne

sait
absolum

ent
rien

sur
le

m
odèle

de
ZF

associé.
Peut-être

satisfait-ilV
=

L,ce
quiserait

fort
intéressant

puisqu’on
aurait

un
program

m
e

pour
l’axiom

e
de

constructibilité.
U

ne
variante

de
ce

m
odèle

va
d’ailleurs

donner
un

program
m

e
pour

l’hypothèse
du

continu.
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Les
algèbres

BBC
D

ans
leur

article,Berardi,Bezem
et

Coquand
cherchent

un
program

m
e

pour
l’axiom

e
du

choix
dépendant.Pour

cela,ils
définissent

ce
qu’ils

appellent
un

langage
de

program
m

ation
quin’en

est
évidem

m
ent

pas
un.

Illuicorrespond
une

algèbre
de

réalisabilité,que
j’appelle

BBC
.

La
différence

(im
portante)avec

BBC
0

est
la

suivante
:

Pour
chaque

suite
t

i (
i2
N

)
de

quasi-preuves,on
a

un
com

binateur
noté

V
i

t

i

avec
la

règle
d’exécution

:
V

i

t

i ?
n

.º
¬

t

n

?
º

(oracle)
Cette

algèbre
a

donc
la

puissance
du

continu.
Elle

a
beaucoup

de
points

com
m

uns
avec

m
on

deuxièm
e

exem
ple

de
forcing.
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L’hypothèse
du

continu
N

os
trois

m
ousquetaires

Be.,Be.&
Co.m

ontrent
qu’un

∏
-term

e
rem

arquable,
appelé

bar
récursion,réalise

l’axiom
e

du
choix

dépendant.
M

ais,en
poursuivant

l’analogie
avec

le
deuxièm

e
m

odèle
de

forcing,
on

peut
m

ontrer
que

ce
m

odèle
de

réalisabilité
satisfait

aussil’axiom
e

:
Tous

les
réels

sont
constructibles

et
donc

l’hypothèse
du

continu.
Ily

a
donc

un
∏

c -term
e

quiréalise
l’hypothèse

du
continu.

Je
n’aipas

cherché
jusqu’icià

l’écrire
explicitem

ent.
Ilest,bien

sûr,beaucoup
plus

com
pliqué

que
la

bar
récursion.

Ilserait
extrêm

em
ent

intéressant
de

com
prendre

son
exécution,

m
ais

cette
question

n’est
m

êm
e

pas
résolue

pour
la

bar
récursion.
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Variantes
de

BBC
L’anneau

de
Boole

j2
de

ces
m

odèles
de

réalisabilité
est

infiniet
m

êm
e

sans
atom

e.
O

n
obtient

des
algèbres

très
intéressantes

en
ajoutant

un
com

binateur
∞

et
la

règle
suivante

pour??
(proche

du
ou

parallèle
quiest

interdit):
Sideux

des
trois

processus
ª
?
º

,¥
?
º

,≥
?
º

sont
dans??

,alors
∞
?
ª.¥.≥.º

2
??

.
j2

est
alors

l’anneau
de

Boole
à

4
élém

ents.
Le

m
odèle

de
réalisabilité

N
est

booléen
sur

cette
algèbre

et
donc

:
N

=
M

0 £
M

1
avec

M
0 ,M

1 ¬
M

et
M

0 '
L

N

A
com

parer
avec

le
cas

du
forcing

où
j2

est
trivialet

N
=

M
.

Plus
généralem

ent,G
uillaum

e
G

eoffroy
a

introduit
des

com
binateurs

quidonnent
pourj2

tous
les

anneaux
de

Boole
finis.
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