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ALGEBRE LINEAIRE — PLANCHE D’'EXERCICES3

Exercice 1 * Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces ig¢xtgR? ?
A={(z,y) eR*/y =22} B={(z,y) €R?*/3z —y=0}
Méme question pour les parties suivante®Rde
A={(v,y,2) ER¥/x+y+2=1}, B={(r,y,2) €R¥/x —y+4z =0}
C = {(zy,2) €R3/x+y+z:06t2m—y+3z:()}, D ={(z,y,2) ER3/z<y< z}.

Exercice 2 * Parmiles ensembles suivants, reconnaitre ceux qui sergales-espaces vectoriels :

By ={(z,y,2,t) eERx =0,y = 2}; By ={(z,y,2) € R®/ay = 0};

Bz = {(z,y) e R*/x® +ay +y* > 0}; By ={(2,y,2) e R¥/x =1};

Es ={f eR¥/f(1) = 0}; Eg={f € RE/f(0) =1}
E; ={P € R,[X]; P’ = 3}; Es = {f € RR/f est croissanfe

Exercice 3 * SoientV etWW deux sous-espaces vectorielsRie Est-ce quéd’ N W est toujours un sous-espace
vectoriel deR™ ? Est-ce qué” U W est toujours un sous-espace vectorieRde?

Exercice 4 * Considérons.,...,u; € R™ avecu; = 0. Est-ce que ces vecteurs sont linéairement indépendants ?

Exercice 5 Est-ce que ces vecteurs sont linéairement indépendantss?pduvez faire d’abord un dessin pour
vous faire une idée.
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Exercice 6 x Décrire géométriqguement (droite, plan Bd tout entier) 'ensemble des combinaisons linéaires
des vecteurs suivants :
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Exercice 7 Les familles suivantes sont-elles libres ?
1. v; = (1,0,1), v2 = (0,2,2) etvs = (3,7,1) dansR>.
2.0 =(1,2,1,2,1), 02 = (2,1,2,1,2), v3 = (1,0,1,1,0) etvy = (0,1,0,0, 1) dansR®.
3. v =(2,1,3,-1,4,—1), vy = (—1,1,-2,2, -3, 3) etvs = (1,5,0,4, —1,7) dansRS.

Exercice 8 * SoientdansR? les vecteurs; = (1,1,0), v2 = (4,1,4) etvg = (2, —1,4).
1. Montrer quev; etwv, ne sont pas colinéaires. Faire de méme aveet v, puis avews etws.
2. Lafamille(vy,vq,v3) est-elle libre ?

Exercice 9 [Familles de fonctions] Soil’ I'espace vectoriel des fonctions fedansR . Dire parmi les familles
suivantes celles qui sont libres et celles qui sont liéeéesorecteurs (au sens éléments d’'un espace vectoriel) sont
donc des fonctions...

1. {f,g,h}, avecf(z) = 2, g(z) = 4sin*(z), h(z) = cos?(z)

{f.9.h}, avecf(z) =1, g(x) = sin(z),h(x) = sin(2z).

{f.9} avecf(z) ==, g(x) = COS(CB)

{f,g,h,k}, avecf(x) = (1 + z)?, g(x) = 2% + 22, h(z) = 3 etk(x) =
{/,9,h}, avecf(z) = cos(2z) , g(x) = sin®(z) ; h(x) = cos®(x).
{f.g9,h}, avecf(z) =0, g(z) = =, h(z) = 2?
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Exercice 10 * SoientE et I les sous-espaces vectorielsRieengendrés respectivement par les vecteurs :
{(2,3,-1);(1,-1,2)} et {(3,2,1);(1,4,-3)}.
Montrer queE et F' sont égaux.
Exercice 11 Vérifier que la famille
{(1,1,0);(0,1,1);(1,0,1)}
engendreéR? tout entier. Est-ce une base®é?

Exercice 12 Vérifier que les parties suivantes sont des sous-espacesiets; respectivement dg® et deR?,
et en déterminer des bases.

{($>y,2)€R3 / x_2y+Z20}
{(z,y.2) eR® | 2 —2y+z=0etx =y}
{(

{(

r,y,2,t) ERY / o —2y+2—t=0}
r,y,z,t) ER* / x—2y+ 2 =0}

RS
I

Exercice 13 Donner une description géométrique de tous les sous-espacwriels d&R? (raisonner selon la
dimension de ceux-ci). Justifier votre réponse.

Exercice 14 Dans unR-espace vectoriel de bage;, s, e3}, les familles suivantes sont-elles libres ? généra-

tricesde E? :
{e1 +ez,ea+e3,e3+e1}  {er,e1 +e2,e1 + €2+ es}

{61 762,62763,63761} {61+2€2,62+263,63+261}
{e1 +e2,e0 — 2e3} {e1,e1+e2,e1 + €2+ e3,2e1 + ey —e3}



Exercice 15 Déterminer lesquels des ensemblgs F», E; et E; sont des sous-espaces vectorielRdelLe
cas échéant calculer leurs dimensions.

Ei={(z,y,2) eR®; z+y—z=a+y+2=0}, Ey={(z,y,2) e R®; 2® - 2* =0},
By ={(z,y,2) € R?; e%e¥ =0}, Ey={(z,y,2) €R®; 2(2* +y*) = 0}.

Exercice 16 * DansR? on considére 'ensemblE des vecteuréry, zo, v3, r4) Vérifiantz, + o +23+x4 = 0.
LensembleF est-il un sous espace vectoriel Bé? Si oui, en donner une base.

Exercice 17 Dans I'espace vectorid®?, les vecteurs suivants constituent-ils une base ? (On patitiser la
méthode de I'échelonnement)

z1 = (1,-1,0), zy = (1,0,1), z3 = (1,2,3).

x1 = (1,0,-1), zy = (0,1,0), z3 = (1,1,0).

x1 = (1,2,3), xo = (2,3,1), xz3 = (0,0,0).

z1 = (1,0,0), xo = (1,1,0), x3 = (1,1,1).

xp =(1,1,-1), xo = (1,-1,1), x3 = (—1,1,1).

o~ 0 Dnp e

Exercice 18 Montrer que les vecteurs suivants forment une bade‘de
Vi=(0,1,1,1), Vo = (1,0,1,1), V3 = (1,1,0,1), V4 = (1,1, 1,0).

Dans cette base, calculer les composantes des vectdirs: (1,1,1,1) et V =(1,0,0,0).
Exercice 19 Soit la famille
{X35X2<X - 1)5X(X - 1)27 (X - 1)3} € R[X]

Montrer gu’elle engendrR;[X], le sous-espace des polyndmes de degré inférieur ou égad 2Hst-ce une base
deR3[X]?

Exercice 20 *
Quel est le rang des systemes de vecteurs suivants ? (O puiliser la méthode de I'échelonnement).

1. Vi =(1,0,1),V2 = (1,1,0), V3 = (0,1,1).
2. vy =(1,0,0,1), V5, = (1,1,0,0), V3 = (0,1,1,0), V4, = (0,0,1, 1).
Exercice 21 * Les vecteurs suivants sont-ils linéairement dépenda@tuler le rang de cette famille.
Vi =(1,0,0,2,5), Vo = (0,1,0,3,4), Vs = (0,0,1,4,7), V4 = (2, -3,4,11,12).
Exercice 22 Calculer le rang des deux familles de vecteurs ci-dessous.
1. v=(,1,01),V,=(-1,1,1,0), V3 = (0,-1,1,1), V; = (1,1,1,0).
2.V, =(1,-1,0,1), V, = (1,1,-1,1), V5 = (0,1,1,1), V, = (1,0,1,0).
Exercice 23
On considére, dans I'espace vectoRél la famille de vecteurs suivants :

(1,1,a), (1,0, 1), (e, 1,1).
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Déterminer en fonction de le rang de cette famille de vecteurs.

Exercice 24 Montrer que tout sous-espace vectofietle R™ peut étre représenté comme l'image d'une appli-
cation linéaire (Indication : choisir une famille généiegrdel” et considérer la matrice dont les vecteurs colonnes
sont les vecteurs de cette famille).

Exercice 25 Trouver des vecteurs qui engendrent le noyau de chacuneatdseas suivantes :

11 1
(1 2) <2 3) (0 0) <0 1>(

) , , (1 2 3), 112 3|,
3 4 6 9 0 0 00 L3 s

11 1 1 2 3 1 2 3 4 5(1)33:
(O O O N T2 I U S B P D,
11 1 3 2 1 00 0 1 0 1 3 4

Exercice 26 Pour chacune des matrices suivantes décrivez géométnuineage de I'application linéaire
associée (en tant que droite, plan, etc. d@hsuR?) :

1

(12)(14)(1234)111 gi;
3 4 3 12 -2 -4 -6 -8 111 6 5 7

Exercice 27 * Trouver le plus grand nombre possible de vecteurs linézerg indépendants parmi les vecteurs
suivants :

1 1 1 0 0
u; = -1 Uz — 0 us — 0 Uy — ! U — 1 U — 0
0 -1 0 -1 0 1
0 0 -1 0 -1 -1

Exercice 28
On considére, dans I'espace vectoRél la famille de vecteurs suivants :

(1,1,a), (1,0, 1), (o, 1,1).
Déterminer en fonction de le rang de cette famille de vecteurs.

Exercice 29 * Déterminer la dimension des sous espaces vectoriels dnggpar chacune des 2 familles de
vecteurs ci-dessous. Donnez en une base et exprimer ledoowdes de chacun des vecteurs de la famille dans la
base trouvée.

1. lafamille{Vy, V,, V5, V4, V5} avec:

Wi = Vo = V3 =

= W N =
T = W N
S Ol W
N O Ut
&
Il
0 3 & ot



2. la famille{W,, W5, W3, W, } avec :

1 1 0 1
3 2 -1 0

Wl - 0 ) W2 - 3 ) W3 - 0 ) W4 - 0 ;
-1 0 —4 —13

Exercice 30 *
1. Montrer que

oo ) (oo) (Vo) (0d)}

est une base de I'espace des matrices carrées rééellese@ord
En déduire la dimension de cet espace.

Donner une base et la dimension des matrices carréeselard
Donner une base et la dimension des matrices carréegeifodiagonales.
Donner une base et la dimension des matrices carréesealiosymétriques.

ok~ 0D

Donner une base et la dimension des matrices carréeselotdangulaires supérieures.

Exercice 31 *

. . . 1
Donner une matricel dont I'image est engendrée pér5 )

Exercice 32

1. Construire une matrice dont le noyau est I'ensemble désphes du vecteur de composanids?2, 3).

2. Construire une matrice dont le noyau contient le vecteuc@mposanteél, 2,0) et I'image les vecteurs de
composantesl, 0,1) et(0,0,1)

Exercice 33 * Soit les matrices :

1 1 2 -1 1 10 2 -1 1
-1 0 0 0 -1 010 0 1
A*00171 B’0011f11
0 1 0 1 0 100 0 1

1. Quelles sont les colonnes pivotales et les colonnes notates ?

2. Déterminer le noyau dé en donnant les équations qui le définissent.
3. Donner une base du noyau et déterminer sa dimension.

4. Quel est I'image de la matricé?

5. Soith € R*. Résoudre le systéme linéaide: = b.

Exercice 34
2 4 6 4 by
SoitA= |2 5 7 6| etb= |b,
2 3 5 2 b

1. Echelonner la matrice augmentée ] pour la transformer efl/  ¢| ot U est échelonnée.

2. Trouver les conditions sui, b, etbs pour queAx = b ait une solution.
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3. Décrirelm A (plan ? droite ? tout I'espace ?)
4. DécrireKer A. Trouver une base du noyau.
5. Trouver une solution particuliére au systerhe = b = (4, 3,5).

6. Trouver la forme totalement échelonnée d|.

Exercice 35 [Résolution de systemes homogenes] Résoudre les systidaadis suivants :

2 + y — z = 0 . N =0
{4x _ oy - 0 y + 2z — w = 0
z + 2y + 3z — w = 0
r - y + =z = 0
Y + w = 0 a — b + 3¢ + d — e =0
3v — 2y 4+ 32 + w = 0 {2a - b 4+ ¢ +d + e =0
-y - w = 0

Puis recommencer mais cette fois avec un vecteur second maerob nul égal respectivement a :
(1,3), (1,3,7), (1,2,3,4), (1,3).

Exercice 36 On considere les vecteurs = (1,0,0,1), v = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0), v4 = (0,0,0,1),
vs = (0,1,0,1) dansR* .

1. Vect{vy,v;} et Vecfvs} sont-ils supplémentaires daR$ ?

2. Méme question pour Vet , vs, v4} et Vecvq, vs }.

Exercice 37 * SoientF, G et H trois sous-espaces vectoriels d'un espace vectBri€lomparet N (G + (F'N
H))et(FNG)+ (FNH).

Exercice 38 Déterminer siles sous espaces vectorielR¥suivants sont supplémentaires, en somme directe :
- Vi={(z,y,2)telsquer + 2y + 2z =0, z — z = 0} etV, = Vect{(1,a,b)} poura,b € R.

- Vi =Vect{(1,2,-1),(1,0,1)} etVy = Vect{(0,1,2)}.

- Vi ={(z,y,2) tels quer + 2y + z = 0} etV, = Vect{(1,0,—1)}.

- Vi ={(z,y,2) telsquexr + 2y + z = 0} et Vo = Vect{(1,2,1)}.

Exercice 39 Soientz,y,u,v des éléments d&*. On note)M et N les sous espaces vectoriels engendrés
respectivement pgrz, y} et{u, v}. Dans quels cas a-t-aW & N = R*?

1.2 =(1,1,0,0),y = (1,0,1,0), u = (0,1,0,1),v = (0,0,1,1).
2. x= (_15 17170)! Y= (Oa 1a _171)! U= (1707()’0)' v = (0a05071)
3. 2=(1,0,0,1),y = (0,1,1,0), u = (1,0,1,0), v = (0,1,0,1).

Exercice 40 * Montrer queA = {(z,y,2) € R3/ = —y = 2} est un sous-espace & dont on déterminera
une base. Méme question avBc= {(z,y,2) € R3/ y =z etz = 0}. Vérifier queR?® = A & B.

Exercice 41

Soit F' le sous espace vectoriel @& engendré par les vecteu(s, 1,1), (1,0, —1) et (4,2,0). Quelle est la
dimension deF’ ? Faire un dessin.

Trouver un supplémentaire dédansR3.



