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PLANCHE D’EXERCICES N°2

1 Espaces vectoriels

Exercice 1 * Parmi les ensembles suivants, reconnaitre les sous-espaces vectoriels de R? ou de R3.

A={(z,y) eR*:y=2z}; B={(z,ycR*:3x—y=0}; C={(z,y) eR*:z4+y=1};
D={(z,y,2) ER¥:x+y+z=1} E={(z,y,2) ER®: 2z —y+ 4z =0}
F= {(zy, €R3:x+y+2:06t2xfy+3z:0}; G:{(az,y,)ER3:x§y§z};

H={(z,y,2) € R®: 2y = 0}; K ={(z,y,2) €R3:x =1}

Exercice 2 * Les ensembles suivants, sont-ils des sous-espaces vectoriels des espaces ambiants, munis des lois

usuelles ?
By ={(z,y,2t) ER [z =0,y = z}; By = {(z,y) € R? [ 2? + 2y +y* > O}
By ={f:R—=R|f(1) =0} Ey={f:R—=>R|[f(0) =1}
E; ={PeR,[X]|P=00uP =3}; Es ={f:R — R| f estcroissante};
E; ={f:R—R| festsugjective} U{f =0}; Es={f:R— R| f(R) est un ensemble fini};
Ey={f:R—=>R[0€ f(R)}; Eyo=A{f:a,b] > R|2f(a) = f(b)}.

Exercice 3 * Soient V et W deux sous-espaces vectoriels de R™. Est-ce que V N W et V U W sont toujours des

sous-espaces vectoriels de R™ ?

Exercice 4 On note Rj_ I’ensemble des nombres réels strictement positifs. Sur cet ensemble, on considere
I’addition B : R x R% — R et la multiplication par un scalaire [J : R x R} — R? définies par les formules

suivantes :
Vo,y € RY, VA€ R, cBHy=zy et ALz =z

Montrer que (R, H, [J) est un espace vectoriel réel.

) }
X = EMQ(R):CLER .
0 1

1. Montrer que X n’est pas un sous-espace vectoriel de Mo (R).

Exercice 5 Soit

2.SoitH : X x X — X ’addition définie par le produit classique des matrices : AEHB = AB pourtout A, B € X.
Montrer que cette opération est bien définie, commutative, associative, trouver 1’élément neutre de cette addition
ainsi que 1’opposé d’un élément A € X.

3. Définir une opération de multiplication par un scalaire [J : R x X — X, de facon a ce que (X, B, [J) soit un

espace vectoriel réel.



2 Familles libres

Bien que la notation standard soit en colonnes, nous allons donner les vecteurs de R™ en lignes pour gagner

de place sur la planche.

Exercice 6 * Est-ce que les vecteurs suivants forment une famille libre dans 1’espace R™ correspondant ?
1.(2,1),(6,3) e R%  2.(7,11),(11,7) € R%;  3.(1,1),(3,-5),(—6,5) € R?;
4.(1,0,0),(1,2,0),(1,2,3) e R 5.(1,1,1),(3,2,1),(6,5,4) € R* 6.(1,1,1),(1,2,3),(1,3,6) € R?;
7.(1,1,1,1),(1,2,3,4),(1,4,7,10) e R%;  8.(1,2,1,2,1),(2,1,2,1,2),(1,0,1,1,0),(0,1,0,0,1) € R®.

Exercice 7 * Considérons uq,...,u; € R™ avec u; = 0. Est-ce que ces vecteurs forment une famille libre ?

Exercice 8 Soit E un espace vectoriel réel. Démontrer que :
1. Deux vecteurs u, w € E sont linéairement indépendants si et seulement si ils ne sont pas colinéaires.

2. Les vecteurs non nuls uy, . . ., u,, € F sontlinéairement indépendants si et seulement si u; 1 ¢ Vect{us,...,u;},

pourtouti =1,...n—1.

Exercice 9 * Soient dans R? les vecteurs v; = (1,1,0), vo = (4,1,4) et vz = (2, —1,4).
1. Montrer que v; et v ne sont pas colinéaires. Faire de méme avec v et vs, puis avec vy et vs.

2. La famille {vy, vo,v3} est-elle libre ?

Exercice 10 Soit E I’espace vectoriel des fonctions de R dans R . Déterminer parmi les familles suivantes celles

qui sont libres et celles qui sont liées.
1. {2,4sin” z, cos® x} ;

Az, et}

. {sinz, cos z};

A+ )% 2% + 22,3, 2} ;

2

3

4

5. {cos(2z),sin” z, cos® x};
6.{0,z,2%};

7.{1,e% e ... e},

8

.{1,sinz, sin(2x)} et puis {1, sin z, sin(2z), . .., sin(nx) }.

Exercice 11 * Soient £ = Vect{(2,3,—1),(1,—1,2)} et FF = Vect{(3,2,1), (1,4, —3)} deux sous-espaces

vectoriels de R3. Montrer que F = F.

Exercice 12 Soit £ un espace vectoriel réel. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses et justifier la

réponse :
1. Une famille {v1,...,v,} dans E est libre si et seulement si la famille {Z;Zl v; 11 =1,...n} estlibre.
2.Sivy,v9,v3,04 € Eet ijl v; = 0, alors VCCt{’Ul, V2, ’U3} = VCCt{UQ, U3, ’U4}.

3.Siv,u,w € Eetw ¢ Vect{v, u}, alors Vect{v, u} N Vect{v, w} = Vect{v}.



Exercice 13 Soient ey, o, e3 des vecteurs linéairement indépendants d’un espace vectoriel réel X . Pour quelles

valeurs de a € R les vecteurs e; + aeo, €2 + aes, e1 + aes sont linéairement indépendants ?

Exercice 14 Soit E I’espace vectoriel réel des suites de nombres réels, muni des lois usuelles suivantes :
V(rn), (yn) € E, VA €ER, (#n) + (Yn) = (Tn + Yn), A (2n) = (Azn).

Considérons le sous-ensemble F' C E des suites vérifiant la relation de récurrence w42 = up41 + 2u,, pour tout
n > 0.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.
2. Monter que les suites de terme général a,, = (—1)™ et b,, = 2" forment une famille libre de F'.

3. Montrer que tout élément de I’ est déterminée par ses deux premiers termes. En déduire que

F =Vect{(an), (bn)},

c’est-a-dire que F' est un plan vectoriel de F.

4. Déterminer le terme général de la suite (u,,) € F vérifiant ug = 1 et u; = 2.

3 Bases et dimension
Exercice 15 * Vérifier que la famille ( (1,1,0), (0,1,1),(1,0,1) ) engendre R? tout entier. Est-ce une base de
R3?
Exercice 16 * Montrer que les vecteurs suivants :
01 =(0,1,1,1), vo = (1,0,1,1), v3 = (1,1,0,1), vy = (1,1,1,0),

forment une base de R*. Dans cette base, calculer les coordonnées des vecteurs vy, va, v3, ¥4 ainsi que celles de
=(1,1,1,1) etw = (1,0,0,0).

Exercice 17 * Dans I’espace vectoriel R3, les vecteurs suivants constituent-ils une base ?

1.y =(1,-1,0), a3=(1,0,1), a3=(1,2,3).

2.2y =(1,0,-1), a3 =(0,1,0),  a3=(1,1,0).

3.0 =(1,2,3), a3=1(23,1), a5=1(0,0,0).

4. 3y =(1,0,0),  m=(1,1,0), x3=(1,1,1).
5.00=(1,1,-1), xy=(1,-1,1), a3=(-1,1,1).

Exercice 18 * Vérifier que les parties suivantes sont des sous-espaces vectoriels, respectivement de R3 et de R*,

en déterminer des bases et en déduire leurs dimensions.

F ={(z,y,2) €R3 | 2 -2y +2=0}

G ={(r,y,2) €R® | x —2y+2=0et =y}

H ={(z,y,2,t) ER* | 2 =2y 42—t =0}

K ={(z,y,2,t) eR* | 1 —2y+2=0etx+y+z+t=0}



Exercice 19 Déterminer lesquels des ensembles F1, Fs, F3 et E4 sont des sous-espaces vectoriels de R3. Le

cas échéant calculer leurs dimensions.

Ey={(z,y,2) ER® | z+y—z=24+y+2=0}, Er={(zx,y,2) €eR® | ° -2 =0},

L3 = {(x,y,z) € Rg | efe? = 0}7 Ly = {(I,y,Z) € RS | Z(IQ +y2) = O}

Exercice 20 Donner une description géométrique de tous les sous-espaces vectoriels de R? puis de R3 (raisonner

selon la dimension de ceux-ci).
Exercice 21 * Considérons I’ensemble
E = {(21,22,73,74) € R* : 21 + 29 + 23 + 24 = 0}.
L’ensemble E est-il un sous espace vectoriel de R* ? Si oui, en donner une base et en déduire sa dimension.

Exercice 22 Montrer que I’ensemble S = {p € Rs[z] | p/(1) = 0} est un sous espace vectoriel de Rs[x].

Trouver une base de S et en déduire sa dimension.

Exercice 23 Soit la famille de polyndmes (23, 22 (x — 1), z(z — 1)2, (z — 1)3). Montrer qu’elle engendre R3[z].

Justifier que c’est une base de R3[x]. Trouver les coordonnées du vecteur p(z) = 223 + x + 2 dans cette base.

Exercice 24 Soit P un polyndme a coefficients réels de degré n. Montrer que P et ses n dérivées forment une

base de I’espace R,,[z].
Exercice 25 Considérons la famille de vecteurs de R* suivante
U1 = (1’_17072)a V2 = (170a152)7 V3 = (17375a 7)) Vg = (0,2,3,@),

ona € R.
1. Pour quelles valeurs de « la famille forme une base de R* ?

2. Dans le cas ou la famille est liée, déterminer toutes les relations linéaires liant ces vecteurs. Quelle est la

dimension de I’espace engendré ?

3. Soit v = (=2, k, 1, 3). Pour quelles valeurs de k a-t-on v € Vect{vy, v, vs,vs} ? Dans ce cas, déterminer les

composantes du vecteur v dans une base de Vect{vy, v2,vs,v4}.

Exercice 26 *

1. Montrer que la famille

(o)) (o))

est une base de 1’espace des matrices carrées rééelles d’ordre 2. En déduire la dimension de cet espace.
2. Donner une base et la dimension des matrices carrées d’ordre n.
3. Donner une base et la dimension des matrices carrées d’ordre n diagonales.

4. Donner une base et la dimension des matrices carrées d’ordre n symétriques.



5. Donner une base et la dimension des matrices carrées d’ordre n triangulaires supérieures.
Exercice 27 * Dans un espace vectoriel réel E de base (e, €2, e3), les familles suivantes sont-elles libres ?
génératrices ?

1. {e1 +ez,e2+e3,e3+er}, 2. {ei,e1 +e2,e1+e2+e3},
3.{e1 —ea,ea —e3,e5 —er}, 4. {e1 + 2e9,es + 2e3,e3 + 2e1 },
5. {81 + e2,60 — 263}, 0. {61,61 + eg,e1 + 69+ e3,2e; + e — 63}.

Exercice 28 Soit E un espace vectoriel réel et {e1, €3, €3, €4} une famille libre de F.

1. Déterminer la dimension et une base du sous espace vectoriel
F = Vect{ey + e4,2¢e1 + 3es + 2e4, €3, —€1 — Hes — ey }.
2. Déterminer, en fonction de h € R, la dimension et une base (quand elle existe) de

G = F N Vect{ey + hea, hey + hey}.

Exercice 29 *

Quel est le rang des familles de vecteurs suivantes ? (On pourra utiliser la méthode de I’échelonnement).

1. vy = (1,0,1), vo = (1,1,0), v3 = (0,1,1).

2. vy = (1,0,0,1), vo = (1,1,0,0), v3 = (0,1,1,0), vs = (0,0,1,1).

3. v; = (1,1,0,1), v3 = (—=1,1,1,0), v3 = (0, —1,1,1), vy = (1,1,1,0).

4. vy = (1,-1,0,1),v3 = (1,1,-1,1), v3 = (0,1,1,1), v = (1,0, 1,0).

5. v1 = (1,0,0,2,5), v = (0,1,0,3,4), v3 = (0,0,1,4,7), vs = (2, —3,4,11,12).

Exercice 30 * Déterminer les relations linéaires liant les vecteurs suivants :
uy = (17_17070)7 Uz = (1703_170)7 uz = (170707_1)7
ug = (0,1,-1,0), wus=(0,1,0,—1), wue=(0,0,1,—1).

Trouver le plus grand nombre possible de vecteurs linéairement indépendants parmi ces vecteurs.

Exercice 31 Répondre aux questions de I’exercice précédent dans le cas des vecteurs py (x) = 23 +4x? —2x+3,

pa(x) = 22° + 1022 — 3z + T et p3(x) = 22° + 422 — 62 + 4 dans R3[z].

Exercice 32 * Déterminer la dimension des sous espaces vectoriels engendrés par chacune des 2 familles de
vecteurs ci-dessous. Donnez en une base et exprimer les coordonnées de chacun des vecteurs de la famille dans la
base trouvée.

1. vy =(1,2,3,4), v =(2,3,4,5), wv3=1(3,4,5,6), wvq4=(4,5,6,7), wv5=(56,7,8).

2. wy =(1,3,0,-1), we=(1,2,3,0), ws=(0,—-1,0,4), wg=(1,0,0,—13).

Exercice 33
On considere, dans 1’espace vectoriel R3, 1a famille de vecteurs suivants :
(1,1,c), (1,0, 1), (a,1,1).

Déterminer en fonction de « le rang de cette famille de vecteurs.



4 Somme directe, sous-espaces supplémentaires

Exercice 34 * Montrer que A = {(z,y,2) € R3 | z — y = 2} est un sous-espace de R? dont on déterminera
une base. Méme question avec B = {(z,y,2) € R3 | y = z etx = 0}. Vérifier que R® = A @ B.

Exercice 35 * Soient z,y,u,v des éléments de R*. On note M et N les sous espaces vectoriels engendrés
respectivement par {x,y} et {u,v}. Quels sont les cas ou M & N = R*?

L= (17 1a070)7 Y= (1707 170)’ U= (0’ 1,0, 1)’ v= (0307 17 1)

2. 2= (_]-a 1; 1’0)’ Y= (07 ]-7 -1, 1)’ u = (1’0707 0)’ v= (07 Oa 0; 1)

3. =(1,0,0,1),y =(0,1,1,0), u = (1,0,1,0), v = (0,1,0, 1).

Exercice 36 On considere les vecteurs v; = (1,0,0,1), v2 = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0), v4 = (0,0,0,1),
vs = (0,1,0,1) dans R* .

1. Vect{vy,va} et Vect{vs} sont-ils supplémentaires dans R* ?

2. Méme question pour Vect{vy, v3,v4} et Vect{va, vs}.

Exercice 37 Déterminer si les sous espaces vectoriels de R? suivants sont supplémentaires ou en somme directe :
1. Vi = Vect{(1,2,-1),(1,0,1)} et Vo = Vect{(0,1,2)}.

Vi={(z,y,2) €R®: 2 +2y+2=0}et Vo = Vect{(1,0,—1)}.

- Vi={(2,y,2) € R3: 242y + 2 =0} et Vo = Vect{(1,2,1)}.

A W

Vi={(z,y,2) ER3:x+2y+2=0,z— 2 =0} et Vo = Vect{(1,a,b)} pour a,b € R.

Exercice 38 * Soit F le sous espace vectoriel de R?® engendré par les vecteurs (1,1,1), (1,0, —1) et (4,2,0).

Quelle est la dimension de F' ? Trouver un supplémentaire de F' dans R3.

Exercice 39 * Soient F', G et H trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel £. Comparer F'N (G + (F'N
H))et(FNG)+ (FNH).



