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LICENCE MATHS-INFO - Analyse I

CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N° 1

Exercice 1.
1. (a) Une suite (up)nen est bornée ssi : IM € R,Vn € N, |u,| < M.
(b) Une suite (uy,)nen tend vers —oo ssi: VA € R,2IN e NNVn e Nn > N = u,, < A.

2. (a) On fixe ¢ > 0 et on pose N = {(% - 1)2J + 1. Pour tout entier n > N, on a alors

n> {<§—1)2J+1><§—1>2 = ﬁ>‘§—1

= \/ﬁ>§—1 = 1+\/ﬁ>§ =
)12\/5_ 1-2n, 242/m| 3 _
1++/n 1+vn  1+4/n 1++/n
On a bien montré que, pour tout réel € > 0, il existe un rang N € N au-dela duquel on a
’11;%’7 - (4)’ <e.
(b) On fixe A € R et on pose N = L leA — I\J + 1. Pour tout entier n > N, on a alors

car la fonction racine croit sur R4
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14++/n

€ 3
< —car — >0
3 €
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n> L |6A1|J +1>4/leA=1] = n2>le =1 = n®>et—1 = 14+n2>et
= In(1 +n?) > A car la fonction In est croissante sur RY.

On a bien montré que, pour tout réel A € R, il existe un rang N € N au-dela duquel on a
In(1 +n?) > A.

3. (a) Soit (un)nen une suite décroissante. On veut montrer qu’il existe M € R tel que, pour tout n € N,
Uy, < M. Puisque la suite estdécroissante, il suffit de prendre M = uy.

(b) Soit (un)nen une suite qui converge vers £ € R et (v, )nen une suite qui converge vers +o00. Puisque
(un)nen converge vers ¢, on sait qu'il existe N7 € N tel que |u,, — £] < 1, et donc u,, > ¢ — 1 pour
tout n > Nj.

Fixons maintenant A € R. On a alors A—{¢+1 € R, et puisque la suite (v, )nen converge vers +oo,
on sait qu’il existe Ny € N tel que v,, > A — £+ 1 pour tout n > No. En posant N = max(Ny, Na),
on a donc, pour tout n > N, u,, +v, >A—L+1+0—-1=A.

On a bien montré que, pour tout réel A € R, il existe un rang N € N au-dela duquel on a
Uy + v, > A

Exercice 2.

1. (a) La suite (u,)nen est strictement croissante. En effet pour tout n dans N, on a

sin(n) < 1

=2n+sin(n) < 2n+1

=2n+sin(n) < 2(n+1)+sin(n+1)car 1 <2+sin(n+1)
=S Uy < Upgl



(b) La suite (v, )nen+ est strictement croissante. En effet pour tout n dans N*, on a

n+1 n
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(¢) En calculant les premiers termes de la suite (w; = 4, wy = 2, w3 = v/2), on s’apercoit que la suite
(wn)nen semble strictement décroissante. Montrons par récurrence sur n € N la propriété

Vn € Nywp41 < wy,.

Initialisation : on a w; = 4 < 16 = w la propriété est donc vraie au rang 0.
Hérédité : Soit n € N fixé. Supposons la propriété vraie au rang n, c’est a dire que wy, 411 < w,, et

montrons qu’elle reste au vraie au rang n + 1, & savoir :

carrée est strictement croissante, on a

Wn+2 = \/Wpt1 < /Wn = Wn+1,

Wpt2o < Wpt1. Comme la fonction racine

ce qui montre que la propriété est vraie au rang n + 1 et achéve la démonstration par récurrence.

Conclusion : la suite (wy,)nen est strictement décroissante.

VneN, ona —1 < sin(n)

=2n—1 < 2n+sin(n)

=-1 < u,

Ainsi la suite (up)nen est minorée par —1. Montrons qu’elle ne peut étre majorée en raisonnant
par 'absurde : supposons qu’il existe M € R tel que Vn € N, u,, < M. Pour tout n € N on a

<SM=2n+sin(n) < M =n<

2

Ainsi, pour n = E[2F] 4+ 1, on a

ce qui est absurde car

Vr e R,z < E[z] + 1 et donc

M+1
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L’hypothese de départ est donc fausse et la suite (u,)n,en n’est donc pas majorée.

de cette fagon en sommant ces inégalités, on obtient Vn € N*,
est donc bornée.

VneN", ona —4< 4cos()
-3<  3(—=1)"

-1< - 2

n+1

<4,
<3,

<0,

—8 < v, < 7, et la suite (vy,)nen+



3. (a)
Vn € N*, on a —1<cos(n) <1
= —3<cos(n)—2< -1
3 (cos(n)—2) 1
T TmaST g STa
. 3 . 1 . P 1
Comme lim —— = lim —— =0, en utilisant le théoréme des gendarmes on en déduit que
n—-+o0o n n—-+oo n
lim w, =0.
n—+oo
(b)
3n+5(—-1)" 3n 5(—1)"
VneN =
| Al gl
B 3 5(-1)"
T T |
. 1 1 . 3
D’une part, comme lim 1+ — = 1 on en déduit que lim ———= = -. D’autre part,
n—+4o00 n n—r+0o0 2(1 + E) 2
. : s . 5(=1)" .
comme (—1)" est bornée et lim = 0 on en déduit que lim = 0. Finalement,
; n—+oo 2n 4 1 n—+oo 2n + 1
li n = =-
o=

(€) Vn e N wy = (1) (14 1) = (-1 4 E

1 -1"
Comme (—1)" est bornée et lim — =0 on en déduit que lim (=1 = 0. En revanche (—1)"
n—4+oco n n—-4oo n

n’admet pas de limite, montrons que c’est aussi le cas de la suite (wp)nen-. On considere les
sous-suites de rangs pairs et impairs, respectivement (way )nen+ €t (Wan41)nen+. On a ¥n € N*

e = (mp CT L
2n 2n n—+too
won1 = (1) 4 (Gl S

La suite (wp)nen+ admet donc deux sous suites qui convergent vers des limites différentes, elle
n’est donc pas convergente.

(V2n+1-v2n—-1)(vV2n+1++2n—-1)
V2n+14++2n-1
(V2n+1)* - (vV2n —1)°
V2n+14++2n -1
2n+1—-(2n—-1)
Ven+1++2n—1
2

V2n+1+4+42n-1
—F 0.

n—-+o0o

Vn e N*, =z, =

Exercice 3.

1. Soit n € N. On a vpy1 = Upqo + 25+ = u"+§"+l + +5 = upq 4+ % = v,. La suite (vy)nen est
donc constante, égale a vg = uy + 4.

2. D’apres la question précédente, on a, pour tout n € N, u, 11 + 5+ = vo, et donc u, 41 = vo — 5.



3. On cherche « et r, deux réels, tels que, pour tout n € N, on ait up+1 — a = r(u, — ). D’apres la
question précédénte, cela donnerait

U 2r+1
vo—f—azr(un—a)(:) ;— up =vo + (r —1)a,
ce qui est satisfait si 2r +1 =0 et vy + (r — 1)a = 0, autrement dit, si r = —% et a = 2%

Réciproquement, en posant o« = 2%, on a bien, pour tout n € N,

B Up 200 Vo Up 1 1
Un+1—a—vo—7—?—3—7—5(04—%)——5(%—04)-

4. La suite (u, —a)nen est géométrique de raison f%. On a dong, pour tout n € N, u,, —a = (f%)n (up—
«), et donc

(="

1" 2v, 2v 1" 2ur +u 2ui +u

Up = on (UO—OZ)—FOé: (2n) (UO—BO)‘FBO— (2n) <UO— 13 0>+ 13 0
_ (—1)” Q(UQ — ul) n 2u1 + up _ (—1)”(@60 — U,l) 2u1 + ug
AL 3 3 3.2n-1 3 '

5. D’apres la question précédente, la suite (u,)nen est la somme d’une suite géométrique de raison
—% et de la suite constante égale a 2“1% Puisque ‘—%| < 1, la premiere converge vers 0, et la
seconde converge trivialement vers 2“1% Par somme de suites convergentes, on en déduit que la
suite (uy)nen converge vers 24t



