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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N° 2

Exercice 1.
1. Ve e R} ,JA € R,V €]A, +ool, | f(2)| < e.
2. e eRL,VneRL, 3z €]l —n, 141 |f(z) -3 >«
3. VAeR,3B € R,Vz €|B, +o0[, f(z) > A.

Exercice 2.

Pour tout z € R\ {0,1}, on a f(x) = % =2+l Or (z — 2+ 1) et (z — ) sont toutes les deux des

polyndmes, donc définies et continues sur R. Elles admettent donc des limites égales a leurs évaluations en

tout point.

z+1 1+1
Par quotient de limites ne s’annulant pas, on a donc lim f(z) = lim RELN ek 2. On peut donc
r—1 r—1 X 1

prolonger par continuité la fonction f en 1 avec f(1) = 2.
Par quotient d’une limite strictement positive et d’une limite nulle par valeurs positives, on a donc lim+ flz) =
z—0
.o +1
lim

r—0t T
par quotient d’une limite strictement positive et d’une limite nulle par valeurs négatives, on a méme

= +o00. La fonction f ne peut donc pas étre prolongée par continuité en 0. Et par ailleurs,

lim f(x) = —o0 # +00; la fonction f n’admet donc méme pas de limite en 0.
z—0~

Exercice 3.

1. Pour tout nombre réel > 3, on a f(z) = (\/m —-3-— \/x—|—5) \/L;:ii\/*viig = \/m_f\/m

1
;8 3 P ) I 7 N . _
7 < f(z) <0.Or mgrf =0, donc d’apres le théoreme des gendarmes, on a zETOOf(Jc) = 0.

Ve

2. Pour tout nombre réel z > 0,ona vaZ +2x+7+x+5>5> 0 et donc

et donc

Va2 +2 7 5
o(z) = ( %x2+2x+7—(x+5)) ¢ +2x+7+x+
Va?+2r+T7+x+5
2?42+ 7—(z+5)? —8r — 18
Va2 +2r+ 74+ +5 Va2 +2r +T7+x+5
8+ %
1+2+ 5 +142
Or lim — =0, donc par sommes, produits, composé et quotient de limites, on a lim g(z) = —4.
z—+oox z——+00

Pour tout réel < 0, on a g(z) = Va2 /1+2+ L —ax -5 = fz(,/1+%+m%+l+%). Or

/ 2 7 5
lim —z = 400 et, par sommes, produits et composé de limites, lim 4/1+ —+ —+14+—=2>0.
xT—r—00 T—r—00 X X x
Par produit de limites, on a donc lim g(x) = +o0.
r—r—00

Exercice 4.

On pose h := f — g. Pour tout = € R, on a donc h(z) = 32° + 2% + z — 2, et donc h(0) = —2 et h(1) = 3.
Or h est un polynéme, c’est donc une fonction continue sur Uintervalle [0, 1]. En appliquant le théoréme des
valeurs intermédiaires en 0 € [—2,3], on trouve donc zy € [0, 1] tel que h(zg) = 0 = f(xo) — g(z0). Cela
donne bien un réel xq tel que f(xg) = g(zp).

Exercice 5. On a liIJP = 0. En appliquant la définition de la limite en € = 1, on trouve donc A € R
r—r+00

tel que, pour tout réel x > A, on ait |f(x)| < 1. Par ailleurs, on sait que toute fonction continue sur un
intervalle fermé est bornée. L’intervalle [0, A] étant fermé, il existe donc M € Ry telle que |f(x)| < M pour



tout = € [0, A]. En posant N = max(1, M), on a alors |f(z)| < N pour tout x € Ry et la fonction f est bien
bornée.

Touefois, il n’existe pas nécessairement de a € R telle que f(a) = sup f(z). Comme contre-exemple, on
reR

R+ — R

pourra, par exemple, considérer la fonction f : N .

Exercice 6.

On a f(xzg) > 0, donc @ > (0. Par définition de la continuité de f en z(, appliquée en ¢ = @, il
existe n € R tel que, pour tout = €]xg —n, 2o +n[, on ait |f(x) — f(xo)| < @ En posant a = 29 — 4 et
b= xo+ 4, on a donc, pour tout = € [a, b],

f(zo) 2f(@o)
3 3

2f (o)
3

(o) - 1) < 210 4 20

—flz) =— + f(wo) = fla) < —

et donc @ < f(z).

Exercice 7.
1. Montrons que F' est continue en yy €]0, 1[. Pour cela, on considére un réel £ > 0 et on pose n = (%22 > 0.
On a alors bien, pour tout  €]yo —n,y0 + n[N]0, 1], |F(z) — F(yo)| < Cy/|z —yo| < /1 < C§ = .
2. Pour tout z €]0,1[, on a |z — 1| < § et donc |F(z) — F (3)| < Cy/|z — 3| < % Pour tout = €]0, 1],
_ 1 1 1 1 C 1 .
on a donc |F(z)| = |F(32 —FA)+F@)|<|F@-F@)|+|F3)] < 5T |F (3)]- La fonction
/ 1
F' est donc bornée par 75 + ‘F (§)|
3. Pour une fonction continue non bornée sur ]0, 1], on pourra prendre la fonction inverse (:v — %)
10,1] - R
xr =
tout z,y E]O, 1[ on peut supposer, quitte a les permuter, que y < x. On a alors
0<|F(x) - F(y)l < Viz—yl = Ve—vy)?<WVa—y)
—= zz-2yzy+y<Lz—y <= 2y<2/xy

= Jy<z.

Pour une fonction non constante vérifiant (x), on pourra prendre F : . En effet, pour

Or la fonction racine étant croissante, on a bien \/y < /z. La condition (x) est donc bien vérifiée
avec C = 1.



