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Ecrivez s.v.p. lisiblement. Toute réponse doit étre soigneusement justifiée.
Durée : 2 heures

EXERCICE 1

(3pt)
Soient f une fonction de R dans R et zy un réel.

1. Donner la définition avec des quantificateurs de < f est continue en xy >. (1pt)
2. Donner la définition de < f est dérivable en xy >.(1pt)

3. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange de f en 0 a 'ordre n. Sous quelles hypotheses cette formule
est-elle valable ? (1pt)

EXERCICE 2

(5pt)
Soit (un)n>0 une suite vérifiant

1
Up41 = iun + 1.

Montrer que si up < 2 alors pour tout n > 0, on a u, < 2 et la suite est monotone.(1pt)
En déduire que si ug < 2, la suite est convergente et déterminer sa limite.(1pt)
On pose v, = u, — 2. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison %.(1pt)

En déduire une expression de u,, en fonction de n et ug.(1pt)

A

Déterminer la limite de w, sans hypotheése sur ug.(1pt)

EXERCICE 3

(4pt)
On considere la fonction f de R dans R définie par :

= siz <0,

flxy=1<1 siz=0,
22+1 siz>0.

1. Déterminer I’ensemble des points ou la fonction est continue.(1pt)
2. Montrer que f est dérivable en tout point de R\{0} et calculer la dérivée de f en ces points.(1pt)
3. On se propose d’étudier maintenant la dérivabilité de f en 0.

(a) Donner le développement limité sin(z) au point 0 & 'ordre 3.(1pt)

(b) En écrivant le taux d’accroissement de la fonction f entre x et 0, montrer que la fonction f est
dérivable en 0 et calculer sa dérivée en 0.(1pt)
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EXERCICE 4
(3pt)

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis. (1pt)

2. Soient a et b des réels tels que 0 < a < b. A Taide du théoreme des accroissements finis monter que

b;a <In(b) — In(a) < 2=,

(1pt)
3. Soient x et y deux réels. Montrer, toujours en utilisant le théoreme des accroissements finis, qu’on a

|sin(z) —sin(y)| < |z —y[.  (1pt)

EXERCICE 5
(7,5pt)

1. Ecrire les développements limités en 0 a ’ordre 3 des fonctions suivantes :
cos(z) (0,5pt), sin(z) (0,5pt), exp(z) (0,5pt), In(l+z) (0,5pt), +1+z (0,5pt).

. Ecrire le développement limité de cos(z)sin(3z) en 0 & Pordre 3.(1pt)
. Ecrire le développement limité de v/I+ # + 22 en 0 & 'ordre 2.(1pt)
. Ecrire le développement limité de In(1 + sin(z)) en 0 & Pordre 3. (1pt)

T o= W N

. Calculer les limites suivantes :

. e —cos(z) —x . (1 —e®)sin(x)
I i TGy =1 PV firg

z—0 2 4+ a3 (lpt).
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