Corrigé du controdle continu n°1

Exercice 1. QUESTIONS DE COURS
1. Soit (up)nen une suite réelle. Traduire a Paide de quantificateurs les assertions suivantes :

(a) [1 pt] La suite (un)nen diverge vers —oo si et seulement si

VA>0,3INeEN, Vn>N,u, < —A.

(b) [1 pt] La suite (uy)nen ne converge pas vers 2 si et seulementsi

Je>0, YN eN, dn > N, |u, — 2| > e

2. Le but de cette question est de démontrer le théoréme des gendarmes. On considére (a,)nen; (bn)nen €t (¢p)nen trois
suites réelles telles que Vn € N, a,, < b, < ¢,. On suppose que (an)nen €t (¢n)nen convergent vers une méme limite
¢ € R. On fixe un réel € > 0.

(a) [1 pt] Traduire a l'aide de quantificateurs la convergence de la suite (a,)nen vers .

On a:
V€>0,3N1 EN,VHZN1,|Q7L—€| < E.

En déduire qu’il existe un rang N; € N 4 partir duquel les termes de la suite (a,)nen sont minorés par £ — e.
On applique la définition ci-dessus avec € = € ce qui nous donne un N; vérifiant :

Vn > Ny, la, — ¢ <e.

Or, par définition de la valeur absolue on a : |a, — | < € ssi —e¢ < a,, — ¢ < €; on en déduit en particulier que si
n > Nj alors a,, > ¢ — e.

(b) [1 pt] De la méme fagon, montrer qu’il existe un rang Ny € N & partir duquel les termes de la suite (¢, )nen sont
majorés par £ + €.

On a:
Veé>0,dN, EN,Vn2N2,|cn—€| <.

De méme en appliquant cette définition & € on obtient l’existence d’'un Ny tel que :
Vn > No, e, — ) <e.
d’ott 'on déduit en particulier que ¢, < £+ € dés que n > Ns.
(¢) [1 pt] En déduire qu’il existe un rang N € N & partir duquel les termes de la suite (by,)nen sont dans lintervalle

10— €0+ €.
On pose N = max (N1, N2) et on obtient que pour tout n > N,

£7€Sangbn§6n§€+€.

(d) [0,5 pt] Conclure.
On a montré que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on a

|by, — £] <€,
c’est-a-dire que la suite (b,)nen converge vers /.

Exercice 2. On considére la suite (u,)nen définie pour tout n € N par

Uy = 2
3
Upt1 = Fup —1

1. [1 pt] Soit (v, )nen la suite définie pour tout n € N par v, = u,, + 4. Montrer que (v, )nen est une suite géométrique.
On a pour tout n € N que

3 3 3
Un+1 = Un+1 +4= zun +3= Z(Un +4) = zvn.

Ainsi, (vp)nen est une suite géométrique de raison 3/4.
2. [1 pt] Donner, pour tout n € N, une expression de v,, en fonction de n.
Montrons par récurrence que
3 n
vn € N,v, = <) 6.

4
(a) Imitialisation. On a bien vg =ug+4=6= (%)0 6.

(b) Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang n € N et montrons-la au rang n+ 1. On a

3 3/(3\" 3\
Un4+1 = Zvn = 1 <4) 6= <4> 6.



On a montré par récurrence que la propriété est vraie pour tout entier n.

3. [0,5 pt] En déduire, pour tout n € N, une expression de u,, en fonction de n.

3 n
Up =V, —4 = <4> 6—4.

4. [1 pt] Déterminer la limite de la suite (uy,)nen-

On a pour tout n € N que

Comme 3/4 €] — 1, 1], la suite géométrique (v, )nen converge vers 0. Par somme, on obtient que (uy,)nen converge vers
—4.

Exercice 3. On considére la suite (u,)nen définie pour tout n € N par

ug = 1
{un+1 = 1+ (un)?

1. [1 pt] Montrer par récurrence que pour tout n € N, uw,, = v/n + 1.

(a) Initialisation. On a bien ug =1 =0+ 1.
(b) Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang n € N. Montrons-1a au rang n + 1. On a

Uny1 =\ 1+ (Wn+1)2=/(n+1)+1.

On a montré que la propriété est vraie pour tout entier n.

2. [1,5 pt] En revenant a la définition formelle, montrer que la suite (u,)nen diverge vers +oo.
Soit A > 0, on a que pour tout entier n € N tel que n > A2,

Up =vVn+1>yn> A

Ainsi, on a montré que la suite (u,)nen diverge vers +oo.

3. [2,5 pt] En revenant & la définition formelle, montrer que la suite (ay)nen définie pour tout n € N par a,, = —ntl
est convergente. "

On a pour n € N,

1

1
1-— < — = .
| an|_u% n+1

Ainsi, pour tout € > 0, on a pour tout n > e ' quen+1>e !l +1>e et

1
1-— <— <e
| a"‘_n—i—l_6

On a montré que la suite (a,)nen converge vers 1.

4. [0,5 pt] Soit (2, )nen une suite réelle telle que x,, # 0, ¥n € N. Déduire des questions précédentes que « La suite
(‘”;‘—Il)neN converge » n’est pas une condition suffisante pour que la suite (x,),en soit convergente.
Par les points 2 et 3, la suite (uy,)nen €st un contre-exemple & cette assertion.

5. [3 pt] Sans revenir & la définition formelle, étudier la limite des suites (by)nen, (¢n)nen et (dn)nen définies pour tout

n € N par

bp = Upt1 — Un, Cn= et d, = (-1)"up,.

(a) On a pour n € N,
1
0<b, =Upy1 —U,=VNn+2—Vn+1=

i Vnt2+vn+l

Comme (uy,)nen diverge vers 400, on a que (1/uy,)nen converge vers 0 et le théoréme des gendarmes assure que
(bn)nen converge vers 0.

<1/u,

(b) On obtient aussi que |¢,| = 1/u,, donc la suite (|c,|)nen converge vers 0, tout comme (¢, )nen.
(¢) Comme pour tout n € N, da,, = uap, et (uy)nen diverge vers +oo, on a que la sous-suite (da,)nen diverge vers
+00. De méme, comme pour tout n € N, da,y1 = —uap+1, On obtient que la sous-suite (d2nt1)nen diverge vers
—00. On peut en particulier conclure que la suite (d,,)nen diverge.
6. [0,5 pt] Soit (¥ )nen une suite réelle. La condition « lirJrrl Yn+1—Yn = 0» est-elle suffisante pour que la suite (y, )nen
n——+00

soit convergente ? (Justifier votre réponse).
Comme (b, )nen converge vers 0, la suite (u,)neny donne un contre-exemple & cette assertion.



Exercice 4. On considére les suites (uy,)nen+ €t (vp)nen+ définies pour tout n € N* par

"1

Un = Zk2
k=1

3

Up = Up+ —.

n

1. [2 pt] Etudier la monotonie des suites (u,)nen+ €t (U )nen-.
On a pour tout n € N*,
Upy1 — Uy = 1/(n+1)% >0,

et

Unsd — Un = (g1 — ) + 3 3 _n+3n-3@2n+1)  2n+3 <0
AT T el T YT e n(n +1)2  n(n+41)2 '

Ainsi les suites (up)nen €t (v )nen+ sont respectivement strictement croissante et décroissante.
2. [0,5 pt] Montrer que pour tout n dans N*, u,, < v,.

On a pour tout n € N*,
Up — Uy = —3/n < 0.

3. [2 pt] En revenant & la définition formelle, montrer que la suite (v, — t,)nen+ converge vers 0.
On fixe € > 0. On a pour tout entier n > 2 que

[y, —vp] < 3/n <e.

Ainsi, la suite (u, — v, )nen converge vers 0.
4. [0,5 pt] Que vient-on de montrer sur les suites (un)nen+ €t (Upn)nen* ?
On a montré que les suites (u,)nen+ €t (vn)nen+ sont adjacentes, elles convergent donc vers une méme limite.



