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Exercice 1 (Questions de cours [4 pt])
1. [0,5 pt] Donner la dé�nition formelle de : � la suite de réels (un)n∈N converge vers π �.

2. [0,5 pt] Donner la dé�nition formelle de : � la fonction f : R 7→ R tend vers π en 1 �.

3. [1,5 pt] Rappeler l'énoncé du théorème des accroissements �nis.

4. [1,5 pt] Donner la dé�nition formelle de : � la fonction f : R 7→ R admet un développement limité d'ordre 2

en 0 �.

Exercice 2 (Exemple d'une fonction admettant un développement limité d'ordre 2 mais qui
n'est pas dérivable 2 fois [9 pt])

Soit f : R∗ 7→ R la fonction dé�nie par f(x) = x3 sin

(
1

x

)
.

1. [0,5 pt] Justi�er que f est de classe C∞ sur R∗.
2. [1 pt] Montrer que f admet une limite l en 0 que l'on calculera.

On en déduit que f est prolongeable par continuité et on dé�nit g : R 7→ R par : g(x) = f(x) si x 6= 0 et

g(0) = l, la limite calculée à la question précédente.

3. [2 pt] Calculer la dérivée et la dérivée seconde de g en x ∈ R∗.
4. [1 pt] Montrer que g est dérivable en 0 et calculer sa dérivée en 0.

5. [1 pt] Montrer que la fonction g′ : R 7→ R est continue en 0.
6. [2 pt] Montrer que la fonction g′ n'est pas dérivable en 0.
7. [1 pt] Montrer qu'il existe une fonction ε : R 7→ R telle que g(x) = x2ε(x) pour tout x ∈ R et ε(x)→ 0 quand

x→ 0.
8. [0,5 pt] Déduire de ce qui précède que g admet un développement limité d'ordre 2 (lequel ?) en 0.

Exercice 3 (Concavité de ln [7 pt])
Soit deux réels a et b tels que 0 < a < b.

1. [1 pt] Montrer que : a <
b− a

ln b− ln a
< b (cette question est indépendante de la suite).

On dé�nit f : [0, 1] 7→ R par f(t) = ln((1− t)a+ tb)− (1− t) ln a− t ln b.
2. [1 pt] Justi�er que f est dérivable, de dérivée continue (f est de classe C1) sur [0, 1] et calculer sa dérivée f ′.
3. [1 pt] Montrer qu'il existe t0 ∈ ]0, 1[ tel que f ′(t0) = 0
4. [1 pt] Justi�er que f ′ est dérivable sur [0, 1] et calculer sa dérivée f ′′ (qui est donc la dérivée seconde de f).
5. [2 pt] Montrer que f ′ est croissante sur [0, 1]. En déduire son signe sur [0, 1] puis le tableau de variation de f .
6. [1 pt] Calculer f(0) et f(1) et déduire de tout ce qui précède l'inégalité : ln((1− t)a+ tb) > (1− t) ln a+ t ln b.

Exercice 4 (Développements limités [6 pt])
1. [5× 0, 5 = 2, 5 pt] Donner les développements limités d'ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :

1.1. x 7→ ln(1 + x) ;
1.2. x 7→ cos(x) ;
1.3. x 7→ sin(x) ;
1.4. x 7→ cosh(x) ;
1.5. x 7→ sinh(x).

2. [1,5 pt] Soit α ∈ R. Calculer lim
x→0+

1

x
ln(1 + αx) ; en déduire lim

n→+∞

(
1 +

α

n

)n
.

3. [2 pt] Calculer lim
x→0

sin(x) cosh(x)− sinh(x) cos(x)

sin3(x)
.


