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EXERCICE 1 (Questions de cours [¢ Pt])
1. 195 pt] Donner la définition formelle de : « la suite de réels (Un)nen converge vers 7 ».

REPONSE. Ve > 0, AN € N, Vn € N, si n > N alors |u, — 7| < e.
2. 1050l Donner la définition formelle de : « la fonction f : R +— R tend vers 7 en 1 ».
REPONSE. Ve >0, 36 > 0, Vz € R, si |z — 1| < § alors |f(z) — 7| <e.

3. L5 ptl Rappeler 'énoncé du théoreme des accroissements finis.

REPONSE. Soient a,b € R, a < b, f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|; il existe ¢ € ]a, b

f(b) — fla)

tel "(€) = ———"2,

el que f'(c) -
4. L5t Donner 1a définition formelle de : « la fonction f : R — R admet un développement limité d’ordre 2
en 0 ».

REPONSE. La fonction f: R — R admet un DL en 0 & 'ordre 2 s’il existe ¢, ¢1,cs € R et une fonction € : R — R tels

que :

— Vz €R, f(z) =co+ 12 + c2x? + 222(x) et

— lir% e(z) =0.

T—

EXERCICE 2 (Exemple d’une fonction admettant un développement limité d’ordre 2 mais qui
n’est pas dérivable 2 fois [? Pt)

1
Soit f : R* — R la fonction définie par f(x) = z3sin <>
x

1. [05 Pl Justifier que f est de classe C™ sur R*.

REPONSE. 2 +— % est de classe € sur R*, et x +— sin(z), z — 3 sont de classe €’ sur R. Par composition et produit,
f est donc €>° sur R*.

2. [17t) Montrer que f admet une limite  en 0 que lon calculera.
1

REPONSE. Vo € R*, |f(z)| = [#%sin(L)| = |2®].|sin(2)| < |27 —» 0 donc par encadrement lin%)f(:c) =0et{=0.
T T—

z#0
On en déduit que f est prolongeable par continuité et on définit g : R +— R par : g(x) = f(x) si x # 0 et
g(0) =1, la limite calculée a la question précédente.
3. 127t Caleuler la dérivée et la dérivée seconde de g en z € R*.
REPONSE. Vz € R*, ¢/(2) = 32?sin(1) — zcos(2) et g”(z) = (62 — L)sin(L) — 4cos(L).

4. ' pt) Montrer que g est dérivable en 0 et calculer sa dérivée en 0.

—9(0
REPONSE. On étudie la limite en 0 du taux d’accroissement L_(g)() On a pour tout x € R* :
—¢g(0 23 sin(L 1
‘g(x) g( )’: (r)’: x2sin()‘<|x2| 0.
z—0 T T z—0
g(x) — g(0)

Par encadrement on en déduit que lin}) = 0. La fonction g est donc dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.
xr—r
z#0

5. [1ptl Montrer que la fonction ¢/ : R — R est continue en 0.

T —

REPONSE. On étudie la limite en 0 de ¢’(x). On a pour tout z € R* : |¢/(x)| = 322 sin(L) — 2 cos(

l)‘ < |3QZ2 sin(l)| +
T /13 T
|$COS(*)| = |312|| sin(7)| + |1’H COS(*I)‘ < 3|x2| + |l‘ _>x 0.

Par encadrement on en déduit que limO g'(x) = 0. Comme ¢'(0) =0, on a lirr%) g () = ¢’(0) ce qui prouve la continuité
240 740
de ¢’ en 0.



6. [2ptl Montrer que la fonction ¢’ n’est pas dérivable en 0.

/ o
REPONSE. On étudie la limite en 0 du taux d’accroissement 7(x) = M Pour tout z € R* on a 7(z) =
Z —
3zsin(L) — cos(1) donc cos(2) = 3xsin(L) — 7(z). Or 3wsin(2) - 0; si 7(z) admettait une limite en 0 alors il en
‘ z—

1

x

1

+) mais on sait que la fonction x + cos(+) n’a pas de limite en 0.

serait de méme de cos(

On peut également appliquer le théoréme de continuité séquentielle : si 7 admet une limite [y en 0 alors pour toute
suite (wy,) qui tend vers 0, la suite 7(w,) tend vers lo.
Considérons les suites (u,)nen+ et (vn)nen définies par

1

1
U, = ——,neN" e wv,=-—— neN.
" ong’ " 4207’
On a bien lim wu, = lim wv, =0; par contre :
n—4oo n—-4oo
lim 7(u,) = lim =" sin(2nr) - cos(2n) = ~1
n_1>r_|1rloo7 U, —n_1>rJrr1Oo Y sin(2nm) — cos(2nm) =

3
nli)rfw T(vp) = ngr—ir-loc W sin(g + 2nm) — cos(g +2n7) = 0.

Les deux limites sont différentes, ce qui contredit I’hypothése que 7 admet une limite.

7. 1Pl Montrer qu'il existe une fonction € : R — R telle que g(x) = ze(z) pour tout = € R et e(z) — 0 quand
z — 0.
REPONSE. On a g(z) = 23sin(1/x) = 2?(xsin(1/x)). Si on pose e(z) = zsin(1/z) on a donc bien g(x) = x%¢(z). De
plus e(z) - 0 car |z sin(1l/z)| < |z gy 0. La fonction x + xsin(1/z) est donc la fonction e recherchée.
xT—r T—r

8. [05 Pl Deduire de ce qui précede que g admet un développement limité d’ordre 2 (lequel ?) en 0.
REPONSE. D’apreés les questions précédentes, il existe cg, ¢1, c2 € R (a savoir ¢ = ¢; = ¢2 = 0) et une fonctione : R — R
(4 savoir la fonction définie a la question précédente) tels que pour tout z € R, g(z) = co + c1x + cox? + 2%e(x), avec
e(x) ——0+ 0 ce qui prouve que g admet un DL en 0 & 'ordre 2.
z—

EXERCICE 3 (Concavité de In [7 Pt])
Soit deux réels a et b tels que 0 < a < b.

1. 1Pt Montrer que : a < < b (cette question est indépendante de la suite).

Inb—Ina
REPONSE. La fonction In étant continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[, d’aprés le théoréme des accroissements finis,
In(b) — In(a)

1
b = In’(¢) = ~. On obtient ¢ = m(bl)):iﬁlw) et comme ¢ € ]a,b[ on en déduit que
—a c

il existe ¢ € a, b[ tel que

b—a
a< In(b)—In(a) <b.

On définit f: [0,1] — R par f(¢t) =In((1 —t)a+tb) — (1 —t)Ina — tInb.

2. [1pt] Justifier que f est dérivable, de dérivée continue (f est de classe C'1) sur [0,1] et calculer sa dérivée f'.
REPONSE. Pour tout ¢ dans [0,1], (1 —t)a + tb € [a,b]. Comme la fonction In est dérivable et de dérivée continue sur
[a,b] on en déduit par composition que t — In((1 — ¢)a + tb) est dérivable et de dérivée continue sur [0, 1]. De plus,
t— —(1—1t)In(a) — tIn(b) est dérivable et de dérivée continue sur [0, 1] comme fonction polynomiale. Par somme, il
en est de méme pour f.

Un rapide calcul nous donne pour ¢ € [0,1] :

b—a

m + ln(a) — ln(b)

f1t) =
3. [t Montrer qu’il existe to € ]0, 1[ tel que f(tg) = 0.
REPONSE. On vérifie facilement que f(0) = f(1) = 0, f étant dérivable sur [0, 1], on en déduit par le théoréme de Rolle
qu'’il existe tg € ]0, 1] tel que f/(tg) = 0.
On peut aussi (mais ¢a n’était pas demandé) déterminer la valeur de ¢y par le calcul en résolvant I’équation f’(tg) =0

ce qui donne ¢y = . Il faut alors vérifier que ¢y est bien dans |0, 1[. Or on a

In(b) —In(a) b—a

th>0 & ! Sty e bma
0 In(b) —In(a) b—a In(b) — In(a) ~
1 a b—a
1 - 1 - —a=b.
fo < < In(b) —In(a) b—a < < In(b) — In(a) <atb-a=b

Ainsi on se raméne aux deux inéquations démontrées question 1).



4. ['pt] Justifier que f est dérivable sur [0, 1] et calculer sa dérivée f” (qui est donc la dérivée seconde de f).

REPONSE. La fonction f’ est continue et dérivable pour tout ¢ € [0, 1] satisfaisant (1 — ¢)a + tb # 0 c’est & dire pour
t# 3=%. Or ;=% < 0 donc f’ est dérivable pour tout ¢ € [0, 1] et

" _ (b_a)2
PO =~ e ar

5. 2] Montrer que f’ est croissante sur [0, 1]. En déduire son signe sur [0, 1] puis le tableau de variation de f.

REPONSE. Pour tout ¢t dans [0,1], f”(¢) < 0 ce qui prouve que f’ est strictement décroissante et non pas croissante
comme demandée. Comme on a vu que f’ s’annule en ¢y on en déduit que f’ est positive entre 0 et tg, négative entre
to et 1, ce qui donne le tableau de variations suivant :

t 0 to 1
@ 1) + 0 - f(1)
£(t) o —— f(to) —

6. [ P!l Calculer £(0) et f(1) et déduire de tout ce qui précede inégalité : In((1 —t)a+tb) > (1 —t)Ina+tInb.

REPONSE. On a f(0) = f(1) = 0. D’apres le tableau de variations, on a f(¢) > 0 pour tout ¢ dans [0, 1], ce qui est
équivalent a :
In((1 —t)a+tb) > (1 —t)In(a) + ¢t1n(b) > 0.

EXERCICE 4 (Développements limités [6 Pt])
1. [5x0,5=25ptl Donner les développements limités d’ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :
1.1.z—In(l+2);

REPONSE. In(1+ ) =z — ””—22 + %3 + 23eq ().
1.2. & — cos(z);
REPONSE. cos(z) =1 — 7"2—2 + a3ey(w).
1.3. z — sin(x);
REPONSE. sin(z) =z — %3 + a3e3(x).
1.4. z > cosh(z);
REPONSE. cosh(z) =1+ ”:2—2 + 23e4 ().
1.5. z — sinh(x).
REPONSE. sinh(z) = z + % + a3es(x).
ou les fonctions ¢; tendent vers 0 en 0.
2. L5 Pt Qoit o € R. Calculer lim 1 In(1 + ax); en déduire lim (1 + %)n

x—0t+ & n—-+o0o

REPONSE. On a In(1 + z) = = + xze(x) ou € est une fonction qui tend vers 0 en 0. Soit « € R, on obtient pour tout
z>0:

1 1
—In(1+ az) = = (ax + aze(ax)) = a + as(ar) —— «a.
x x 0+

Pour n € Non a: N
(1 i Q) — enln(1+2)
n

Posons z,, = 1/n; donc z, —+> 0 et comme la fonction x — %ln(l + ax) est continue en 07 on en déduit que
n——+00

1
nln (1 + %) = —In(l+az,) —— «

n n—-+oo

Par continuité de la fonction exponentielle on en déduit que

le% n
(1+2) — e
n n—-+4o00

. (2 — sinh
3. 127t Calculer lim sin(z) cos (:):) - sinh(x) cos(z)
z—0 sin”(x)




REPONSE. En reprenant les DL de la premiére question on a les calculs suivants :

a3 x?
sin(x) cosh(x) = (z — 5 +23e3(2)) (1 + = 4+ 2324(2))

2
3 .3
zx—l—%—%—l—mge(az)
3
zx—l—%—km?’e(x)

x3 z?
sinh(z) cos(z) = (x + o + 23e5())(1 — 5 + 23e5(x))

3 23

o il 3./
=z- + 5 + z°e’ (1)
3
=z — % + 2% (z)
. . 22 3.1
sin(x) cosh(z) — sinh(z) cos(z) = 3 + z°e"(x)

D’autre part le DL d’ordre 1 de sin est sin(z) = 2 4 27(z) donc par multiplication on obtient sin®(z) = z° + 21/ ().
Dans tous ces calculs les fonctions € et n sont des restes tendant vers 0 en 0. Finalement on obtient :

sin(x) cosh(x) — sinh(z) cos(z) 73~ + e (x)
sin®(x) 23+ 23/ (x)
2 e o
3 1+7/(z) =—0 3

puisque comme on a dit €’ (z) et n'(x) tendent vers 0 en 0.



