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Corrections
Planche 1

1 Logique

EXERCICE 1:

1. Il existe un lundi ou je ne joue pas au foot.
2. 1l existe un dimanche ou il fait beau et ou je ne fais pas de maths.

3. 1l existe un lundi ou il fait beau et ou je fais des maths.
EXERCICE 2 :

1. L’assertion est fausse. S’il existait un tel x alors on aurait :
Yye R,z +y > 0.

Or avec y = —x, on obtient x + y = 0.

La négation est :
VeeR,Jye Rz +y <0.

2. L’assertion est fausse. Pour le montrer, on peut prendre x = y = 0.
La négation est :
VzeR,IyeR,y? < z.
3. L’assertion est vraie. Prenons = —1, on a bien : Vz € R, 32 > .
La négationest : Vz € R, Jy € R, 32 < z.
EXERCICE 3:
1. Vn €N, n < n?
22 Vzr,yeR,zy=0= ((x =0)V (y =0)).
3. VACN, A#0, Ing € A, Vn € A, ng < n.
EXERCICE 4 :
Soient z,y € Rtelsque 0 <z < y.
D’une part > 0, donc 0 < 2 < xy, d’autre part, y > 0 donc 0 < zy < y2.

Par transitivité, on obtient : 0 < 22 < zy < y2, d’ou le résultat.
Pour la contraposée :



Or on sait que si A et B sont deux expressions et que A est fausse alorsona: AV B = B. En effet,
d’une part si B est fausse alors A V B est fausse, donc si B est fausse, AV B = B. D’autre part, si
B est vraie alors A V B est vraie, donc si B est vraie, AV B = B.Dans tous lescas AV B = B.
Ainsi, avec ce résultat, puisque pour x € R, (0 > z2) est fausse, on a :

[(0>2) V@ >yh) = (0> )V (= >y))]

N [(x2 > y2) = ((0>2)V(z >y))]

Cela signifie que si #? > 32, alors soit x est strictement négatif, soit z est positif, et dans ce dernier
cas,ona:zx > Y.
La réciproque s’écrit :

(0§x2§y2) = (0<z<y),

bien sir cette réciproque est fausse : prendre x = —1 et y = 2, par exemple.

EXERCICE 5 :

On commence par une remarque : par convention la somme 142+ - - - +n vaut 0 lorsque n = 0.
On va donc montrer : Vn € N*, 1 +2+--- 4+ n = @

Initialisation : Pour n = 1 'indentité est vraie car 1 = 1%2

Héridité : Soit n > 0. On fait ’hypotheése d’hérédité suivante :

Onalidentité: 142+ +n = 22 Montrons que l'identité ci-dessus est vraie pour n 4 1,

2
c’est a dire, montronsque: 1 +2+---+n+ (n+1) = W

Pour cela, en utilisant I’hypothese d’hérédité, on écrit: 1+2+---+n+(n+1) = n(njl) +(n+1).
Donc: 142+ - +n+(n+1)= n(n;rl) + 2(712+1) _ n(n+1);2(N+1) _ (n+2)2(n+1).
Conclusion : La propriété est vraie au rang n = 1, elle est héréditaire pour n > 1, donc elle est
vraie pour tout n € N*.

EXERCICE 6 :

On remarque tout d’abord que pour n = 0, on a 1 > 0, donc la propriété est vraie pour n = 0.
Pour n = 1, on a bien 2 > 1, donc la propriété est vraie pour n = 1.

Pour n = 2, on a bien 4 > 4, donc la propriété est vraie pour n = 2.

Par contre pour n = 3 la propriété est fausse car 8 < 9.

On va donc montrer que pour n > 4, on a 2" > n?.

On procéde de méme par Initialisation/Hérédité/Conclusion :

La propriété est vraie pour n = 4 donc l'initialisation est vraie.

Pour I’hérédité, soit n > 4 tel que 2" > n2. Ona 2"t = 2% 2" > 2p2 grace a ’hypothése
d’hérédité.

Il reste donc a montrer que om2 > (n+ 1)2. Or2n2=n2+n?2=n2+nxn>n?+4n,carn > 4.
De plus n? + 4n = n? + 2n + 2n > n? + 2n + 2 * 4, toujours parce que n > 4.

Enfinn? +2n+2%4>n+2+2n+1= (n+ 1)2, ce qui conclut.

On a donc 2" > n? pour tout n > 4 et méme pour tout n € N\{3}.

EXERCICE 7 :
Soit a un réel. On considére 'implication Ve > 0, a < ¢ = a < 0. Pour montrer cette implication,
il suffit de montrer sa contraposée, qui s’écrit: a > 0= 3¢ > 0, a > ¢.



Cette implication se montre de la facon suivante : Si @ > 0, alors prenons € = 3. Ainsi, ¢ vérifie
bien € > 0 et de plus, a > § = ¢. Donc I'implication est vraie : on a bien exhibé un réel ¢ > 0 qui
vérifie la propriété: a > e.

EXERCICE 8:

On montre que /2 est irrationnel par I’absurde.

On suppose donc qu’il existe p et ¢ deux entiers non nuls premiers entre eux (c’est-a-dire que si
un entier positif & divise a la fois p et ¢, alors k = 1) tels que v/2 = g. En élevant au carré, on
obtient : 2¢> = p?. Donc p? est pair.

Montrons que si p? est pair alors p est pair aussi. Pour cela, on suppose que p? est pair et que p est
impair. Dans ce cas, p s’écrirait sous la forme p = 2k+1 avec k € Z. Mais alors : p? = 4k? +4k+1,
donc p? est impair (c’est la somme d’un entier pair : 4k% + 4k et de 1). Or on avait supposé que p?
était pair ! On a la une contradiction. Donc si p? est pair, alors p est pair, et donc p s’écrit p = 2k,
avec k € Z.

En repartant de 2¢> = p?, on obtient : 2¢> = (2k)? = 4k?, donc ¢ = 2k>. Ainsi ¢? est pair! Donc
q est pair.

Finalement p et ¢ sont tous les deux pairs, donc 2 divise a la fois p et g, ce qui le fait que p et ¢ sont
premiers entre eux.

Donc ’hypothése de départ : “y/2 est irrationnel” est fausse. Donc /2 est rationnel.

2 Ensembles

EXERCICE 9 :

1. Montrons tout d’abord que AU (BNC) C (AUB)N(AUC).Si AU (B NC) est vide

alors I'inclusion est vraie : ensemble vide est inclus dans n’importe quel autre ensemble !
Sinon, soitz € AU(BNC). Alors soitz € Aetdanscecas,z € AUBetz € AUC. Cela
signifie:z € (AUB)N (AUC).Soitz € BN C et dans ce cas, x € B etz € C. Puisque
x € B,x € AUBetpuisquex € C,x € AUC.Doncx € AUBetx € AU C, ainsi
x € (AUB)N(AUC) Dans tous les cas, z € (AU B)N(AUC), cela termine de montrer
la premiére inclusion.
On peut aussi procéder autrement: A C AUBet A C AUC,donc A C (AUB)N(AUCQC).
De méme, BNC C B,donc BNC C (AUB)etBNC C C,donc BNC C (AUC).
Ainsi BNC C (AUB)et BNC C (AUC),donc BNC C (AUB)N(AUC).Finalement
A C (AUB)N(AUC)et BNC C (AUB)N(AUC),donc AU(BNC) C (AUB)N(AUC).
Montrons maintenant la seconde inclusion: (AUB)N(AUC) C AU(BNC).Si(AUB)N
(AUC) est vide alors il n’y a rien a faire. Sinon on peut choisir un = dans (AUB)N(AUC).
Danscecas,z € (AUB)etx € (AUC). Soitx € Aetdanscecasz € AU (BNC(C), soit
x ¢ A et dans ce cas, puisque x € (AUB) etz € (AUC),ona:x € Betz € C.Donc
z € BNC,doncz € AU (B NC).Dans tous les cas, z € AU (BN C) et cela montre la
seconde inclusion.

2. On commence par montrer la premiére implication A C B = B¢ C A°. Pour cela, suppo-
sons A C B et montrons par I'absurde que B¢ C A°. Si B¢ est vide, alors 'inclusion est
vraie. Sinon, soit x € B¢ et supposons que z € A. Alors puisque A C B, z € B. Mais
x € B¢ on a donc une contradiction. Donc notre hypothése = € A est fausse, c’est-a-dire :
x € A°. On a donc montré B¢ C A la premiere implication est donc vraie.

Montrons maintenant la seconde implication: B¢ C A° = A C B.Lapremiére implication
A C B = B¢ C A° qui a été montrée ci-dessus, est vraie pour tout ensemble A et B. En



particulier, elle est vraie pour les ensembles A° et B¢. Cela s’écrit donc : A° C B¢ =
(B¢ C (A°)°. Remarquer maintenant que (A°)¢ = A et que (B¢)¢ = B. Cela donne
donc : A° C B¢ = B C A. La deuxiéme implication est donc vraie.

3. On veut montrer que
(AN B)° = A°U B-.
* Montrons que (AN B)¢ C A°U B“.

— Si (AN B)° est vide, alors I'assertion est vraie.
— Si (AN B)° est non vide, on considére un élément = € (A N B)°.

(ANB)={yeE:y¢ AnB}.

donc

x ¢ AN B,

on en déduit que
x¢ A ou x¢ B

(sinon x appartient a la foisa Aeta B etdonc z € AN B). d’ou
x e A€ ou x € B¢

c’est-a-dire
x € A°U B€.

Conclusion : (AN B)¢ C A°U B¢
* Montrons que A°U B¢ C (AN B)“.
— Si A° U B°€ est vide, alors I’assertion est vraie.
— Si A° U BF€ est non vide, on considére un élément x € A€ U B¢.
— Supposons que x € A% onadoncz ¢ Aetcomme ANB C A,z ¢ AN B clest
a dire
x € (AN B)“.
— Supposons que = ¢ A€, alors x € B€ c’est-a-dire x ¢ B et comme AN B C B,
x ¢ AN B cest a dire
x € (AN B)“.

Conclusion : AU B¢ C (AN B)°.
Finalement :

|A°UB° = (AN B)".

4. On veut montrer que
(AUB)® = A°n B-.

* Montrons que (AU B)¢ C A°N B“.
— Si (AU B)* est vide, alors I’assertion est vraie.
— Si (AU B)€ est non vide, on considére un élément =z € (A U B)°.

(AUB)={yeFE:y¢ AUB}.

donc
x ¢ AU B,



on en déduit que

x¢ A et x ¢ B.
d’ou
r e A° et z € B¢

c’est-a-dire
r € A°N B°.

Conclusion : (AU B)¢ C A°N B
* Montrons que A°N B¢ C (AU B)“.
— Si A° N B¢ est vide, alors I’assertion est vraie.
— Si A° N B€ est non vide, on considére un élément x € A° N B¢. On a donc :

z € A° et x € B¢

C’est-a-dire x n’appartient ni a A ni a B donc x n’appartient pas a la réunion des deux
ensembles, x"otin A U B c’est a dire

xz € (AU B)“.

Conclusion : AN B C (AU B)°.
Finalement :

|A°N B° = (AU B)".

5. On veut montrer que
AUB=B<+<= ANnB=A.

* Condition suffisante : montrons que AUB =B = AN B = A.
Supposons que A et B soient deux ensembles tels que AUB = B. On atoujours ANB C
A. 11 suffit donc de montrer que A C AN B.
Par hypothése, AUB = Bor A C AU Bdonc A C B.
— si A est vide, on a toujours A =) C AN B;
— si A est non vide, on considére un élément x € A. Onavuque A C Bdonczx € B.
En résume :
reA et r€B

doncx € AN B.
Conclusion: AN B = A.
* Condition nécessaire : montronsque AUB =B <= AN B = A.
Supposons que A et B soient deux ensembles tels que AN B = A. On a toujours B C
A U B. 1l suffit donc de montrer que AU B C B.
— si AU B est vide, on a toujours AU B = () C B;
— si AU B est non vide, on considére un élément x € AU B. on a donc :

ze A ou T € B.

Sixz € B,iln’y arien a démontrer. Si z € A, par 'hypothése A = A N B donne
x € B.
Conclusion: AU B = B.
Finalement :

|AUB=B+= AnB=A|




EXERCICE 10 :
— Les sous ensembles de {1,2, 3} sont les ensembles suivants :

0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.

ilyenas.
— Avant de traiter cette récurrence, dénombrons les sous ensembles de 'ensemble {1, 2, 3,4} :

0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {13}, {2,3}, {1,2,3}

et
{4}, {4,1}, {4,2}, {4,3}, {4,1,2}, {4,1,3}, {4,2,3}, {4,1,2,3}.

Remarquez que la deuxiéme liste est obtenue en ajoutant ’élément 4 a chacun des ensembles
de la premiére liste. Il y a donc 8 +8 = 23 +23 = 24 sous ensembles de {1,2, 3, 4}. Passons
maintenant au cas général.

Pour n = 0, 'assertion est vraie car ’ensemble vide possede 20 — 1 seul sous ensemble :
I'ensemble vide lui-méme. Supposons la propriété vraie pour n > 0. On considére un en-
semble X a n + 1 éléments. Il est donc non vide car n + 1 > 0. Soit donc x € X. Les
sous ensembles de X sont les sous ensembles de X\{z} et les sous ensembles de X\{x}
auxquels on a rajouté I’élément x. En effet, soit Y un sous ensemble de X. Premier cas :
x ¢ Y, alors dans ce cas, Y est un sous ensemble de X \{z}. Deuxiéme cas, z € Y et dans
ce cas, Y est un sous ensemble de X \{x} auquel on a rajouté z car Y = Y\{z} U {z}
et Y\{z} est un sous ensemble de X\{z}. Donc le nombre de sous ensembles de X est le
nombre de sous ensembles de X \{z} (par hypothése de récurrence, il y en a 2") plus le
nombre de sous ensembles de X\ {x} auxquels on a rajouté z (il y en a autant que de sous
ensembles de X\{z}). Il y a donc en tout 2" + 2" = 2"*! sous ensemble de X. Ce qui
conclut la preuve.

EXERCICE 11:
A={1,3,5,9,15,45} et B ={1,3,5,11,15,33,55,165}.
ANB = {1,3,5, 15}, AUB = {1,3,5,9, 11,15, 33,45,55, 165}.

EXERCICE 12 :

AUB =[1,6], AN B = [3,4], A\D = [1,2[U]2,4].

(ANB) x A=13,4 x [1,4], B x (AUC) = (] — o0, 3[U]6,+00[) x [1,5] et (A\D) x D =
[1,2[U]2,4] x {2}.

EXERCICE 13 :

LA={zeR: |jz—-1]<|z+3|}
HEURISTIQUE : Attention, ceci n’est pas une preuve, cela sert juste a avoir une idée
de la solution!!
|z — 1| représente, sur la droite réelle, la distance entre les nombres x et 1. De méme |z + 3]
représente la distance entre x et -3. Dire |z — 1| < |z + 3| c’est dire que z doit étre plus
proche de 1 que de -3 (ou a égale distance des deux). Représentons ¢a sur un dessin :

L
-- = . + >
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5



La demi-droite au-dessus de la droite réelle représente I’ensemble des points plus proches
de 1 que de -3, c’est 'ensemble des éléments de A. On devine donc le résultat a obtenir :
A=[-1; +o0].

PREUVE

reEA<= |z -1 <|z+3|
— —|z+3[<zx—-1<]|zr+ 3

= —|z+3|<zx—-1 et x—1<|z+ 3]
= |lr+3/>1-=z et x—1<|z+ 3]
—_—— | —

(a) (b)

(@)

lt+3|>1—-z< (x+3>0etz+3>1—-2) ou (x+3<0et —(z+3)>1—1x)

& (r>-3etx > —1) ou (z<—-3et—-3>1)
———
sr>—1 FAUX
S > -1

(b)

r—1<|z+3|<(x+3>0etz+3>x—-1) ou (x+3<0et —(z+3)>z-1)
& (r>—-3et3>—1) ou (z<—-3etzx<-1)
S x> -3 ou zr<-1

x €] —00; 00

Finalement :
reA<—x>-1 et r€eR
< x € [-1; +ool.
Conclusion :
|A=[-1; +ool |
or

r+3>zr—1<«<—3<-1

2. B={z€R: |22 -2z -3|>22x+1}
HEURISTIQUE :



\]

Les courbes d’équations y = |2 — 2z — 3| et y = 2x + 1 se croisent en deux points dont
les coordonnées sont difficiles a déterminer graphiquement. Notons x et x5 leurs abscisses
respectives avec 1 < 2. Le graphique nous permet de "deviner" le résultat a obtenir :

B =] —o00; x1] U [zg; 4+00].

Le graphique ne nous permet pas de "deviner" les valeurs exactes de x; et .
PREUVE Pour simplifier les notations, on pose f(x) = 22 — 22 — 3 pour z € R.

re€Bs|f(x) >2x+1
& (f(x)>0eta? =20 —3>2x+1) ou (f(z) <Oet —a? +2z+3>22+1)

On va d’abord déterminer le signe de f(x) = 2% — 2z — 3 suivant les valeurs de z :

A=(-22-4x1x (—3):16etdoncx’:22;4:—1etx”:%:3.

x —00 -1 3 +o0

f(x) + 0 — 0 +

Ainsi :
r€B& (x€]—o0; —1]U[3; +ooletx? —4x —4>0) ou (z € [-1; 3] et2 > %)

De méme, on détermine le signe de 22 — 4 — 4 suivant les valeurs de z :
A= (-4)2—-4x1x(—4)=32etdoncz’ = # =2-22et2"” =2+ 2V2.

x —00 222 2+ 2v/2 +00

x2—4r—4 + 0 - 0 +




D’ou,

(x €] —o0; —1]U[3; +ool et 22 — 4x — 4 > 0)
S xe]—o00; —1]U[3; +ooletx €] —00; 2 —2V2] U [2 + 2V2; +00]
s xel—oo; —1JU[242V2; +o0]

car2 —2v/2 > —let3 > 2+ 22
2

De plus, soit en utilisant le discriminant, soit directement, on obtient z* < 2 & z €
[—v/2; v/2]. Donc
(re[-1;3]et2>a2?) s re|[-1;3 etz e[—V2,; V2

srel-1;V2.
Finalement, on a :

rE€B& €l —oo; —1JU[242V2; +ooetz € [-1; V2
&z €l —00; V2JU[2+2V2; 400

Et donc :

B =] —00; V2] U2+ 2V2; +od].

3.C={zeR: |z—|z+1]| <2}

reC<=|r—|z+1|| <2
= 2<r—lr+1 <2
=Sr-2<|z+l<z+2
— (z+1>0etz—2<zx+1<z+2) ou(z+1<0etrx—2<-z-1<zx+2)

3 1
= (r>-let —2<1<2) ou(acg—let—§<x<§)
3
=z > -1 ou—§<x§—1
T > 3
> ——.
2
Finalement :
3
C=|—=;
{2’“’0[

EXERCICE 14 :

A = R. En effet, d'une part A C R, d’autre part, si z € R, alors z € [z, o0, donc zz € A. Donc
R C A.Finalement A = R.

B = . En effet, supposons (par I’absurde) qu’il existe € B. Alors x ¢ [z + 1,00[. Donc = ¢ B.
Contradiction.



3 Applications

EXERCICE 15 :

f{a,b.c}) | f1({1,3))
1| {1,2,3,4} {a,b}
2 {2,3} {c,d}
3 {2} 0

EXERCICE 16 :

1. Soit y € F'. On ala suite d’équivalences suivante :

ye f(ANB)

<  dreAUB, f(x)=y

& dJreE xeAUBetf(x)=y

< dJrxeE, (r€AouzxeB)etf(z)=y

< dxeE [(xeAetf(x)=y) ou (x € Bet f(z)=y)]

& (JrxeE,zeAetf(zr)=y)ou (3x € E,x € Bet f(zx)=y)
& ye f(A)ouye f(B)

& yef(AUSB).

Ainsi, f(AU B) = f(A) U f(B).

2. On utilise le résultat du cours suivant :
Si E) et F sont des parties de E telles que £} C Ey, alors f(E1) C f(E»).

On applique ce résultat intermédiairea £y = AN Bet Ey = A:ona AN B C A, donc
on en déduit f(AN B) C f(A). De méme, comme AN B C B,ona f(AN B) C f(B).
Donc f(AN B) est inclus a la fois dans f(A) et dans f(B), ce qui prouve que f(ANB) C

fFA) N F(B).
On peut trouver facilement des contre-exemples a I’égalité : il suffit par exemple de prendre
E={0,1}, F ={a},

et f: E — F telle que f(0) = f(1) = a. On pose A = {0} et B = {1}. On a alors
ANB=10,donc f(ANB) =0, et f(A) ={a} = f(B),donc f(A)N f(B) = {a} . Donc
f(ANB) # f(A)N f(B) dans ce cas.

3. On suppose maintenant f injective. Rappelons que cela signifie que I’assertion suivante est
vraie :

Ve e E, V2’ € E, (f(z) = f(2)) = (z =2'),

ou encore, de maniere équivalente, par contraposée :
Ve e E, Vo' € E, (x #2') = (f(z) # f(2')).

Pour montrer que f(A N B) = f(A) N f(B), il suffit de montrer les deux implications
réciproques suivantes :

10



— f(ANB) C f(A)N f(B) : cela a été vu dans la question 2.
— f(ANf(B)C f(ANB):

Soity € f(A)N f(B). Alors,y € f(A) ety € f(B). Par définition de f(A), il existe
xg € Atel que f(z4) = y. De méme, il existe zp € B tel que f(xp) = y. Alors,
puisque f est injective, et que f(z4) = f(zp),onaxy = xp.Donczy € Aetzg € B,
ce qui signifie que x4 € AN B.Enoutre, f(z4) =y, doncy € f(AN B).On en déduit
donc que f(A)N f(B) C f(ANB).

Ainsi,ona f(AN B) = f(A) N f(B).

EXERCICE 17 :

1. Soit x € E. La suite d’équivalences suivante est vraie :

re f1(CuD)

flz)e CUD

f(z)e Cou f(x) e D

ze f1(C)ouze (D)
& zefHC)ufi(D).

t e

Ainsi,ona f~1(CUD) = f~Y(C)uU f~Y(D).
2. Soit x € E. La suite d’équivalences suivante est vraie :
re f~Y(CnD)
flz)yeCND
flx)eCet f(x)e D
ze f1(C)etzc YD)
ze fHC)NFHD).
Ainsi,ona f~1(C N D)= f~1(C)n f~1(D).

EXERCICE 18 :

te 0

Remarque 3.0.1 — Rappelons que le schéma de démonstration standard pour montrer une in-
Jjectivité est le suivant : pour montrer qu’une application f : E — F est injective, on écrit :

« Soient x,x’ € E. Supposons f(z) = f(2').
(On fait alors un raisonnement pour en déduire que x = z).
Donc x = 2'. On en déduit que [ est injective. »

— De méme, pour montrer qu’une application f : E — F est surjective, le schéma de démons-
tration standard est le suivant :

« Soity € F.
(On fait alors un raisonnement dans lequel on prouve qu’il existe un élément x € E tel que

f(x)=y)

Donc x € E est tel que f(x) = y. On en déduit que f est surjective ».

11



1. On suppose f et g injectives. Soient z, 2’ € E tels que (g o f)(x) = (g o f)(2). Alors, par

définition de g o f,on a

9(f(x)) = g(f(2)).
Or, g est injective, donc f(z) = f(2'). Mais f est aussi injective. Ainsi, on a z = 2’. On en
déduit que g o f est injective.

2. On suppose f et g surjectives. Soit 2z € G. Puisque g : ' — G est surjective, il existe
y € F tel que g(y) = z. Cependant, f : E — F est surjective. Ainsi, il existe x € F tel
que f(x) = y.Donc (g o f)(x) = g(f(x)) = g(y) = z. Donc I'élément = € E est tel que
(9o f)(z) = 2. On en déduit que g o f est surjective.

On peut aussi dire f(E) = F car f est surjective donc g o f(E) = g(F). Or g(F) = G car
g surjective. Finalement g o f(E) = G.

3. On suppose maintenant g o f surjective. Soit z € G. Puisque g o f est surjective, il existe
x € F tel que (go f)(x) = z. Par définition de g o f, cela signifie que g(f(x)) = z. Posons
y = f(z). Alors y € F, et g(y) = z. Ceci prouve que g est surjective.

On peut aussi dire f(F) C F donc g o f(E) C g(F), mais g o f est surjective donc
go f(E)=Gdonc G C g(F) or g(F) C G donc g(F) = G et ainsi g est surjective.
Méme si g o f est surjective, f n’est pas nécessairement surjective. On peut trouver fa-
cilement des contre-exemples : prenons £ = {0}, F = {0,1} et G = {a}. Alors si
f:E — F,g: F — G sont définies par f(0) = 0 et g(0) = g(1) = a, on voit
que (g o f)(0) = a, donc g o f est surjective, mais f n’est pas surjective, puisque 1 n’a pas
d’antécédent par f.

4. On suppose g o f injective. Soient x,2’ € FE tels que f(z) = f(a'). Alors g(f(z)) =
g(f(2)), ce qui s’écrit aussi (g o f)(x) = (go f)(2). Or, g o f est injective, donc z = 2.
Ceci prouve que f est injective.

Méme si g o f est injective, g n’est pas nécessairement injective. Il suffit de reprendre
Pexemple de la question 3 : dans ce cas, g o f est injective, mais g n’est pas injective, puis-
qu’elle envoie les éléments O et 1 sur le méme élément a.

Remarque 3.0.2 Le contre-exemple vu dans I’exercice précédent est lié a deux exemples de
fonctions injectives et surjectives, qu’il est intéressant d’avoir en téte :

Si E = {a} est un singleton, et si F' est un autre ensemble non vide, toute application f :
E — F est nécessairement injective, puisque E ne peut pas contenir deux éléments distincts
qui auraient la méme image.

Si maintenant on prend un ensemble de départ non vide E, et ' = {a} un singleton, toute
application f : E — F est nécessairement surjective, puisque pour tout x € F, on doit avoir

f(z) =a.
EXERCICE 19:

1. Pour déterminer les réponses a ces questions, on peut s’aider d’un graphique de la fonction
f : =+ 2% .1l faut en suite écrire une démonstration rigoureuse des résultats que 'on
avance. On va ici procéder par inclusions réciproques.

(@) f([-1,1]) = [0,1]. En effet f([—1,1]) C [0,1] puisque si y € f([—1,1]), il existe
x € [~1,1] avec y = 2% Ainsi, 0 < |z| < 1 etdoncona 0 < |z|> < 1 (cf. exercice 4). Or
y = |z|?, donc y € [0, 1].
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Réciproquement, on a [0,1] C f([—1,1]), puisque siy € [0,1],ona 0 < |/y < 1 (la fonc-
tion x > /x est en effet croissante sur R, ). Ainsi, y = f(,/y) avec \/y € [~1,1], donc

S f([_17 1])

(i) Im(f) = R,. En effet, siz € R, 22 > 0, donc Im(f) = f(R) est inclus dans R,
Réciproquement, si y € Ry, alors \/y € R est tel que f(,/y) = y. Doncy € f(R), ce qui
prouve que Ry C Im(f).

i) f=([0,1]) = [~1,1]. En effet, on a vu a la question (i) que f([-1,1]) C [0,1], ce
qui prouve que [—1,1] C f71([0,1]). Réciproquement, si x € f~1([0,1]), si on pose
1

y = f(z),onay € [0, ] A1n51 puisque la fonction racine carrée est croissante, on a
0 § VY < 1.0r \/_ Va2 = |z], donc 0 < |z| < 1, ce qui montre que = € [—1,1]. Donc
f7H(0,1]) € [-1,1].

(iv) f71(] — 00,0]) = {0}. En effet, on f(0) = 0 €] — 00, 0], donc {0} C f~1(] — 00, 0]).
Réciproquement, si # € f~1(] — 00,0]), on a 22 < 0. Un carré de nombre réel ne pouvant
pas étre strictement négatif, on doit avoir 22 = 0, soit # = 0, donc f~1(] — o0,0]) C {0}.

2. L’application f n’est pas injective, puisque, par exemple, f(—1) = f(1). Elle n’est pas
surjective, puisque Im(f) # R : —1 n’a pas d’antécédent par f, par exemple. A fortiori, f
n’est pas bijective.

EXERCICE 20 :
On va montrer que I'application f est bijective, et donc surjective et injective. Pour cela, on va
montrer qu’elle admet une application réciproque. Soit g : R> — R2, définie par :

'+ x'—y/)
2 72 ’

g(.%',, y,) = (

On vérifieque fog=go f = IdRz. Commencons par montrer que g o f = IdRz.
Soient (z,y) € R%. Posons (z/,7/) = f(z,y). Alorsona: .

(92 la.w) = gl = (5L ).

et, par définition de (2/,y’), ona

(x’+y/ x’—y’) _ ((z+y)+(:v—y) ($+y)—(x_y)) = (z,¥),

2 72 2 ’ 2

donc (g o f)(x,y) = (z,y), ce qui prouve que g o f = Idpe.
De méme, on montre que f o g = Idg2. Soit (2’,9') € R?, et posons (z,y) = g(x’,y’). Alors

(fog)(ﬁﬂl,y/) = f(xay) = (:U_{_y’x_y)
Par définition de (z,y), on a

x/_|_y/ :C/—y, :C/—|—y/ x/_y/
(fog)a'y) = (5= + 55— - =5

2 2 = (@"y).

Ceci prouve que f o g = Idge. Ainsi, f et g sont réciproques 'une de lautre, donc f est bijective.
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EXERCICE 21:

1. On définit une application u : [0, +oco] — [—1,+oo[ par u(xz) = /= — 1. On voit faci-
lement que cette application est bien définie puisque = — /z est définie de [0, +o0o| dans
[0, +-00].

On vérifie que u o f = Id{_; 4o Eneffet, si v € [—1,4o00[,ona:

(wo f)z) = ulf(@)=/(f(z)) -1
-1

(x+1)2-1
= z+1-1

= x
De méme, on vérifie que f o u = Id[g 4 o[- En effet, si z € [0, +-00[, on a:
(fou) @) = flu(x))= (u(z)+1)°
= (Wz—-1+1)°
(Va)?

= X

8

Ainsi, f est bijective, de réciproque g.

2. On vérifie que g o g = Idg\f1). Eneffet, siz € R\ {1},siy € R\ {1}, on a la suite
d’équivalences suivante :

z+1
y=9@) & y=_—
< (z—1)y=x+1puisquexr —1 # 0
& zy-1)=y+1
1
& x:&puisquey—l;&O
y—1
& z=yg(y).

Ainsi, siz € R\ {1}, si on pose y = g(x),ona:

gog(r) =g(y) ==,

puisque g(x) = y. Ainsi, on trouve g o g = Idg\ (1}, donc g est bijective, et est sa propre
réciproque.

3. L’application h n’est pas injective, puisque h(0) = h(—2) = 0. Elle n’est pas surjective,
puisque pour tout € R, on peut écrire le polynome 22 + 27 sous forme canonique pour

trouver :

h(z) =2 +2r=(z+1)2*-1>—1.
Ainsi, h(R) C [—1, +o0], donc h n’est pas surjective.
On vérifie que h : [—1, +00[ — [—1, 4+00] est bijective, de réciproque v : 3 — /y + 1—1.
L’application v est bien définie sur [—1,400[, puisque que pour tout y € [—1,+0c0], on
y+12>0.
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Il faut commencer par vérifier qu'on a bien h([~1,+oc]) C [~1, +0oc]. Cela provient du fait
quesix € [~1,+oo[, h(z) = (x +1)2 — 1 > —1. De méme, on vérifie que v([—1, +00[) C

[—1, 400

Siz,y € [—1,400], on a la suite d’équivalences suivante :

y=h(z) &

tt e

=

y:x2+2x

y=(r+1)*-1
y+1l=(z+1)°

r+1=+/y+1puisquey+1>0

r=+y+1-1

= v(y).

Ainsi, si z € [~1,+00], si on pose y = h(z), on a v(h(z)) = v(y) = . De méme, si on
pose y' = v(z), ona h(v(x)) = h(y') = x. Ceci montre que hov = v o h = Id_1 4o,

donc h et v sont réciproques I'une de Iautre.

EXERCICE 22 :

1. 3z € R: f(x)

=1:f:x

convient, puisqu’on a alors f(1) =

5
4
3
2
1

A

5-4-3-2-1 |

\J

x
1.

2Vr e R:f(x) =1:f:x— lest
la seule application satisfaisant cette

assertion.

EXERCICE 23 :

1. IM e R, Vz € R, f(x) < M.

2.IM eR,Am e R, Vx e R,m < f(z) < M.
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3.Ve,ye Rz <y= f(z) < f(y):
f :x — x convient.

5
4
3
2
1

A

4. dJx e R:xz < f(x): f :

T — 2z

convient, puisqu’on a alors 1 < f(1).

5
4
3
2
1

A




3. Vz € R, f(z) #0.
4. Vr,yeR:x <y< f(z) < f(y).
EXERCICE 24 :
Soit f une application de R dans R.
1. existe x € R, f(z) > 1.
2. f n’est pas croissante (il existe x € Rety € Rtels que z < yet f(x) > f(y)).
3. f n’est pas croissante ou pas positive (Jz € R, Jy € R,z < yet f(z) > f(y) oudz € R,
f(z) <0).
4. Yz € [0; o0, f(z) > 0.
5 Vr € R,dy € Rtelque x < yet f(x) < f(y).
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