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Introduction a ’analyse

Correction du partiel 1

Exercice 1

Soit f : R — R une fonction. On considére ’énoncé (A) suivant :

dM eR, Vz €R, f(x) > M= 2<0.
1. La négation de (A) s’écrit

VM eR, 3z € R, f(z) > Metx > 0.

2. On suppose que
Ve e R, f(x)=|z|

Montrons que la proposition (A) est fausse, ¢’est-a-dire que la proposition non(A) est vraie. Soit M € R. Posons
x =|M|. On a alors f(x) =|M| > M, et > 0, ce qui montre que non(A) est vraie.

3. On suppose que
Ve eR, f(z)=1-—=x.

Montrons que la proposition (A) est vraie. Posons M = 2. Soit « € R. Supposons que f(x) > M. Alors
1—z2>2,
donc on en déduit que z < —1 < 0. Ceci prouve que la proposition (A) est vraie.

Exercice 2

2n —1)(2 1
PourtoutneN*,onposeSn:12—|—32+-~-—|—(2n—1)2etRn:n(n ;( nt )

On veut montrer par récurrence que, pour tout n € N*, S, = R,,.

Initialisation : n=1:5; =1et Ry =1 donc S; = R;.
Récurrence : soit n € N*; on suppose (hypothése de récurrence) que S, = P, et on veut en déduire que
Sn+1 = Rpt1. On calcule donc Sy,41 :

Spi1=124+3 4+ +2n -1+ 2(n+1) - 1)
=S, +(2n+1)?
=R, +(2n+1)? par hypothése de récurrence

_ n(2n — 1;(2714— 1) +n+ 1)2

n(2n —1)

=(2n+1) <3 + (2n+1))

2n? —
:(2n+1) n n;—6n+3

(2n +1)(2n? 4+ 5n + 3)
3

puis R4 :

(n+1D2n+1)-1)2n+1)+1)
3
(n+1)(2n+1)(2n + 3)
3
(2n 4+ 1)(2n? + 5n + 3)
3 :

Rn+1 -

Donc Sy, 41 = R,41. CQFD
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Exercice 3
Soit f : A — B une application.

1. Dire que f est injective signifie que

Vo, 2’ € A, si f(z) = f(2') alors z = 2.

2. Dire que f est surjective signifie que

Vye B, dx € A, y = f(x).

Exercice 4

Soit f : N — N l'application définie par

n
- si n est un entier pair,

fln) =42 . o
n+1 sin est un entier impair.

1. L’application f n’est pas injective. En effet, on a f(4) =2 = f(1).
2. L’application f est surjective. En effet, si n € N, 'entier m = 2n est pair, donc on a

m_2n

f(m):§ D)

=n.

3. On note I I’ensemble des nombres impairs et F son image réciproque par f :

I={2k+1;keN}
E=fYI)={neN, f(n)cl}={neN,3kcN,f(n)=2k+1}

On veut montrer que E = {4k + 2,k € N}. On proceéde par double inclusion.

Tout d’abord montrons que E C {4k + 2,k € N}. Soit n € E'; alors par définition de E 'entier f(n) est impair.
On en déduit que n ne peut pas étre impair. En effet, si ¢’était le cas, f(n) = n + 1 serait pair, ce qui est
contraire & notre hypothese. Ainsi, n est pair et peut s’écrire n = 2n’ pour un certain n’ € N. Par conséquent,
ona f(n)=4= 27"/ =n' et comme f(n) est impair, n’ est aussi. Ainsi, il existe k € N tel que n’ =2k + 1 et
on obtient finalement :

n=2n" =22k +1) =4k + 2.
Ceci montre que n € {4k 4+ 2,k € N} et achéve la démonstration de la premiere inclusion.
Montrons maintenant que {4k + 2,k € N} C E. Soit k € N et posons n = 4k + 2; alors n est pair et on a ainsi

4k + 2

f(n) = fdk +2) = — 2%+ 1.

Ainsi, f(n) est impair et on a donc n € E. Ces deux inclusions prouvent que

E = {4k +2,k € N}.

Exercice 5

Soient les ensembles :
A={z€eR/|z—2/<z} e B={zeR/|z?—2z]> 2
D’une part :

reA |z —2| <=z
—r<zx—-—2<zx
—2r<-2<0
z>1

x € [1; 400,

tes o
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donc

A=[1;+o00].

Noter que la seconde équivalence ci-dessus (Jz — 2| < ¢ & —z <  — 2 < z) utilise le fait que z est positif, ce

qui est conséquence de chacune des inégalités.

D’autre part :

r€B = |m2—2$|>%
25

& w2—2x>%oux2—2x<—%

25 25

24 24
& x2—2x—%>00ux2—2x+f<0.

25

Pour résoudre les inéquations ci-dessus, il faut calculer les racines de chacun des polynémes du second degré en

utlisant le discriminant.

24
2
7 —2r — —
25
_ 2 24\ _ 196 _ (14)2
A= (=22 -dx1x(-5)=5%=(5)"
Les racines du polynome sont donc :
_ 14 14
x1—225 :—%etx2:2+25 :%etona
2 12
T —00  -F 5 too
?—20 -2 + 0 — 0 +

Donc

-2 -2 >082€]-00;—2[U]L; +oo].

24
2
—9 i
T T+ %5
A=(=22—4x1xZ=4—(2)>%
Les racines du polynome sont donc

2—2 242
xlszzéetm:Ts:getona:
_ 4 6
x o0 5 3 +o0o
24
m2—2x+% + 0 — 0 +
Donc

x2—2x+%<0®xe}%; g[

Finalement,
B U 1.0 U 12 +
== = = 3 oo
5 5
A—
SCR 0 I > g
5 5 5 5

B

La représentation graphique ci-dessus, nous donne :

6 12

2 4
et AUB]OO,5|:U:|5,+OO|:.



