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Introduction a ’analyse
Partiel 1 — 20 octobre 2017

Documents et calculatrices interdits. Toutes les réponses doivent étre soigneusement justifiées.

Exercice 1

On considere 'assertion (P)
VaeR, VbeR: (a# —1Ab#—-1)=a+b+ab# —1.

1. Ecrire la négation de (P).

REPONSE.
JaeR,FER: (a#-1Ab#—-1)Aa+b+ab=—1.

2. Eerire la contraposée de (P).

REPONSE.
VaeR, VbeR:a+b+ab=—-1= (a=—-1Vb=—-1).

3. Montrer que (P) est vraie.
REPONSE. Le plus simple est de montrer la contraposée de (P). Soit donc a et b deux réels quelconques; on suppose
que a 4+ b+ ab = —1 et 'on veut en déduire que I'un des deux est égal a —1.
De a+ b+ ab= —1 on déduit a + b+ ab+ 1 =0 en ajoutant 1 & chaque membre de 1’équation. On peut faire le petit
calcul suivant :

a+b+ab+1=ab+a+b+1 par commutativité de ’addition
=alb+1)+b+1 en factorisant les 2 premiers termes par a
=(a+1)(b+1) en factorisant par b+ 1

Par conséquent notre équation est équivalente & : (a+ 1)(b+ 1) = 0. Or un produit est nul ssi 'un de ses facteurs est
nul, on en déduit que a+1=0o0u b+ 1 =0, c’est-a~-dire a = —1 ou b = —1. O

Exercice 2

Soit n > 1 un entier naturel ; on considére la formule :
1 1 1 1 1

b =1
1-2+2-3+3-4+ +(n—1)-n n

1. Réécrire cette formule en utilisant le signe > et sans points de suspension.

, . 1 N
REPONSE. On voit que tous les termes du membre gauche sont de la forme m pour des valeurs entieres de k
allant de k = 2 a £ = n. On peut donc écrire :

n 1 1
[CES
P (k—1). n
- 1 N . . R
On peut aussi dire que les termes du membres gauche sont de la forme m ou k varie cette foisde 2 an —1;
auquel cas on écrit la formule :
L
P k.(k+1) n
2. Démontrer cette formule par récurrence sur n.
REPONSE.
2 1 1
Cas de base : n = 2. Il faut montrer que Z m =1- 3 Le membre gauche est une somme d’un seul

k=2

terme, celui pour k = 2, et est donc égal a ce qui est bien la valeur du membre droit.

2-11 2
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Récurrence. On suppose, c’est 'hypothese de récurrence, que la propriété est vraie au rang n > 1 c’est-a-dire

que :
n

1 1
Zmzl—;

k=2
et on montre qu’elle est également vraie au rang n + 1 c’est-a-dire que :

n+1

> GomE
= (k—1).k n+1
Pour cela on calcule le membre gauche :
n+1 1 n 1 1
; m = ; = + nn+1) en sortant le dernier terme de la somme
1 1
=1- -~ + oy e 3 par hypothese de récurrence
n+1 1
=1-
n.(n+1) + n.(n+1)
n+1-—-1
j— 1 -
n.(n+1)
o
n.(n+1)
n+1

Exercice 3

Soit f : A — B une application et soit U C B.
1. Rappeler la définition de I'image réciproque f~1(U) de U.

REPONSE. L’image réciproque de U par f est I’ensemble des éléments de A qui sont antécédents des éléments de U,
c’est-a-dire I’ensemble des éléments de A dont 'image par f est dans U ; écrit mathématiquement :

[ U)={z €A, fz) €U}
Autrement dit, pour x € A : 2 € f~1(U) ssi f(z) € U.
2. Donner f~}(U) dans le cas f = cos : R = R, z + cos(z) et U =]3,1].

REPONSE. Par définition de I'image réciproque on a :

FTNU)={z R, f(z) €U} = {z €R, cos(zx) € 12,1} ={z€R, f(z) eU} ={z €R, § <cos(z) <1}

Il ’agit donc de trouver les réels x tels que 1 < cosz < 1; or la seconde inéquation est toujours réalisée, donc il s’agit

uniquement de résoudre la premiere : % < C?)s x.

Comme la fonction cos est périodique de période 27 il suffit de trouver les solutions pour z € [—m, 7]. On sait que
cosz = 3 quand = £/3; on en déduit que, pour —7 < x < 7, cos(x) > 1/2 ssi —7/3 < & < /3. Par périodicité de
cos cette propriété est invariante quand x est translaté d’un multiple de 27, c’est-a-dire : pour tout = € R, 1/2 < cos(z)
ssi il existe un entier (relatif) k tel que —7/3 + 2kw < < 7/3 + 2k7. Finalement la solution demandée s’écrit :

1) = U]_§+2k7ﬂg+2kw[: U]_(fik;l)( (ﬁkgl)w
kEZ rer

Exercice 4

1. Donner la définition d’injectivité d’une application.

REPONSE. Une application h : X — Y est injective si tout élément de Y a au plus un antécédent par f, autrement dit
deux éléments distincts de X ont des images distinctes par f. Ce que 'on peut écrire :

Vr,x' € X, six # a2 alors h(z) # h(x)

ou par contraposition :
Vz,z' € X, si h(z) = h(z') alors x = 2.
Soient f: A— B, g: B — C des applications.

2. Montrer que
f, ginjectives = g o finjective.
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REPONSE. On suppose que f et g sont injectives. Pour montrer que g o f est injective il faut montrer que :
Ya,a' € A, sigo f(a) =go f(a') alors a =a’.

Supposons donc que a et a’ sont deux éléments de A tels que go f(a) = go f(a'). Par définition de la composition des
applications cela signifie que g(f(a)) = g(f(a’)). Les éléments f(a) et f(a') de B ont donc la méme image par g et
comme g est supposée injective on en déduit que f(a) = f(a’); mais f est aussi supposée injective ce qui nous donne
donc a = a’ comme attendu. O

3. Montrer que
g o finjective = f injective.

REPONSE. On suppose cette que fois que g o f est injective, et ’'on veut montrer que f est alors injective, c’est-a-dire
que :

Va,a' € A, si f(a) = f(a’) alors a = a’.
Soit donc a,a’ deux éléments de a vérifiant f(a) = f(a’). En appliquant g & chaque membre de cette équation on
obtient g(f(a)) = g(f(a’), c’est-a-dire par définition de la composition des applications : g o f(a) = g o f(a'). Mais
g o f est supposée injective, on en déduit donc que a = a’. O

4. Donner un exemple d’application f: A — B, g: B — C telles que g o f est injective, mais g ne ’est pas.

REPONSE. Un exemple simple (pas tout & fait le plus simple mais presque) est :

f:{0} —{0,1}
0—0

g:{0,1} - N
0,1—=0

Ainsi la composée est :

gof:{0} =N
0—0

L’application g o f est clairement injective puisque son domaine, réduit au seul élément 0, ne peut pas contenir deux
éléments distincts ayant la méme image. Par contre 'application g n’est pas injective puisque les 2 éléments de son
domaine ont la méme image.

On peut également prendre f : R — R définie par f(z) = e” et g : R — R définie par g(x) = z*. La fonction g n’est
pas surjective puisque par exemple g(—1) = g(1) = 1, par contre comme g o f(z) = g(f(z)) = g(e*) = (e%)* = **
on voit que g o f est injective : si e2® = e* alors en appliquant le logarithme aux deux membres de ’équations on

obtient 22 = 22’ d’oll = = 2.

Exercice 5

Soient
A={zeR, 22| <x+3} et B={zcR,|z?-5z|<6}.

Exprimer les ensembles A, B, AU B et AN B comme réunions d’intervalles.

REPONSE. Pour calculer A et B on utilise la propriété fondamentale de la valeur absolue : |[P| < Q ssi —Q < P < Q
(et pareillement avec des inégalités strictes).

Calcul de A. T1ls’agit de résoudre I'inégalité |2x| < =+ 3 qui est donc équivalente & ’encadrement : —x — 3 < 2z <
x + 3. Pour la premiere inégalité on a :

—x —3 <2z ssi —3 < 3x en ajoutant x aux deux membres
ssi —1 <z  en multipliant les 2 membres par 1/3 > 0 ce qui conserve donc le sens de 'inégalité

Pour la seconde on calcule de méme :
2r<xcx+3 ssizx<3 en ajoutant —x aux deux membres

L’ensemble A contient tous les z satisfaisant les deux conditions —1 < z < 3, on a donc A = [—1, 3]
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Calcul de B. Cette fois on résout I'inégalité |#? — 5z| < 6 qui est équivalente & —6 < 2% — 5z < 6.

La premiere inégalité, —6 < x? — 5z, est équivalente & 22 — 5z > —6, puis 22 — 5z + 6 > 0 par ajout de 6 aux deux
membres. Il s’agit donc d’étudier le signe de z? — 5z + 6. Un polynéme du second degré az? + bz + ¢ est du signe
opposé & a lorsque z est entre ses racines (s’il y en a), du signe de a lorsque z est & Uextérieur des racines.

Il s’agit donc de déterminer les racines de 2 — 5z + 6; on peut utiliser la méthode usuelle (b7 4ac) mais ici apreés un
ou deux essais on voit que 2 est racine puisque 22 — 5.2 + 6 = 0; comme le coefficient constant est 6, ’autre racine
doit étre 3 et en effet on vérifie facilement que z* — 5z +6 = (x — 2)(z — 3). Par conséquent I'inégalité 2> — 5z +6 > 0
est vérifiée lorsque = < 2 ou lorsque = > 3.

On procéde de méme pour la seconde inégalité 22 — 5z < 6 qui est équivalente & 22 — 5z — 6 < 0. Cette fois on voit
que —1 est racine car (—1)® —5.(—1) +6 = 0, donc l’autre racine doit étre 6 ce que 1’on vérifie facilement en calculant
(z 4+ 1)(x — 6). L’inégalité est donc vérifiée lorsque z est entre les racines c’est-a-dire pour —1 < z < 6.

Par conséquent ’encadrement —6 < 22 — 5z < 6 est vérifié lorsque x satisfait les 2 contraintes :

— x < 2ouz >3 cest-d-dire z € | — 00, 2[U]3, +00[ d’une part, et

— —1 <z <6, cest-a-dire x € ] — 1, 6] d’autre part.

En combinant celles-ci on obtient finalement :

B=]-12[Ul36

Calculs de AU B et AN B.

AUB=[-1,3]U (] —1,2[U]3,6])
=[-1,6].
-1,3]n (] —1,2[U]3,6])

ANB=
—]-1,2[



