
L1 Maths et InfoMathématiques disrètes 1Partiel du 5 novembre 2007Durée : 2h - Responsable : L. RegnierDouments et alulatries non autorisés. Prévoir environ 20 minutes par exo, 30 minutes au (grand)maximum.Exerie 1 Rappeler les dé�nitions de :i) partie d'un ensemble ;Réponse. Une partie d'un ensemble X est un ensemble Y tel que Y ⊂ X, 'est-à-dire telle que ∀y ∈ Y, y ∈ X.ii) fontion injetive, surjetive et bijetive ;Réponse. Une fontion f : X → Y est injetive si tout élément de Y a au plus un antéédent par f . Autrementdit :
∀x, x′ ∈ X, si f(x) = f(x′) alors x = x′.Elle est surjetive si tout élément de Y a au moins un antéédent par f . Autrement dit :

∀y ∈ Y, ∃x ∈ X, y = f(x).Elle est bijetive si elle injetive et surjetive. Autrement dit, tout élément de Y a exatement un antéédent par
f .Exerie 2 Dans haun des énonés suivants, préiser le type de l'énoné (dé�nition ou proposition),les hypothèses et onlusions s'il s'agit d'une proposition, l'objet dé�ni s'il s'agit d'une dé�nition ; puisdonner le type de haque symbole utilisé dans l'énoné.i) Si X ⊂ N et X 6= ∅, alors il existe n ∈ X tel que n ≥ p pour tout p ∈ X .Réponse. L'énoné est une proposition. Les hypothèses sont � X ⊂ N � et � X 6= ∅ �. La onlusion est � ilexiste . . . �.Types des symboles : N, X : ensembles d'entiers ; n, p : entiers ; ⊂ : relation entre ensembles d'entiers ; 6= : relationentre ensembles d'entiers ; ∈ : relation entre entiers et ensembles d'entiers ; ≥ : relation entre entiers.RemarqueCet énoné est faux : il dit que tout ensemble d'entiers naturels a un plus grand élément. Il y a unénoné similaire qui est vrai : tout ensemble d'entiers naturels a un plus petit élément (que faut-ilhanger i-dessus pour obtenir et énoné ?).ii) Si f : X → Y est une bijetion, alors il existe g : Y → X telle que g(f(x)) = x pour tout x dans
X , et f(g(y)) = y pour tout y dans Y .Réponse. L'énoné est une proposition ; l'hypothèse est que f : X → Y est une bijetion, la onlusion qu'ilexiste g. . .
X, Y : ensembles ; f : fontion de X vers Y ; g : fontion de Y vers X ; x : élément de X ; y : élément de Y ; = :relation entre éléments de X ou entre éléments de Y .iii) Si z ⊂ N et x ∈ P(z) alors pour tout y ∈ x, y ∈ z.Réponse. L'énoné est une proposition. Les hypothèses sont � z ⊂ N � et � x ∈ P(z) �. La onlusion est � pourtout . . . �.Types des symboles : N, z, x : ensembles d'entiers ; y : entier ; P(z) : ensemble d'ensembles d'entiers.iv) Une partition de X est un ensemble P tel que pour tout A, B ∈ P , si A 6= B alors A ∩ B = ∅ etpour tout x ∈ X il existe un A ∈ P tel que x ∈ A.



Réponse. L'énoné est une dé�nition de la notion de partition. Dans ette dé�nition, la partition est P .Types des symboles : X, A, B, ∅ : ensembles ; P : ensemble d'ensembles ; x : élément de X ; ∩ : opération sur lesensembles ; 6=, = : relations entre ensembles ; ∈ : relation entre éléments et ensembles (ou entre entre ensembleset ensembles d'ensembles).RemarqueCette dé�nition n'est pas tout à fait orrete ; il faut préiser que P est un ensemble de parties de
X ; dans e as on les lettres A et B dénotent des parties de X.Exerie 3 Pour haune des fontions suivantes, indiquer si elle est injetive, surjetive, bijetive.Si la fontion n'est pas injetive, on dira pourquoi, et de même si elle n'est pas surjetive. Si la fontionest bijetive on donnera son inverse.i) f : N → N, f(x) = 2x ;Réponse. f est injetive, mais pas surjetive : 1 n'a auun antéédent.ii) f : R → R, f(x) = 2x ;Réponse. f est bijetive : sa fontion inverse f−1 : R → R est dé�nie par f−1(x) = x/2.iii) f : N → N, f(x) = x2 ;Réponse. f est injetive, mais pas surjetive : 2 n'a auun antéédent.iv) f : Z → Z, f(x) = x2 ;Réponse. f n'est ni injetive, ni surjetive : 1 a deux antéédents, et 2 n'en a auun.v) f : R → R

+, f(x) = x2 ;Réponse. f est surjetive, mais pas injetive : 1 a deux antéédents.vi) f : N
2 → N, f(x, y) = x + y ;Réponse. f est surjetive, mais pas injetive : 1 a deux antéédents, les ouples (0, 1) et (1, 0).vii) f : N
2 → N

2, f(x, y) = (x + y, x) ;Réponse. f est injetive, mais pas surjetive : (0, 1) n'a auun antéédent (et plus généralement (n, p) n'a pasd'antéédent dès que n < p).viii) f : N
2 → N

2, f(x, y) = (y, x) ;Réponse. f est bijetive : sa fontion inverse f−1 : N
2 → N

2 est f elle-même.Exerie 4 Soit S et D deux ensembles d'entiers naturels. Les éléments de S seront appelés lesentiers serets et eux de D seront appelés les entiers disrets. Érire formellement les énonés i-dessousen suivant le modèle : � tout entier seret est disret � devient � ∀n ∈ N, si n ∈ S alors n ∈ D �.i) auun entier disret n'est seret ;Réponse. ∀n ∈ N, si n ∈ D alors n /∈ S.Variante : ∀n ∈ D, n /∈ S.ii) il y a des entiers disrets qui sont serets ;Réponse. ∃n ∈ N, n ∈ D et n ∈ S.Variante : ∃n ∈ D, n ∈ S.iii) il y a au plus un entier disret qui est seret ;Réponse. ∀n, p ∈ N, si n, p ∈ D et n, p ∈ S alors n = p.Variante : ∀n, p ∈ D, si n, p ∈ S alors n = p.iv) il y a un unique entier seret qui n'est pas disret (on évitera d'utiliser la notation ∃!) ;



Réponse. ∃n ∈ N, n ∈ S et n /∈ D et ∀p ∈ N, si p ∈ S et p /∈ D alors p = n.Variante : ∃n ∈ S, n /∈ D et ∀p ∈ S, si p /∈ D alors p = n.v) pour tout entier seret, il y a un entier disret qui lui est supérieur ;Réponse. ∀n ∈ N, si n ∈ S alors ∃p ∈ N, p ∈ D et p ≥ n.Variante : ∀n ∈ S, ∃p ∈ D, p ≥ n.vi) il y a un entier disret qui majore tous les entiers serets ;Réponse. ∃n ∈ N, n ∈ D et ∀p ∈ N, si p ∈ S alors n ≥ p.Variante : ∃n ∈ D, ∀p ∈ S, n ≥ p.vii) si deux entiers distints sont disrets alors au moins l'un des deux est seret ;Réponse. ∀n, p ∈ N, si n, p ∈ D et n 6= p alors n ∈ S ou p ∈ S.Variante : ∀n, p ∈ D, si n 6= p alors n ∈ S ou p ∈ S.viii) un entier est seret si il est disret et toutes ses puissanes sont disrètes.Réponse. ∀n ∈ N, si n ∈ D et ∀p ∈ N, np ∈ D alors n ∈ S.Variante : ∀n ∈ D, si ∀p ∈ N, np ∈ D alors n ∈ S.


