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Exercice 1 Dans cet exercice, n designe un entier naturel.

i) Soit Sn = 1 + 2 + 4 + · · ·+ 2n ; écrire Sn en utilisant la notation Σ.

ii) Soit Dn = 2 + 4 + · · ·+ 2n+1 ; écrire Dn en utilisant la notation Σ.

iii) Trouver un entier an tel que Dn = Sn + an.

iv) En déduire que Sn = an.

Exercice 2 On rappelle que si n et p sont deux entiers, n divise p signi�e que p est un multiple de
n, c'est à dire qu'il existe un entier k tel que p = kn.
On dé�nit une relation R sur les entiers naturels par : n R p ssi 2n divise p.

i) En utilisant la dé�nition de divise rappelée ci-dessus, écrire formellement la dé�nition de R.

ii) Pour chacune des propriétés suivantes indiquer si elle est véri�ée ou pas (justi�er succintement
chaque réponse) :

1. la relation R est ré�exive : pour tout n ∈ N, n R n ;

2. ∃n ∈ N, n R n ;

3. ∀n ∈ N, n R 0 ;

4. ∃p ∈ N,∀n ∈ N, n R p ;

5. ∃n ∈ N,∀p ∈ N, n R p ;

Exercice 3 Soient X et Y deux ensembles, f : X → Y une fonction de X dans Y .

i) Soit A une partie de X et B une partie de Y . Rappeler les dé�nitions de f(A) et f−1(B).

On pose X = Y = N et on dé�nit f par f(n) = 0 si n est impair, n/2 si n est pair.

ii) Calculer f(0), f(1), f(2), f(3), f(4) et f(5).

On note N2 l'ensemble des entiers pairs et N′2 l'ensemble des entiers impairs.

iii) Écrire formellement N2 et N′2 sur le modèle X = {x ∈ ... tel que ...}.
iv) Calculer les ensembles f(N), f(N2), f(N′2), f−1(N), f−1({0}), f−1({0, 1}).

Exercice 4 Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n on a :

n2 =

n−1∑
k=0

(2k + 1)


