
Corrigé TD 1J.-B. Angelelli8 novembre 2006Dé�nitions� Soit (X,≤) un ensemble ordonné et (x, y, z) ∈ X . On a z = sup(x, y) si et seulement si les 3 propriétéssuivantes sont véri�ées :1. x ≤ z2. y ≤ z3. Soit z′ ∈ X tel que x ≤ z′ et y ≤ z′ , alors on a z ≤ z′� Soit (X,≤) un ensemble ordonné et (x, y, z) ∈ X . On a z = inf(x, y) si et seulement si les 3 propriétéssuivantes sont véri�ées :1. z ≤ x2. z ≤ y3. Soit z′ ∈ X tel que z′ ≤ x et z′ ≤ y , alors on a z′ ≤ zExer
i
e 7On se pla
e dans un treillis T .Démontrer que ∨ est asso
iative1Il s'agit de démontrer que :
∀(x, y, z) ∈ T, (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z)DémonstrationOn note s1 = (x ∨ y) ∨ z et s2 = x ∨ (y ∨ z). On va démontrer dans un premier temps que s1 ≤ s2 puis que

s2 ≤ s1.� On a x ≤ s2 (1) (propriété 1. du sup)� On a y ≤ y ∨ z et z ≤ y ∨ z (propriété 1. du sup) or y ∨ z ≤ s2, 
e qui fait que y ≤ s2 (2) et z ≤ s2 (3)(par transitivité de ≤)� D'après (1) et (2), on a x ≤ s2 et y ≤ s2, d'où x ∨ y ≤ s2 (4) (propriété 3. du sup)� D'après (4) et (3), on a x ∨ y ≤ s2 et z ≤ s2, d'où (x ∨ y) ∨ z ≤ s2 (propriété 3. du sup), 
'est-à-dire
s1 ≤ s2 .On démontre de même que s2 ≤ s1 et on a s1 = s2 et l'asso
iativité est démontrée.1à ne pas 
onfondre ave
 la distributivité 1



Démontrer que pour tous x et y dans T , on a x ∧ (x ∨ y) = xIl s'agit i
i d'une démonstration de borne inférieure, il faut démontrer que x véri�e les 3 propriétés de ladé�nition de la borne inf vis-à-vis de x et x ∨ y.Démonstration1. on a x ≤ x (évident, ré�exivité de ≤)2. on a x ≤ x ∨ y (propriété 1. du sup)3. Considérons z′ ∈ T tel que z′ ≤ x et z′ ≤ x∨y, on a alors z′ ≤ x (immédiat, pas d'étape intermédiaire)On a démontré que x = inf(x, x ∨ y), 
'est-à-dire x ∧ (x ∨ y) = x.Démontrer que pour tous x de T , on a x ∨⊤ = ⊤Il s'agit i
i d'une démonstration de borne supérieure, il faut démontrer que ⊤ véri�e les 3 propriétés de laborne sup vis-à-vis de x et ⊤.Démonstration1. on a x ≤ ⊤ (d'après la dé�nition de ⊤)2. on a ⊤ ≤ ⊤(évident, ré�exivité de ≤)3. Considérons z′ ∈ T tel que ⊤ ≤ z′ et x ≤ z′, on a alors ⊤ ≤ z′ (immédiat, pas d'étape intermédiaire)On a démontré que x ∨⊤ = ⊤.Exer
i
e 10Montrer que tout élément d'un treillis booléen admet un unique 
omplémentConsidérons x ∈ T , on va démontrer que le 
omplément de x existe et est unique.Existen
eLe treillis booléen est en parti
ulier 
omplémenté, 
e qui fait que x admet au moins un 
omplément2.Uni
itéLe treillis booléen est en parti
ulier distributif, nous allons voir que la distributivité du treillis impliquel'uni
ité du 
omplément3. Comme souvent dans les démonstration d'uni
ité, on suppose que x admet deux
ompléments y et z et on montre qu'on a alors y = z.On a x ∨ y = ⊤(1), x ∨ z = ⊤(2), x ∧ y = ⊥(3), x ∧ z = ⊥(4).Considérons la quantité y ∨ (x ∧ z). On a, d'après la distributivité du treillis,
y ∨ (x ∧ z) = (y ∨ x) ∧ (y ∨ z)d'où

y ∨ ⊥ = ⊤ ∧ (y ∨ z)d'où
y = y ∨ z2non unique si le treillis est seulement 
omplémenté3si il existe, 
e qui n'est pas toujours le 
as si le treillis est seulement distributif2



Considérons la quantité z ∨ (x ∧ y). On a, d'après la distributivité du treillis,
z ∨ (x ∧ y) = (z ∨ x) ∧ (z ∨ y)d'où

z ∨ ⊥ = ⊤ ∧ (z ∨ y)d'où
z = z ∨ yVu que z ∨ y = y ∨ z, on a y = z, et l'uni
ité est démontrée.RemarqueCette démonstration donne un outil très utile pour démontrer qu'un treillis N'EST PAS distributif, il su�tde trouver un élément qui admet deux 
ompléments DISTINCTS.
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