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Exercice 2

Soient M ,N deux monoides et ¢ : M — N un morphisme de monoides. Montrer
que I'on définit une congruence = sur M en posant z =y si p(x) = p(y).
Solution :

Il s’agit de démontrer que = est une congruence, c’est-a-dire une relation d’équivalence
telle que si z = 2’ et y = 3’ alors zy = 2’y’. Ne pas oublier de démontrer que
la relation est une équivalence.

e Reflexivité : Vo € M, on a ¢(x) = ¢(x), donc z = z.

e Symétrie : Supposons que z = y, on a alors p(x) = ¢(y), donc ¢(y) =
o(z), donc y = x.

e Transitivité : Supposons que z = y et y = z, alors p(z) = (y) et
o(y) = (2), dott p(z) = ¢(z) donc z = z.

e Congruence: Siz =2’ et y = ¢/, alors p(x) = p(z’) et v(y) = ¢(y'), d’ou
p(@)e(y) = p(@)p(y'), dou p(ry) = p(ay’) (car ¢ est un morphisme de

monoides), et donc zy = x'y’.
Exercice 4
Soit ¥ un alphabet non vide. L’ordre préfixe C est défini sur X* par u C v s'il
existe un mot u’ tel que v = uu’. Montrer que c’est une relation d’ordre sur X*.
Réflexivité

VYu € ¥*, u = ue donc en posant u’ = € on a bien uu’ = u, c’est & dire u C u.

Antisymeétrie

Supposons qu'on a u C v et v C u. Il existe alors v’ et v’ tels que uu’ = v
et vv’ = u. Ce qui fait que vv’v’ = v. En particulier la longueur de vv'v/
doit étre égale a celle de v, c’est & dire |vv’u’/| = |v|. Mais par définition on a



[vv'u!| = Ju| + |v'| + |u/|, donc |v'| + |u'| = 0 et comme les longueurs sont des
entiers positifs ou nuls on en déduit que |v'| = |u/| = 0. Or il n’y a qu'un seul
mot de longueur nulle : le mot vide ; donc v/ = v’ = . Comme uu’ = v et
ue = u (car € est neutre pour la concaténation), on en déduit u = v.

Transitivité
Supposons qu'on a u E v C w. Il existe alors v et v’ tels que v = uu’ et w = vv'.
Ce qui fait que w = wu'v' = u(u'v’) par associativité de la concaténation, d’oi
u C w.

On a démontré que C est une relation d’ordre sur X*.
Plus petit élément
Yu € ¥* on a eu = u, donc € C u. Ce qui prouve que € est le plus petit élément
de ¥* pour la relation C.

Bornes inférieures

sa fonction de lettres

On rappelle que un mot u est défini par sa longueur |u
o {1, |ul} — 2.
Commencons par une remarque : si u est un préfixe de v alors on a :

o |ul <luf ;
e pour 0 < i < |u| on a o,,(i) = 0y (3).

Ces deux propriétés sont conséquence immeédiate du fait que v = wu’ pour un
u’ et de la définition de la concaténation.

Soient maintenant u et v deux mots quelconques. Remarquons que u et v
ont au moins un préfixe commun, le mot vide, et que tout préfixe commun de
u et de v est de longueur au plus égal & min(|ul, |v]). Autrement dit I’ensemble
des préfixes communs de u et de v est non vide et fini. De plus il est totalement
ordonné par la relation de préfixe : si x et y sont deux préfixes commun de u
et de v alors on a soit x C y, soit y C z. En effet supposons par exemple que
|z] < |y|- Comme z et y sont tous deux des préfixes communs de u et de v on
a: 0y(i) = 0y(1) = 04(i) = 0y (i) pour 0 < ¢ < |z|. Donc z est un préfixe de y.
Si par contre |z| € |y| alors comme les longueurs sont des entiers on a |y| < ||
(les entiers sont totalement ordonnés) et un raisonnement similaire montre que
y est un préfixe de z.

Puisque les préfixes communs de u et de v sont en nombre fini (non nul) et
qu’ils sont totalement ordonné par la relation préfixe, il y a un plus grand préfixe
commun de u et de v. On a donc montré ’existence d’un borne inférieure de u
et de v.



Bornes supérieures ?

Si ¥* contient au moins deux lettres a et b alors les mots a et b (de longueur 1)
ne peuvent étre préfixe commun d’aucun mot. Ils n’ont donc aucun majorant
commun, et a fortiori n’ont pas de borne supérieure. En fait on peut facilement
se convaincre que deux mots u et v ont un majorant commun (c’est a dire sont
préfixe commun d’un méme mot) ssi I'un est préfixe de l'autre. Dans ce cas,
mais seulement dans ce cas, ils ont une borne supérieure qui est le plus long des
deux.

Exercice 5

Automate 1

L = a*(b(de)* + b(de)*d + c(ed)* + c(ed)*e)
Automate 2

L=u(v+w)*(a+b)cd

Automate 3

L = (01)*1((0 + 1)0*1 + 0)

Exercice 6

Afin de construire un automate détermiste, il faut d’abord numéroter les états,
on obtient :
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On vérifie que 'automate n’est pas déja deterministe. Ici il n’est pas déter-
ministe puisque deux fleches étiquetées par a partent de I'état 1. La présence
de la transition € montre également que ’automate n’est pas déterministe.

On construit un automate déterministe D dont les états correspondront &
des sous-ensemble d’états de l'automate de départ non déterministe N. Le
processus est le suivant :



e [’état initial de 'automate IV est 1, on construit donc un état nommé 1
dans D. Il s’agira de I’état initial de D.

e Si on est en 1 dans D, ce qui correspond & étre en 1 dans IV, et on a la
lettre a, on va en 2 ou en 3. On ajoute donc dans D un état nommé “23”
et une fleche a de 1 vers 23.

e Si on est en 1 dans D, ce qui correspond & étre en 1 dans N, et on a la
lettre b, on va en 3. On ajoute donc dans D un état nommé “3” et une
fleche b de 1 vers 3. ATTENTION : ne pas considérer que 3 est inclus
dans 23, il s’agit bien de deux états différents.

e Si on est en 23 dans D, ce qui correspond & étre en 2 ou en 3 dans N, et
on a la lettre a, on va en 4, donc également en 1 grace a la transition € de
4 vers 1, on arrive donc en 4 ou 1. On ajoute donc & D un état nommé
“41” et une fleche a de 23 vers 41.

e Si on est en 23 dans D, ce qui correspond & étre en 2 ou en 3 dans N, et
on a la lettre b, on va en 4, donc également en 1 grace a la transition e de
4 vers 1, on arrive donc en 4 ou 1. On ajoute donc & D une fléche b de 23
vers 41.

e Si on est en 41 dans D, ce qui correspond & étre en 4 ou en 1 dans N, et
on la lettre a, on va en 2 ou en 3, on ajoute donc & D une fleche b de 41
vers 23.

e Si on est en 41 dans D, ce qui correspond & étre en 4 ou en 1 dans N, et
on la lettre b, on va en 3, on ajoute donc a D une fleche b de 41 vers 3.

e Si on est en 3 dans D, ce qui correspond & étre en 3 dans NN, et on a la
lettre a, il ne se passe rien, si on a la lettre b, on va en 4, donc également
en 1 grace a la transition € de 4 vers 1, on arrive donc en 4 ou 1. On
ajoute donc & D une fleche b de 3 vers 41.

e Les sorties de D sont des états qui correspondent & au moins une sortie
dans N. Ici, les sorties de D sont donc les états 23 et 3.

On obtient donc 'automate suivant, :



v

On peut vérifier facilement que D est bien déterministe, aucun état n’a plus
d’une fléche partant de I’état avec la méme lettre. Par contre il n’est pas complet,
puisqu’il ne part aucune fléeche a de 3. On le compléte en rajoutant un état “5”
dit piége et une fléche a de 3 vers 5. On rajoute également deux fléches boucles a
et b de 5 vers 5 afin que 'automate soit complet. On obtient 'automate complet

déterministe suivant :
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Exercice 7

v

On fixe Palphabet 3 = {a,b}. Construire des automates reconnaissant les lan-

gages suivants :

1. L, = 2"
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2. Lo = X*uX*, ot u est un mot de X*fixé.
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3. Ls est I’ensemble des mots u de %* qui contiennent un nombre pair de fois
la lettre a.

b
i a
4. Ly = {a®V*,0 < k < 3}.

Lyest un langage fini. Tl n’a que 4 mots, Ly = {¢, ab,aabb, aaabbb}. Tl
existe donc Yautomate trivial suivant :
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Exercice 8

On considére lalphabet {a,b}. Dire si les langages suivants sont réguliers ou
non :

1. Le langage Ls = {(ab)*, k € N}.

Ce langage est reconnu par 'automate suivant :

Il est donc automatique donc régulier.

2. Le langage Lg = {a*b* k € N}.

On rappelle ’énoncé du lemme de pompage : si Lg est régulier alors il
existe un entier M tel que pour tout mot u € Lg, si |u|] > M alors u
se décompose en u = ujugu3 ou |ujuz] < M, |uz| > 0 et pour tout n,
uruyus € Lg.

Soit u un mot quelconque de Lg. On va montrer que quel que soit le choix
de u1, ug et ug vérifiant u = ujuous et |ug| > 0, il y a toujours au moins
un entier n tel que wjujus € L. On aura ainsi contredit le lemme de
pompage et donc démontré que Lg n’est pas régulier. Par commodité on
note p1, p2 et p3 les longueurs respectives de uq, us et us.

Comme u € Lg, on sait qu'il existe un k tel que v = a*b*. Il y a trois

possibilités :

(a) sipy+pe <k alors comme ujusus = ab*, on a uy = aP*, uy = aP? et
us = a¥~P1=P2pF Donc UIUSUZ = aPra™P2gk—Pi—p2pk Ep particulier
pour n = 0, ujujus = aPrak—Pi—p2pk — gk—pP2pk  Comme p2 > 0 on

a bien uyujug ¢ Le pour n = 0.

(b) sipy+p2 > ket py <k alors uy = aP*, ug = a"*"ProF P et ug = bPs.
Donc uyufus = aP*(aF~P1b*=P3)"pPs. En particulier pour n = 2 on
obtient wjusus = aPrak—Pipk—psgh—pLpk—pspps — gkpk—psgh—pipk of
comme k — p; > 0 on voit une fois de plus que ujujus ¢ Lg pour
n=2.

(c) sip1+p2 > k et pp > k alors on est dans une situation symétrique
du premier cas et on voit de méme que ujudus € L.

Dans les trois cas on a donc trouvé un n tel que ujujus & Lg.



Exercice 9

Dire si 'implication suivante est vraie ou non : si L est un langage régulier et
L’ est un sous-langage de L, alors L’ est alors régulier.

Solution :

Considérons lalphabet ¥ = {a,b} et posons L = ¥*. Alors L est régulier
puisqu’il correspond & l'expression réguliére (a+b)*. Si I'implication était vraie,
tout sous-langage L’ de L, c’est a dire tout langage L’ sur I'alphabet X, serait
régulier, ce qui est faux. Par exemple L' = {a*b* k € N} n’est pas régulier
d’aprés 'exercice 8.

Exercice 10

On considére 'ensemble des aP oil p est un nombre premier. Est-ce un langage
régulier ?

Solution :

Notons P ce langage. On va encore contredire le lemme de pompage. Pour cela
il suffit de montrer que pour tout M, il existe un v € P tel que |u| > M et pour
tout wuy, ug, us tels que |ujus| < M, |us| > 0 et u = ujugus, il existe un & tel
que uyubuz ¢ P.

Soit donc M un entier quelconque. Comme il y a une infinité de nombres
premiers on peut en trouver un plus grand que 2(M + 1). Notons le p. On a
donc u = a? € P. Soient uq, uz, ug tels que |ujus| < M, |us| > 0 et u = ujugus.
Notons p1, p2 et ps les longueurs respectives de uq, us et uz. Comme u = a?
on a donc u; = aP* pour i =1,2,3 et p = p; + p2 + p3. De plus p; +p2 < M et
p>2(M+1) donc ps > M + 1.

1l s’agit maintenant de trouver un k tel que uyu5us ¢ P c’est & dire tel que
p1 + kps + p3 ne soit pas premier. Prenons k = p; + p3 ; alors p1 + kps + p3 =
(p1+p3)(1+p2). Comme py > 0, 1+ ps > 2 et comme p3 > M +1, p1 +p3 > 2.
Donc py + kps + ps est un produit de deux entiers plus grands que 2, et n’est
donc pas premier.

Le lemme de pompage ne s’applique donc pas au langage P qui n’est donc
pas régulier.



