
Corrigé de la feuille d'exer
i
e 4JB AngelelliJanuary 3, 2007Exer
i
e 2Soient M ,N deux monoïdes et ϕ : M → N un morphisme de monoïdes. Montrerque l'on dé�nit une 
ongruen
e ≡ sur M en posant x ≡ y si ϕ(x) = ϕ(y).Solution :Il s'agit de démontrer que≡ est une 
ongruen
e, 
'est-à-dire une relation d'équivalen
etelle que si x ≡ x′ et y ≡ y′ alors xy ≡ x′y′. Ne pas oublier de démontrer quela relation est une équivalen
e.
• Ré�exivité : ∀x ∈ M , on a ϕ(x) = ϕ(x), don
 x ≡ x.
• Symétrie : Supposons que x ≡ y, on a alors ϕ(x) = ϕ(y), don
 ϕ(y) =

ϕ(x), don
 y ≡ x.
• Transitivité : Supposons que x ≡ y et y ≡ z, alors ϕ(x) = ϕ(y) et

ϕ(y) = ϕ(z), d'où ϕ(x) = ϕ(z) don
 x ≡ z.
• Congruen
e : Si x ≡ x′ et y ≡ y′, alors ϕ(x) = ϕ(x′) et ϕ(y) = ϕ(y′), d'où

ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(x′)ϕ(y′), d'où ϕ(xy) = ϕ(x′y′) (
ar ϕ est un morphisme demonoïdes), et don
 xy ≡ x′y′.Exer
i
e 4Soit Σ un alphabet non vide. L'ordre pré�xe ⊑ est dé�ni sur Σ∗ par u ⊑ v s'ilexiste un mot u′ tel que v = uu′. Montrer que 
'est une relation d'ordre sur Σ∗.Ré�exivité
∀u ∈ Σ∗, u = uǫ don
 en posant u′ = ǫ on a bien uu′ = u, 
'est à dire u ⊑ u.AntisymétrieSupposons qu'on a u ⊑ v et v ⊑ u. Il existe alors u′ et v′ tels que uu′ = vet vv′ = u. Ce qui fait que vv′u′ = v. En parti
ulier la longueur de vv′u′doit être égale à 
elle de v, 
'est à dire |vv′u′| = |v|. Mais par dé�nition on a1



|vv′u′| = |v| + |v′| + |u′|, don
 |v′| + |u′| = 0 et 
omme les longueurs sont desentiers positifs ou nuls on en déduit que |v′| = |u′| = 0. Or il n'y a qu'un seulmot de longueur nulle : le mot vide ; don
 v′ = u′ = ǫ. Comme uu′ = v et
uǫ = u (
ar ǫ est neutre pour la 
on
aténation), on en déduit u = v.TransitivitéSupposons qu'on a u ⊑ v ⊑ w. Il existe alors u′ et v′ tels que v = uu′ et w = vv′.Ce qui fait que w = uu′v′ = u(u′v′) par asso
iativité de la 
on
aténation, d'où
u ⊑ w.On a démontré que ⊑ est une relation d'ordre sur Σ∗.Plus petit élément
∀u ∈ Σ∗ on a ǫu = u, don
 ǫ ⊑ u. Ce qui prouve que ǫ est le plus petit élémentde Σ∗ pour la relation ⊑.Bornes inférieuresOn rappelle que un mot u est dé�ni par sa longueur |u| sa fon
tion de lettres
σu : {1, . . . , |u|} 7→ Σ.Commençons par une remarque : si u est un pré�xe de v alors on a :

• |u| ≤ |v| ;
• pour 0 < i ≤ |u| on a σu(i) = σv(i).Ces deux propriétés sont 
onséquen
e immédiate du fait que v = uu′ pour un

u′ et de la dé�nition de la 
on
aténation.Soient maintenant u et v deux mots quel
onques. Remarquons que u et vont au moins un pré�xe 
ommun, le mot vide, et que tout pré�xe 
ommun de
u et de v est de longueur au plus égal à min(|u|, |v|). Autrement dit l'ensembledes pré�xes 
ommuns de u et de v est non vide et �ni. De plus il est totalementordonné par la relation de pré�xe : si x et y sont deux pré�xes 
ommun de uet de v alors on a soit x ⊑ y, soit y ⊑ x. En e�et supposons par exemple que
|x| ≤ |y|. Comme x et y sont tous deux des pré�xes 
ommuns de u et de v ona : σu(i) = σv(i) = σx(i) = σy(i) pour 0 < i ≤ |x|. Don
 x est un pré�xe de y.Si par 
ontre |x| 6≤ |y| alors 
omme les longueurs sont des entiers on a |y| ≤ |x|(les entiers sont totalement ordonnés) et un raisonnement similaire montre que
y est un pré�xe de x.Puisque les pré�xes 
ommuns de u et de v sont en nombre �ni (non nul) etqu'ils sont totalement ordonné par la relation pré�xe, il y a un plus grand pré�xe
ommun de u et de v. On a don
 montré l'existen
e d'un borne inférieure de uet de v.

2



Bornes supérieures ?Si Σ∗ 
ontient au moins deux lettres a et b alors les mots a et b (de longueur 1)ne peuvent être pré�xe 
ommun d'au
un mot. Ils n'ont don
 au
un majorant
ommun, et a fortiori n'ont pas de borne supérieure. En fait on peut fa
ilementse 
onvain
re que deux mots u et v ont un majorant 
ommun (
'est à dire sontpré�xe 
ommun d'un même mot) ssi l'un est pré�xe de l'autre. Dans 
e 
as,mais seulement dans 
e 
as, ils ont une borne supérieure qui est le plus long desdeux.Exer
i
e 5Automate 1
L = a∗(b(de)∗ + b(de)∗d + c(ed)∗ + c(ed)∗e)Automate 2
L = u(v + w)∗(a + b)c∗dAutomate 3
L = (01)∗1((0 + 1)0∗1 + 0)Exer
i
e 6A�n de 
onstruire un automate détermiste, il faut d'abord numéroter les états,on obtient :

On véri�e que l'automate n'est pas déjà deterministe. I
i il n'est pas déter-ministe puisque deux �è
hes étiquetées par a partent de l'état 1. La présen
ede la transition ǫ montre également que l'automate n'est pas déterministe.On 
onstruit un automate déterministe D dont les états 
orrespondront àdes sous-ensemble d'états de l'automate de départ non déterministe N . Lepro
essus est le suivant : 3



• L'état initial de l'automate N est 1, on 
onstruit don
 un état nommé 1dans D. Il s'agira de l'état initial de D.
• Si on est en 1 dans D, 
e qui 
orrespond à être en 1 dans N , et on a lalettre a, on va en 2 ou en 3. On ajoute don
 dans D un état nommé �23�et une �è
he a de 1 vers 23.
• Si on est en 1 dans D, 
e qui 
orrespond à être en 1 dans N , et on a lalettre b, on va en 3. On ajoute don
 dans D un état nommé �3� et une�è
he b de 1 vers 3. ATTENTION : ne pas 
onsidérer que 3 est in
lusdans 23, il s'agit bien de deux états di�érents.
• Si on est en 23 dans D, 
e qui 
orrespond à être en 2 ou en 3 dans N , eton a la lettre a, on va en 4, don
 également en 1 grâ
e à la transition ǫ de4 vers 1, on arrive don
 en 4 ou 1. On ajoute don
 à D un état nommé�41� et une �è
he a de 23 vers 41.
• Si on est en 23 dans D, 
e qui 
orrespond à être en 2 ou en 3 dans N , eton a la lettre b, on va en 4, don
 également en 1 grâ
e à la transition ǫ de4 vers 1, on arrive don
 en 4 ou 1. On ajoute don
 à D une �è
he b de 23vers 41.
• Si on est en 41 dans D, 
e qui 
orrespond à être en 4 ou en 1 dans N , eton la lettre a, on va en 2 ou en 3, on ajoute don
 à D une �è
he b de 41vers 23.
• Si on est en 41 dans D, 
e qui 
orrespond à être en 4 ou en 1 dans N , eton la lettre b, on va en 3, on ajoute don
 à D une �è
he b de 41 vers 3.
• Si on est en 3 dans D, 
e qui 
orrespond à être en 3 dans N , et on a lalettre a, il ne se passe rien, si on a la lettre b, on va en 4, don
 égalementen 1 grâ
e à la transition ǫ de 4 vers 1, on arrive don
 en 4 ou 1. Onajoute don
 à D une �è
he b de 3 vers 41.
• Les sorties de D sont des états qui 
orrespondent à au moins une sortiedans N . I
i, les sorties de D sont don
 les états 23 et 3.On obtient don
 l'automate suivant :
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On peut véri�er fa
ilement que D est bien déterministe, au
un état n'a plusd'une �è
he partant de l'état ave
 la même lettre. Par 
ontre il n'est pas 
ompletpuisqu'il ne part au
une �è
he a de 3. On le 
omplète en rajoutant un état �5�dit piège et une �è
he a de 3 vers 5. On rajoute également deux �è
hes bou
les aet b de 5 vers 5 a�n que l'automate soit 
omplet. On obtient l'automate 
ompletdéterministe suivant :

Exer
i
e 7On �xe l'alphabet Σ = {a, b}. Construire des automates re
onnaissant les lan-gages suivants :1. L1 = Σ∗.
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2. L2 = Σ∗uΣ∗, où u est un mot de Σ∗�xé.
3. L3 est l'ensemble des mots u de Σ∗ qui 
ontiennent un nombre pair de foisla lettre a.
4. L4 = {akbk, 0 ≤ k ≤ 3}.

L4est un langage �ni. Il n'a que 4 mots, L4 = {ǫ, ab, aabb, aaabbb}. Ilexiste don
 l'automate trivial suivant :
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Exer
i
e 8On 
onsidère l'alphabet {a, b}. Dire si les langages suivants sont réguliers ounon :1. Le langage L5 = {(ab)k, k ∈ N}.Ce langage est re
onnu par l'automate suivant :
Il est don
 automatique don
 régulier.2. Le langage L6 = {akbk, k ∈ N}.On rappelle l'énon
é du lemme de pompage : si L6 est régulier alors ilexiste un entier M tel que pour tout mot u ∈ L6, si |u| ≥ M alors use dé
ompose en u = u1u2u3 où |u1u2| ≤ M , |u2| > 0 et pour tout n,
u1u

n
2
u3 ∈ L6.Soit u un mot quel
onque de L6. On va montrer que quel que soit le 
hoixde u1, u2 et u3 véri�ant u = u1u2u3 et |u2| > 0, il y a toujours au moinsun entier n tel que u1u

n
2
u3 6∈ L6. On aura ainsi 
ontredit le lemme depompage et don
 démontré que L6 n'est pas régulier. Par 
ommodité onnote p1, p2 et p3 les longueurs respe
tives de u1, u2 et u3.Comme u ∈ L6, on sait qu'il existe un k tel que u = akbk. Il y a troispossibilités :(a) si p1 +p2 ≤ k alors 
omme u1u2u3 = akbk, on a u1 = ap1 , u2 = ap2 et

u3 = ak−p1−p2bk. Don
 u1u
n
2u3 = ap1anp2ak−p1−p2bk. En parti
ulierpour n = 0, u1u

n
2
u3 = ap1ak−p1−p2bk = ak−p2bk. Comme p2 > 0 ona bien u1u

n
2u3 6∈ L6 pour n = 0.(b) si p1 + p2 > k et p1 < k alors u1 = ap1 , u2 = ak−p1bk−p3 et u3 = bp3 .Don
 u1u

n
2
u3 = ap1(ak−p1bk−p3)nbp3 . En parti
ulier pour n = 2 onobtient u1u
n
2
u3 = ap1ak−p1bk−p3ak−p1bk−p3bp3 = akbk−p3ak−p1bk et
omme k − p1 > 0 on voit une fois de plus que u1u

n
2u3 6∈ L6 pour

n = 2.(
) si p1 + p2 > k et p1 ≥ k alors on est dans une situation symétriquedu premier 
as et on voit de même que u1u
0
2u3 6∈ L6.Dans les trois 
as on a don
 trouvé un n tel que u1u

n
2u3 6∈ L6.7



Exer
i
e 9Dire si l'impli
ation suivante est vraie ou non : si L est un langage régulier et
L′ est un sous-langage de L, alors L′ est alors régulier.Solution :Considérons l'alphabet Σ = {a, b} et posons L = Σ∗. Alors L est régulierpuisqu'il 
orrespond à l'expression régulière (a+b)∗. Si l'impli
ation était vraie,tout sous-langage L′ de L, 
'est à dire tout langage L′ sur l'alphabet Σ, seraitrégulier, 
e qui est faux. Par exemple L′ = {akbk, k ∈ N} n'est pas régulierd'après l'exer
i
e 8.Exer
i
e 10On 
onsidère l'ensemble des ap où p est un nombre premier. Est-
e un langagerégulier ?Solution :Notons P 
e langage. On va en
ore 
ontredire le lemme de pompage. Pour 
elail su�t de montrer que pour tout M , il existe un u ∈ P tel que |u| ≥ M et pourtout u1, u2, u3 tels que |u1u2| ≤ M , |u2| > 0 et u = u1u2u3, il existe un k telque u1u

k
2u3 6∈ P .Soit don
 M un entier quel
onque. Comme il y a une in�nité de nombrespremiers on peut en trouver un plus grand que 2(M + 1). Notons le p. On adon
 u = ap ∈ P . Soient u1, u2, u3 tels que |u1u2| ≤ M , |u2| > 0 et u = u1u2u3.Notons p1, p2 et p3 les longueurs respe
tives de u1, u2 et u3. Comme u = apon a don
 ui = api pour i = 1, 2, 3 et p = p1 + p2 + p3. De plus p1 + p2 ≤ M et

p ≥ 2(M + 1) don
 p3 > M + 1.Il s'agit maintenant de trouver un k tel que u1u
k
2
u3 6∈ P 
'est à dire tel que

p1 + kp2 + p3 ne soit pas premier. Prenons k = p1 + p3 ; alors p1 + kp2 + p3 =
(p1 +p3)(1+p2). Comme p2 > 0, 1+p2 ≥ 2 et 
omme p3 > M +1, p1 +p3 ≥ 2.Don
 p1 + kp2 + p3 est un produit de deux entiers plus grands que 2, et n'estdon
 pas premier.Le lemme de pompage ne s'applique don
 pas au langage P qui n'est don
pas régulier.
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