DEA MDFI — Preuves et Types
Examen 2002-2003

Durée : 3h. Documents autorisés.

Exercice 1 On considére les formules suivantes, ou A, B et P(x) sont des for-
mules atomiques distinctes et différentes de v (vrai) et f (faux).

1. (A= B)= (-mAV B)
2. (FAVB)= (A= B)
3. dz—P(z) = ~VaP(x)
4. =V P(x) = Jx—P(x)
5. (A= B)V (B=A)

Déterminer celles qui sont démontrables en logique intuitionniste : selon le cas,
soit on donnera une démonstration en déduction naturelle ou en calcul des sé-
quents intuitionniste, soit on montrera qu’il n’en existe pas en considérant les
derniéres regles possibles et on donnera une démonstration dans le calcul des
séquents classique s’il en existe.

Exercice 2 Construire, dans le systéme F, un terme du A-calcul qui calcule la
multiplication de deux entiers, c¢’est-a-dire un terme normal clos ¢ tel que pour
tous entiers n, m, (t)nm se -réduit en nm, ot on rappelle que entier de Church
n est le terme Az\s.(s)"z.

A cet effet, on pourra se placer dans le systéme AF2, et construire un terme
t tel que kg t: N(x), N(y) = N(zy), ot € est un systéme consistant d’équations
pour la multiplication.

En déduire un terme du systéme AF2 qui calcule la factorielle d’un entier.

Exercice 3 Soit X une catégorie cartésienne fermée avec un objet initial L. On
notera x X y le produit de deux objets de X, z¥ I'exponentielle et T l'objet
terminal. On notera X (z,y) la collection des fléches de = vers y dans X. On
rappelle que, dans ces conditions, quel que soit 'objet x de X, X (x, L) est soit
I’ensemble vide soit un singleton.



Soit = : X°P — X le foncteur “négation”, défini sur les objets par —x = L% et
sur les fleches par —f = 1L/ : =y — —z pour f : # — y. On note =°° le “méme”
foncteur de X vers X°P.

1. Montrer que X (y, —z) est en bijection naturelle avec X (x, —y). En déduire
que — est adjoint a droite de —°P,

2. Donner une fléche de T vers —_L et montrer que c¢’est un isomorphisme. En
déduire que X (x,y) est en bijection naturelle avec X (—L,y").

3. On suppose que — est adjoint ¢ gauche de —°P. Utiliser la question précé-
dente pour montrer qu’avec cette hypothése, quels que soient les objets z
et y de X, X(x,y) est soit I'ensemble vide soit un singleton.

Ce résultat renforce donc le théoréme de Joyal, qui arrive & la méme conclusion
en partant de ’hypothése a priori plus forte d’un isomorphisme naturel entre x
et .

Exercice 4 On note B 'espace cohérent des booléens défini par |B| = {wv, ff }
et a Z b ssi a = b. Pour simplifier, comme les cliques de B sont soit des

singletons, soit la clique vide, on notera a la clique {a} et L la clique vide. Plus
généralement, si 1, ..., x, sont des cliques de B, on notera (x1,...,z,) la clique
{1} x z1U---U{n} x x, de Pespace B" = B&--- & B.

1. Ecrire toutes les cliques de B? en utilisant la notation ci-dessus ;

2. montrer que toute fonction croissante de C(B") dans C(B) est continue ;

3. donner les traces (continues) de toutes les fonctions croissantes C de C(B?)
dans C(B) vérifiant C'(vv, vv) = vo et C(ff, vv) = C(vv, ff) = ff ; parmi ces
fonctions, dire lesquelles sont stables et lesquelles sont seulement continues ;

4. on appelle « ou gauche », et on note D, la fonction stable de C(B?) dans
C(B) définie par D,(vv, L) = D,(ff,vv) = v et Dy(ff, ff) = ff. Ecrire les
valeurs de D, sur toutes les cliques de B* ;

5. donner la définition du « ou droite », noté D,, et montrer que les traces de
D, et de Dy sont incompatibles dans B? — B ;

6. en déduire qu'il existe une fonction stable G (dont on donnera la trace) de
C(B? — B) dans C(B) telle que G(tr(D,)) = w et G(tr(Dy)) = ff (ou
tr(F') dénote la trace de F'). Une telle fonction est appelée un « gotiteur de
ou » ;

7. donner la trace d'un « gotiteur de ou » linéaire.



