
DEA MDFIExamen de logiqueExer
i
e 1 Si E est un espa
e 
ohérent, D(E) désigne l'ensemble des 
liques de E.On rappelle qu'une fon
tion linéaire d'un espa
e 
ohérent E dans un espa
e 
ohérent F est unefon
tion stable f de E dans F telle que f(∅) = ∅ et telle que, pour toutes 
liques x et y de E, si
x∪y est une 
lique, alors f(x∪y) = f(x)∪f(y). On rappelle que 
ette 
ondition est équivalenteà la suivante : pour tout élément (x, b) de la tra
e de f , la 
lique x a exa
tement un élément.Soient E, F et G des espa
es 
ohérents, et soit f une fon
tion stable de E & F dans G.i) Soient x une 
lique de E et y une 
lique de F . Montrer que les deux fon
tions

f1

y : D(E) → D(G)

x′ 7→ f(({1} × x′) ∪ ({2} × y))et f2
x

f2

x : D(F ) → D(G)

y′ 7→ f(({1} × x) ∪ ({2} × y′))sont stables. Donner la tra
e de f1
y en fon
tion de y et de la tra
e de f , et 
elle de f2

x en fon
tionde x et de la tra
e de f (justi�er vos réponses).ii) On dira que f est bilinéaire si, pour tout x ∈ D(E) et tout y ∈ D(F ), 
ha
une des deuxfon
tions f1
y et f2

x sont linéaires.Montrer que f est bilinéaire si et seulement si, pour tout élément (z, c) de la tra
e de f , la 
lique
z s'é
rit

z = {(1, a), (2, b)}ave
 a ∈ |E| et b ∈ |F |.iii) On rappelle que E ⊗ F est l'espa
e 
ohérent de trame |E| × |F |, muni de la relation de
ohéren
e suivante : deux éléments (a, b) et (a′, b′) de |E| × |F | sont 
ohérents ou égaux dans
E ⊗ F si et seulement si a et a′ sont 
ohérents ou égaux dans E, et b et b′ sont 
ohérents ouégaux dans F .Montrer que la fon
tion

τ : D(E & F ) → P(|E ⊗ F |)

({1} × x) ∪ ({2} × y) 7→ x × yprend ses valeurs dans D(E⊗F ), et est bilinéaire de E & F dans E⊗F . Donner sa tra
e (justi�ezvotre réponse).iv) Montrer que (E ⊗ F, τ) a la propriété universelle suivante : pour tout espa
e 
ohérent Get toute fon
tion bilinéaire f de E & F dans G, il existe une et une seule fon
tion linéaire f ′ de
E ⊗ F dans G telle que f = g ◦ τ . Dans la suite, 
ette unique fon
tion g sera notée fL.v) Soit f une fon
tion bilinéaire de E & E dans F . On dit que f est symétrique si, pour toutes
liques x, x′ de E, on a

f(x, x′) = f(x′, x) .Montrer que f est symétrique si et seulement si, pour tout 
ouple ((a, a′), b) appartenant à latra
e de fL, le 
ouple ((a′, a), b) appartient aussi à la tra
e de fL. En déduire que si f estsymétrique, et si ((a, a′), b) appartient à la tra
e de fL, alors a est a′ sont in
ohérents ou égauxdans E. 1



(Attention : la question suivante est nettement plus va
he que les pré
édentes.)vi) Donner un espa
e 
ohérent E2 et une fon
tion bilinéaire symétrique σ de E & E dans E2tels que la propriété universelle suivante soit satisfaite : pour tout espa
e 
ohérent F et toutefon
tion bilinéaire symétrique f de E & E dans F , il existe une et une seule fon
tion linéaire gde E2 dans F telle que f = g ◦σ.Exer
i
e 2 Les types du système de typage DΩ sont : (i) les types atomiques, à savoir la
onstante de type Ω et un ensemble dénombrable V de variables propositionnelles que l'onnotera par des lettres minus
ules (a, b, et
.) ; (ii) si A et B sont des types alors A → B est untype et (iii) si A et B sont des types alors A ∧ B est un type (appelé l'interse
tion de A et B).On dé�nit les types triviaux par : Ω est un type trivial, si A et B sont des types triviaux alors
A∧B est un type trivial, si B est un type trivial alors A → B est un type trivial. Un type pleinest un type où toutes les o

urren
es de Ω apparaissent en position négative.Le système DΩ sert à dériver des séquents de la forme Γ ⊢ t : A où t est un lambda-terme, Aest un type de DΩ et Γ est un 
ontexte de variables typées, i.e., Γ = x1 : A1, . . . , xn : An où les
xi sont des variables distin
tes du lambda-
al
ul et les Ai sont des types de DΩ. Les règles de
DΩ sont les suivantes :Variable Si x : A ∈ Γ alors Γ ⊢ x : A ;Flè
he intro Si Γ, x : A ⊢ t : B alors Γ ⊢ λx t : A → B ;Fle
he élim Si Γ ⊢ t : A → B et Γ ⊢ u : A alors Γ ⊢ (t)u : B ;Interse
tion intro Si Γ ⊢ t : A et Γ ⊢ t : B alors Γ ⊢ t : A ∧ B (Méditer 
inq se
ondes (aumoins) sur le fait que 
'est le même t qui est de type A et B ; 
'est 
ette règle qui donneson nom au 
onne
teur ∧ ; 
'est aussi 
ette règle qui fait que le système DΩ n'est pas unsystème de preuve) ;Interse
tion élim Si Γ ⊢ t : A1 ∧ A2 alors Γ ⊢ t : Ai (i = 1 ou 2) ;Omega Γ ⊢ t : Ω (à 
ause de 
ette règle, tout terme est typable dans DΩ).i) Donner un exemple de type non plein qui ne soit pas trivial.ii) Donner un type plein à λxx, λfλx(f)x, λfλx(f)(f)x, λx(x)x. Donner un type non trivialà λx(x)(δ)δ.iii) Montrer que si Γ, x : A ⊢ t : B et Γ ⊢ u : A alors Γ ⊢ t[u/x] : B. En déduire que le système
DΩ 
onserve les types par rédu
tion (en anglais, DΩ satisfait la subje
t redu
tion), i.e., si t se
β-réduit en t′ et si Γ ⊢ t : A alors Γ ⊢ t′ : A.iv) Montrer que si Γ ⊢ t[u/x] : A alors Γ ⊢ (λxt)u : A. En déduire que si t se β-réduit en t′ etque Γ ⊢ t′ : A alors Γ ⊢ t : A.Ave
 
ette dernière question on a a
hevé de montrer que les types de DΩ sont invariants par β-équivalen
e. On remarquera au passage l'importan
e de la règle Ω pour 
ela. Autrement dit, onpeut dé�nir un modèle dénotationnel du lambda-
al
ul en interprétant les termes par l'ensemblede leurs types de DΩ. On va maintenant voir que 
e modèle n'est en fait autre que le modèlede Engeler.On 
onsidère le modèle de Engeler 
onstruit au dessus de l'ensemble V des variables proposi-tionnelles. À tout type A de DΩ, on asso
ie un élément A∗ de D�ni(V ) par : si A est Ω alors
A∗ est ∅ ; si A est la variable propositionnelle a alors A∗ est {a} ; si A est A1 → A2 alors
A∗ =

⋃
σ∈A∗

2

{(A∗

1
, σ)} ; si A est A1 ∧ A2 alors A∗ = A∗

1
∪ A∗

2
.v) Montrer que A est un type trivial ssi A∗ = ∅.vi) Montrer que si T ∈ D�ni(V ) alors il existe un type A tel que T = A∗.vii) Montrer que si x1 : A1, . . . , xn : An ⊢ t : A alors A∗ ⊂ t∗l (A

∗

1
, . . . , A∗

n) où l est la suite devariables 〈x1, . . . , xn〉.viii) Montrer que si l = 〈x1, . . . , xn〉 
ontient toutes les variables libres de t, et si A1, . . ., An,
A sont des types tels que A∗ ⊂ t∗l (A

∗

1
, . . . , A∗

n) alors x1 : A1, . . . , xn : An ⊢ t : A.2



ix) Exprimer de manière synthétique (mais néanmoins pré
ise) le théorème que l'on vient dedémontrer.x) En utilisant le théorème 1.8 des notes de Thomas, déduire de 
e qui pré
ède que λx(x)(δ)δn'a pas de type plein.Exer
i
e 3 On 
onsidère la dédu
tion naturelle du se
ond ordre (système F ). On �xe unefois pour toute une variable propositionnelle que l'on note O. Étant donnée une formule A ne
ontenant pas O, on dé�nit sa tradu
tion de Gödel A∗ par : si A est la variable propositionnelle
X alors A∗ = X → O ; si A = A1 → A2 alors A∗ = A∗

1
→ A∗

2
; si A = ∀XA0 alors A∗ = ∀XA∗

0
.i) On note P la formule de Pier
e, à savoir ∀X∀Y ((X → Y ) → X) → X. Donner une preuvede P ∗ dans le système F .ii) Montrer que tout type du système F s'é
rit ∀X̄1(A1 → . . . ∀X̄n(An → X) . . .) où ∀X̄idésigne une suite de ∀ et où X est une variable propositionnelle possiblement quanti�ée par l'undes ∀X̄i. En déduire que l'on peut démontrer ((A∗ → O) → O) → A∗ dans le système F .
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