DEA MDFI

Examen de logique

Exercice 1 Si E est un espace cohérent, D(F) désigne 'ensemble des cliques de E.

On rappelle qu'une fonction linéaire d’un espace cohérent E dans un espace cohérent F' est une
fonction stable f de FE dans F telle que f(()) = 0 et telle que, pour toutes cliques z et y de E, si
x Uy est une clique, alors f(xUy) = f(x)U f(y). On rappelle que cette condition est équivalente
a la suivante : pour tout élément (x,b) de la trace de f, la clique = a exactement un élément.
Soient E, I' et G des espaces cohérents, et soit f une fonction stable de E & F' dans G.

i) Soient x une clique de E et y une clique de F. Montrer que les deux fonctions

fy:D(E) — D(G)
o= ({1 xa) U ({2} xy)

et f§

f2:D(F) — D)
v o= f(({1 xa)u ({2} xy)

sont stables. Donner la trace de fg} en fonction de y et de la trace de f, et celle de f2 en fonction
de z et de la trace de f (justifier vos réponses).

ii) On dira que f est bilinéaire si, pour tout x € D(E) et tout y € D(F'), chacune des deux
fonctions f; et f2 sont lindaires.

Montrer que f est bilinéaire si et seulement si, pour tout élément (z,c) de la trace de f, la clique
z s’écrit

= {(17 (1), (27 b)}
avec a € |E| et b € |F.

iii) On rappelle que E ® F' est 'espace cohérent de trame |E| x |F|, muni de la relation de
cohérence suivante : deux éléments (a,b) et (a’,b') de |E| x |F| sont cohérents ou égaux dans
E ® F si et seulement si a et a’ sont cohérents ou égaux dans E, et b et b’ sont cohérents ou
égaux dans F.

Montrer que la fonction

T:DE&LF) — PE®F|)
{1} x2)U({2} xy) — zxy

prend ses valeurs dans D(E®F'), et est bilinéaire de E & F dans E® F'. Donner sa trace (justifiez
votre réponse).

iv) Montrer que (F ® F,7) a la propriété universelle suivante : pour tout espace cohérent G
et toute fonction bilinéaire f de E & F dans G, il existe une et une seule fonction linéaire f’ de
E ® F dans G telle que f = gor. Dans la suite, cette unique fonction g sera notée f=.

v) Soit f une fonction bilinéaire de F & E dans F'. On dit que f est symétrique si, pour toutes
cliques z,2’ de E, on a

fla,a’) = f(a',z) .
Montrer que f est symétrique si et seulement si, pour tout couple ((a,a’),b) appartenant a la
trace de f%, le couple ((a/,a),b) appartient aussi a la trace de f¥. En déduire que si f est
symétrique, et si ((a,a’),b) appartient a la trace de f¥, alors a est a’ sont incohérents ou égaux
dans F.



(Attention : la question suivante est nettement plus vache que les précédentes.)

vi) Donner un espace cohérent E? et une fonction bilinéaire symétrique o de F & E dans E?
tels que la propriété universelle suivante soit satisfaite : pour tout espace cohérent F' et toute
fonction bilinéaire symétrique f de F & E dans F, il existe une et une seule fonction linéaire g
de E? dans F telle que f = goo.

Exercice 2 Les types du systéme de typage D€ sont : (i) les types atomiques, a savoir la
constante de type 1 et un ensemble dénombrable V' de variables propositionnelles que 'on
notera par des lettres minuscules (a, b, etc.); (ii) si A et B sont des types alors A — B est un
type et (iii) si A et B sont des types alors A A B est un type (appelé l’intersection de A et B).
On définit les types triviauz par :  est un type trivial, si A et B sont des types triviaux alors
A A B est un type trivial, si B est un type trivial alors A — B est un type trivial. Un type plein
est un type ot toutes les occurrences de ) apparaissent en position négative.

Le systéme D2 sert a dériver des séquents de la forme I' - ¢ : A ou ¢ est un lambda-terme, A
est un type de ©Q et I' est un contezte de variables typées, i.e., ' = a1 : A1,...,xy 1 Ay o les
x; sont des variables distinctes du lambda-calcul et les A; sont des types de D€. Les régles de
D sont les suivantes :

Variable Siz: AcT alors'Fx: A;

Fléche intro Si x:AFt: B alors T Az t: A— B

Fleche élim SiI'Ft:A— Bet Ik u: AalorsFl—() 1 B
Intersection intro SiI' H¢: Aet ' Ft: Balors T F¢: AAB (Méditer cing secondes (au

moins) sur le fait que c’est le méme ¢ qui est de type A et B; c’est cette régle qui donne
son nom au connecteur A; c’est aussi cette régle qui fait que le systéme D2 n’est pas un

systéme de preuve
Intersection élim Si I— t: Ay NAsalorsT'Ht: A; (i =10u 2);
Omega I' ¢ : Q (a cause de cette régle, tout terme est typable dans D).

i) Donner un exemple de type non plein qui ne soit pas trivial.

ii) Donner un type plein a Az, Af\x(f)z, Af\x(f)(f)z, Ax(x)z. Donner un type non trivial
a Azx(x)(0)d.
iii) Montrer quesi 'z : AFt: Bet ' wu: Aalors I' - tju/x] : B. En déduire que le systéme

DQ conserve les types par réduction (en anglais, D€ satisfait la subject reduction), i.e., si t se
B-réduit en t' et sil'Ht: Aalors ¢ : A.

iv) Montrer que si I' - t[u/z] : A alors T' b (Azt)u : A. En déduire que si ¢ se G-réduit en ¢’ et
que 't : Aalors Tt A.

Avec cette derniére question on a achevé de montrer que les types de D2 sont invariants par -
équivalence. On remarquera au passage l'importance de la régle Q pour cela. Autrement dit, on
peut définir un modeéle dénotationnel du lambda-calcul en interprétant les termes par I’ensemble
de leurs types de ®€. On va maintenant voir que ce modéle n’est en fait autre que le modéle
de Engeler.

On considére le modéle de Engeler construit au dessus de 1’ensemble V' des variables proposi-
tionnelles. A tout type A de D€, on associe un élément A* de Dgp;(V) par : si A est Q alors
A* est (); si A est la variable propositionnelle a alors A* est {a}; si A est A} — Ay alors

A* = UaeAg{(ATvU)}§ si A est A A\ Ay alors A* = A7 U A3,

v) Montrer que A est un type trivial ssi A* = ().

vi) Montrer que si T € Dgp; (V) alors il existe un type A tel que T' = A*.
vii) Montrer que si x1 : Ay,...,2, 1 Ay Ft: Aalors A* C tj(A},..., A};) ot [ est la suite de
variables (z1,...,zy).

viii) Montrer que si [ = (x1,...,x,) contient toutes les variables libres de ¢, et si A1, ..., Ay,
A sont des types tels que A* C t7(Af,..., A;) alors x1 : Ay, ..., xn : Ap Ft: A



ix) Exprimer de maniére synthétique (mais néanmoins précise) le théoréme que l'on vient de
démontrer.

x) En utilisant le théoréme 1.8 des notes de Thomas, déduire de ce qui précéde que Ax(x)(d)d
n’a pas de type plein.

Exercice 3 On considére la déduction naturelle du second ordre (systéme F'). On fixe une
fois pour toute une variable propositionnelle que I'on note O. Etant donnée une formule A ne
contenant pas O, on définit sa traduction de Godel A* par : si A est la variable propositionnelle
Xalors A* =X — 0;si A=A — Ay alors A* = A7 — A5 ;si A =VXAj alors A* = VXA(.

i) On note P la formule de Pierce, a savoir VXVY ((X — Y) — X) — X. Donner une preuve
de P* dans le systéme F.

ii) Montrer que tout type du systéme F s’écrit VX1(4; — ...VX, (4, — X)...) oit VX;
désigne une suite de V et ou X est une variable propositionnelle possiblement quantifiée par 1'un
des VX;. En déduire que I'on peut démontrer ((A* — O) — O) — A* dans le systéme F.



