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Correction du Devoir no 1.

Exercice 1 L'objectif de cet exercice est de montrer qu’il n’existe pas de norme qui rende R[X]

'espace vectoriel des polynomes a coefficients dans R complet.

1. Soit V un sous-espace vectoriel strict d'un espace vectoriel normé [E (c’est a dire V # IE). Montrer
queV = Q.

Correction : On raisonne par I’absurde et on suppose que V # @. Donc il existe x € V et
r > 0tel que B(x,r) C V C V.

Montrons que B(0,1) C V. En effet soit y # 0 dans B(0,1). Onaz = %ﬁ + x dans B(x, )
et donc dans V. Or x est dans V, donc —x est dans V, donc comme z est dans V on a donc

%H%\I dans V et donc y est dans V car V est un espace vectoriel. Donc on a bien B(0,1) C V.

Cela signifie que tout élément de E est dans V. En effet pour tout z élément de [E on a ﬁ
qui est dans B(0,1) donc dans V. Et donc z est dans V. Donc on a une contradiction avec

I'hypothese V # E. D’ot1 le résultat.

2. Définition 1 Soit E un espace vectoriel. On dit que [E admet une base algébrique si il existe un
systeme de vecteurs {e;,i € I} de E tel que tout x € [E s’écrive de maniere unique

X = Zx,-ei avec | C I, ] fini.
ice]

On suppose que (E, N) est un espace de Banach qui possede une base algébrique. Montrer

que soit [E est un espace vectoriel de dimension finie, soit I n’est pas dénombrable.

Correction : Soit {e;, i € I} une base algébrique de E.
(a) ler cas: I est fini et alors [E est de dimension finie.

(b) 2éme cas : on suppose que I n’est pas fini. Montrons que I ne peut pas étre dénom-
brable. On raisonne par 1’absurde et on suppose que I est dénombrable. Quitte a rein-
dexer les éléments de {e;,i € I} on écrit {e;,i € I} = {ej,j € N*}.

Soit n € IN*. On note V;, 'espace engendré par les vecteurs ey, ..e,. OnalE = ) Vy.
meN*



En effet par définition d'une base algébrique, pour tout x € E il existe 7y, ..i tels que
k
X = ) xjej, ou encore en notant m = sup ij on a aussi clairement quitte a avoir
=1 =1,k

m
xj=0x= leje]- etdoncx € V,,.OnadoncE C g\l Vin, et comme V;;, C E pour
= meN~

tout m € IN* on a I'égalité.

Or comme [E n’est pas de dimension finie, V,, # [E et donc V,, = @ d’apres la premiere
question. D’autre part 1’espace Vj;, est un espace de dimension finie, donc il est fermé
dans E. Les V,;,, m € IN* forment donc une famille dénombrable de fermés d’intérieur
vide de E.

Comme E est complet d’aprées le corollaire du théoréeme de Baire on devrait avoir

‘U Vm = E = @, ce qui est impossible car E est a la fois fermé et ouvert pour
meN*
lui-méme. D’oi la contradiction et I n’est pas dénombrable.

3. Montrer qu’il n’existe pas de norme sur 1'espace vectoriel R[X] des polyndmes qui rende cet espace
complet.

Correction : D’apres ce qui précéde si il existait une norme qui rende R[X] complet on
aurait une contradiction car R[X] a clairement une base algébrique dénombrable qui est la
base {1,X, X2..X", ..} classiquement appelée base canonique de I'espace des polyndmes a

coefficients dans R.

Donc il n’existe aucune norme sur R[X] qui le rende complet.
Exercice 2 Certains résultats démontrés dans cet exercice sont utiles pour I'exercice 3.
Définition 2 Soit (X, d) un espace métrique.
La distance a une partie A de X est la fonction d 4 : x — d(x, A) définie sur X telle que

da(x) =d(x,A) =inf{d(x,y),y € A}

Soit (X, d) un espace métrique et A C X.

1. Montrer que A est I'ensemble des points tels que d(x, A) = 0.

Correction : On considére B = {x : d(x, A) = 0}. Montrons que B = A.



Soit x € B. Montrons que x € A.

On ad(x,A) = 0. Donc par définition de d4(x) = d(x, A), pour tout ¢ > O il existe y € A
tel que d(x,y) < e. Autrement dit pour tout n € N* ete = 1 il existe y, € A tel que
d(x,yn) < L. Donc y, converge vers x et (y»)nen+ est une suite de A qui converge vers x.
Sa limite x est donc dans A. Donc B C A.

Soit x € A. Montrons que x € B.

Comme x € A il existe une suite de A notée z, telle que z, converge vers x. On a pour tout
neINO0<d(x,A) <d(x,z,) par définition de d4 (x) = d(x, A). Or d(x,z,) converge vers 0
car z, converge vers x , et donc d(x, A) = 0. Donc x est dans B.

On a donc bien B = A.

. Montrer que d 4 : x — d(x, A) est lipschitzienne de rapport 1.

Correction : Soient x et y dans X. Remarquons que ce qu’on doit montrer revient 8 montrer

les inégalités suivantes
(@) d(x,A) < d(y, A) +d(x,y).
(b) d(y, A) < d(x, A) +d(x,y).

En effet cela nous donne

— d(x,A) —d(y, A) < d(x,y)

— d(y, A) — d(x,A) < d(y,%)

Etdonc |d(x, A) —d(y, A)| <d(x,y), ce qui est 'inégalité recherchée.

Montrons les deux inégalités (2a) et (2b).

Soitz dans A.On ad(x, A) < d(x,z) < d(x,y) + d(y,z). Comme z est quelconque dans A
on peut donc passer a la borne inférieure sur z € A dans le membre de droite de 1'inégalité

et on obtient
d(x, A) < d(x,y) +d(y, A)

On voit qu’on peut refaire le méme raisonnement avec y a la place de x et on obtient donc
d(y,A) <d(x,A) +d(y,x).

Ce qui nous donne le résultat.



3. Soit K un compact de X et F un fermé disjoint de K. Montrer qu’il existe & > 0 tel que pour tous x
dans K et y dans F
d(x,y) > a.

Correction : On consideére la fonction définie sur K x — d(x, F). D’aprés ce qui précede cette
fonction est lipschitzienne, donc continue sur K, qui est compact. Comme elle est a valeurs
dans R elle est donc bornée et atteint ses bornes. Or K est disjoint de F qui est fermé donc
d(x,F) > 0 pour tout x € K (sinon d’apres la premiere question on aurait x € F = F). Donc
J%Iellf<d(x,F) = r;g(l d(x,F) = d(xo,F) > 0 pour un certain xy € K. On appelle « = d(x, F) et
cela donne le résultat vu que 'on a pour tous x € Kety € F

d(x,y) >d(x,F) >d(xo, F) =«
4. Soit K un compact de X et U un ouvert qui contient K. Montrer qu’il existe v > 0 tel que pour tout
x € X on ait l'implication
dx,K)<r=xelU
Correction : L'objectif est ici de montrer qu'il existe r > 0 tel que si x ¢ U alors d(x,K) > r.

On considere U¢ = X/U. C’est un fermé disjoint de K car K C U. Donc d’apres ce qui pré-
cede il existe & > 0 tel que pour tousa € Ketb € U onad(a,b) > a.

Fixons maintenant b = x € U°. On a donc pour touta € K d(x,a) > «. Donc en passant a la
borne inférieure on a donc d(x, K) > «. En prenant » = « on a donc la proposition.

Exercice 3 Soit (E, ||

relation ~ suivante définie sur [E x [E :

|) un espace normé et M un sous-espace vectoriel de E.. On considére la

x ~ ysietseulementsix —y € M

L’objectif de cet exercice est d’étudier les propriétés de 1’espace quotient noté IE/IM pour la rela-

tion ~.

1. Montrer que ~ est une relation d'équivalence sur IE (on pourra consulter I'annexe sur les relations

d’équivalence en fin de devoir si nécessaire).

Correction : Montrons que
(a) ~ est réflexive : x ~ x pour tout x € S.
(b) ~ est symétrique : pour tous x et y dans S x ~ y si et seulement siy ~ x

(c) ~ est transitive : pour tous x, y et zdans Ssix ~yety ~ zalorsx ~ z.



En effet
(@) x ~xcarx —x =0 € M (car M est un espace vectoriel), donc ~ est réflexive.

(b) pour tous x ety dans E x ~ y si et seulementsix —y € Metdoncy —x = —(x —y) €

M (car M est un espace vectoriel), ce qui donne bien y ~ x, et donc ~ est symétrique.

(c) pour tous x, yetzdans Ssix ~ yalorsx —y € M, ety ~ z,doncy —z € M, donc
Xx—y+y—z=x—2z¢€ M (car M est un espace vectoriel), et donc x ~ z. Donc ~ est
transitive.

On note x la classe d’équivalence d'un élément x de [E pour cette relation et E/M = {x, x €

E} 'ensemble des classes d’équivalence pour ~.

. Vérifier que les opérations définies pour tous X et y dans E/M et A € R
T+J=x+yet AT:=Ax
sont bien définies et font de IE /IM un espace vectoriel.

En particulier on commencera par montrer que ces opérations ne dépendent pas de I'élément x de E

dans X ni de y de E dans y qu’on choisit pour faire le calcul.

Correction : Les deux opérations qu’on définit donne bien que si x et y sont des éléments de
EE alors x + y est dans E et x + y est un élément de E/M. D’autre part si x est un élément
de Eet A € R Ax est bien un élément de [E et Ax est un élément de [E/IM.

Montrons que + est correctement définie sur B /M, c’est a dire que X + § = x + y ne dépend pas

des représentants choisis dans X et iy pour la calculer.

En effet soient x et y deux classes d’équivalence de IE/IM, et soient deux éléments de E x € x

ety € y. On prend deux autres éléments ¥’ € X ety € y, doncx ~ x' ety ~y.

Montrons que x + y = x' + y/, ce qui montrera que le résultat de ce calcul ne dépend pas de x et de
y choisis dans leur classe d’équivalence respective.
Onax ~ x' donc x — x’ = my; € M. D’autre party ~ i’ doncy —y’ = mp € M. On a donc
x+y—(x'+y)=m+m€MDoncx+y~x +y etx+y=x +y. Lopération + est
donc bien définie sur E/M par X +y = x + y.

Montrons que . est définie sur IE/M, c’est a dire que Ax ne dépend pas du représentant choisi de

X € X pour la calculer.



Soit X une classe d’équivalence de IE/M et soit x € X. On prend x’ € X, donc x ~ x’. Donc
x—x" = m € M et comme M est un sous-espace vectoriel A.(x — x’) = A.m € M. Donc
Ax ~ A.x et \x = A.x'. Donc Ax ne dépend pas du représentant choisi pour la calculer et .
est bien définie sur E/M.

On a donc bien + et . qui sont respectivement des lois internes et externes sur [E. De plus
— E/M # @. Eneffet0 =0 € M et donc 0 € E/M.
— + est commutative : montrons que X + § = y + X, c'est a dire x + y = y + x.

Onax+y—(y+x)=0¢€ M.Doncm =y + x, ce qui donne le résultat
— + est associative : montrons que (X +y) +z = X + (y + z), ce qui revient a montrer que
ty+z=3+y+z

En effet avec l'associativité sur Eona (x +y) +z = x+ (y +z) donc ((x+y) +z) —
(x+(y+z)=0cMet (x+y)+z=x+(y+z)doncx+y+zZ=X+y+zetona

bien ce qu’on veut.

—_—

— + admet un élément neutre. En effet ona 0 + ¥ = 0 + x = ¥ vu que 0 est élément neutre
dans [E.
— —Xestbien I'opposé de ¥ vu que —X + X = —x+ ¥ = —x + x = 0.

— . est distributive par rapport a +. En effet pour tous A dans R et tous X et y on a
A AAT=Ax+Ay=Ax+tAy=A(x+y) =AxFy.
— De méme on a pour tous A et i dans IR, et aussi X une classe d’équivalence
A+ 1) F=(A+p)x =Ax+px = Ax+ix = AT+ pix

— On a aussi clairement 1.x = 1.x = Xx.

— Enfin pour tous A et i dans R, et aussi X une classe d’équivalence

(Au).Xx = (Ap).x = A(px) = Apx = A(p.X)
On a donc bien que E/IM muni de ces deux opérations est un espace vectoriel.

. Pour tout x € [E, on pose

N(x):=d(x,M) := inf{d(x,y) : y € M}

ol d est la distance associée a la norme || ||.

Montrer que N est bien définie sur IE /M, c’est a dire que N (X) ne dépend pas de x € X.



Correction : Soit X une classe d’équivalence élément de E/M, et x et x’ deux éléments de
X. Montrons que d(x, M) = d(x', M).

En effet x ~ x” donc x — ¥’ = m’ € M. On a donc pour tout m € M
d(x',M) < [|x' —m|.

Donc pour tout m € M
d(x', M) < [|lx —m' —ml| (1)

On pose m” = m+m’. On a que m parcourt M et m” aussi. En effet soit m” quelconque dans

”

M, on peut toujours écrire m” = (m” —m') +m’ avecm = m” —m' € M.
Donc d(x',M) < ||[x — m”|| pour tout m” € M et on obtient d(x’,M) < d(x,IM) en passant
a la borne inférieure. Le méme raisonnement en partant de x plutdt que x’ donne l'inégalité

inverse.
Donc d(x, M) = d(x’,M) et N est bien définie sur IE/M.
Montrer que N est une norme sur IE /M si et seulement si M est fermé dans IE.

— Montrons que N(X) = 0 si et seulement si X = 0.

Si X = 0 alors on peut prendre x = 0 comme représentant de ¥ = 0. Calculons d(0, M).
On a évidemment 0 € M donc d(0,M) = 0 = N(0).
Supposons maintenant que N(x) = 0. Alors d(x, M) = 0, ce qui signifie d’apres l'exer-

cice précédent que x € M.

On a donc deux cas :
— M est fermé, doncx € M =M. Doncx =0+ x € Metdoncx ~0etX =0.
— M n’est pas fermé alors on a M # M, et on peut donc avoir x € M et x ¢ M. Donc

éventuellement on peut avoir d(x, M) = 0 mais & # 0.

Par exemple dans le cas ou E = C([0,1]) muni de ||.||, M 'espace des fonctions

polynodmiales définies sur [0,1] on a toujours d(f,IM) = 0 = N(f) pour tout f € E

car par le théoreme de Weierstrass M est dense dans E pour ||.||co-

D’autre part 0 = M alors que f : x — e* n’est pas dans M, donc ]? + 0 alors que

N(f) = 0.



— Montrons que pour tout A € R et tout x dans E/M ona N(A.X) = [A|[N(X).

Soient A € R et x dans [E/M. On a pour tout x € x
N(A.X) = N(Ax) = d(Ax,M).

Or pour toutm € Monad(Ax,M) < ||Ax —m||.
On a donc deux cas

— Soit A = 0 donc N(A.X) = N(0) = 0 = 0.N(%).
— Soit A # 0 donc d(Ax, M) < ||Ax — m|| pour tout m € M.

Donc
dAx,M) < ||Ax—m]
1
Wd(/\x,lM) < |lx—1m||
On note m’ = %m. Avec m qui parcourt M on a m’ qui parcourt M. En effet pour

m' € M quelconque on peut écrire m’ = Lm avec m = Am’ € M.

Donc pour tout m’ € M on a ﬁd(/\x,lM) < ||x — m'|| et en passant a la borne infé-
rieure on a ‘}\—‘d()\x,]M) <d(x,M), donc d(Ax,M) < |A|d(x,M). Ce qui donne donc

N(Ax) < [AIN(%).

Réciproquement [A|N(x) < |A|||x — m| pour tout m € M. Donc [A|N(x) < [|[Ax —
Am||.

On pose m’ = Am. Avec m qui parcourt M on a m’ qui parcourt M. En effet pour
tout m’ € M onam' = Am avec m = +m’. Donc pour tout m’ € M on a |A[N(X) <

|[Ax — || et en passant a la borne inférieure |A|N(X) < d(Ax,M) = N(Ax).

D’oir Iégalité |A|N(F) = N(Ax).
— Montrons l'inégalité triangulaire.

Soient x et y dans E/M. On a
N(X+7) = N(x+y) <d(x+y,M) < ||x+y—m' —m”| pour tous m’ € M et m” € M.

On a donc pour tous m’ € Metm” € M



NE+y) = N(x+y) < Jx—n'|| +|ly —m”]|

En passant a la borne inférieure sur m’ € M on a

N(F+7) = N(x+y) <d(x,M) +[ly —m"|

et ensuite en passant a la borne inférieure sur m” € M on a

N(X+9)=N(x+y) <d(x,M)+d(y,M)

Cela donne bien

N(x+y) < N(X) + N(¥).
Donc N est bien une norme sur [E /M.

Désormais, on suppose que M est fermé dans E.

. Etablir que I'application 7t : x + X est bien linéaire et montrer que pour tout x €
N(7e(x)) < [lx]] 2)
Correction : Soient x et y dans [E. On a
m(xty) =x+y =F+§=7(x) + 7(y)

par définition de l'addition dans [E/IM.
D’autre part N(7t(x)) = N(x) < ||x — 0| car 0 € M. D’ou le résultat.
Montrer que 7t (Bg(0,1)) = Bg,m(0,1).

Correction : Soit z € 71 (Bg(0,1)). Donc il existe x € Bg(0,1) tel que z = x. Donc par (2) on

a

N(z) = N(x) < x| <1

etdoncz € Bg,p(0,1). Ce qui donne 77 (Bg(0,1)) C Bg,/nm(0,1).
Soit z € B,/ (0,1). Donc N(z) < 1. On note z un élément de E tel que z € z.

Donc pour ¢ > 0 fixé suffisamment petit il existe m € M tel que d(z, M) < ||z —m| <1 —e.
En particulier z — m est dans Bg (0,1). Orz — m = Z. Donc 7t(z — m) = ZetZ € 7 (Bg(0,1)).



D’otu Bg,(0,1) C 71 (Bg(0,1)), ce qui donne 1’égalité entre les deux ensembles.
En déduire que 7t est ouverte de (E, || ||) sur (IE/M, N).

Remarquons d’abord que par la méme démonstration que précédemment ona B/ (X, 7) =
T (Bg(x,1)).

Faites-la en exercice !
Soit U un ouvert de [E. Montrons que 7t(U) est un ouvert de (E/M, N).

Soit x € r(U) et x € U tel que x = 7t(x). Vu que U est un ouvert il existe Bg(x,r) C U.
Donc t(Bg(x,r)) C m(U).

Or comme d’apres ce qui précede 71(Bg(x, 7)) = Bg, (%, ) onadonc Bg (X, 7) C r(U).
Donc 7r(U) est bien un ouvert de (E/M, N). L'application 7 est donc ouverte.

. Montrer que toute suite de Cauchy (x,)n dans (E/M, N) admet une sous-suite (%)n vérifiant

N (Syarn) = %)) < 5 MEN.

Correction : Soit (x;), une suite de Cauchy dans (E/M, N).

Poure=1= 2% il existe Ny € N tel que pour tout m > Ny et toutk € INon a

—

N(xm — Xpyx) <1 (3)

On prend ¢(0) = Np.

Pour e = 2% il existe N1 € IN tel que pour tout m > Nj et toutk € N on a

N (Xm = Xppx) < 5T (4)
On prend ¢(1) = max(Ny,¢(0)) + 1. On a donc bien d’apres (12)

N(xp1) = Xp(0)) <1 (5)
Pour e = 2% il existe N» € IN tel que pour tout m > Np et toutk € N on a

N(xm — Xpik) < (6)

22

10



On prend ¢(2) = max(¢(1),IN,) + 1. Remarquons que par construction ¢(2) > ¢(1) > Nj.
On a donc bien d’apres (6)

1
N(xp@) = %) < 51 7)

On suppose pour tout I < n+1 on a construit ¢(I), qui vérifie pour tous I < n ¢(I) <
p(1+1)et

N~ %) < o ®
et tel que pour tous I < n ¢(I +1) > N avec N; tel que pour tout m > Nj et tout k € N
— 1
N(xm — xm+k) < F (9)
Pour ¢ = 2,,% il existe N € N tel que pour tout m > N’ et toutk € Nona
— 1
N(xm — Xpik) < CYES] (10)

On pose alors ¢(n +2) = max(¢(n+1), N') + 1. On a donc d’apres (9), vu que par construc-
tionp(n+2) > ¢p(n+1) > Nyiq

1
N(Xp(ur2) = Xgpnt1) < 557 (11)

On a donc bien montré que les propriétés voulues sont valides au rang n + 1. Donc par le

principe de récurrence ces propriétés sont valides pour tout n € IN.

6. Montrer que si (Xu)n et (Xy(y))n Sont comme dans la question précédente, alors pour tout entier
naturel n il existe Y € Xy ) tel que la suite (yn )y vérifie

1
[Ynt1—ynll < o

Correction : On va construire par récurrence la suite (y,),eN-
On prend d’abord x4 € % quelconque et on pose Yo = X,(q)-

Soitn = 1.

D’apres ce qui précede vu que

N(xp0) = %p(0) < 5 (12)

11



avec Xg(1) € Xg(1) €t Yo = Xy(0) € Xp(0), il existe m € M tel que
1
1%pa) = yo —mll < 5
On pose alors y1 = x4(1) — m. On a bien le résultat voulu car y; = W = Xp(1)-

On suppose qu’on a construit yy, .., iy, tels que pour ] <n —1y; € % et que

1
Y1 —will < o

Montrons qu’on peut construire Y, 11 € Xp(n41) tel que

1
[Ynt1 —ynll < o

D’apres ce qui précede vu que

—— 1
N(x¢(n+1) — X¢(n)> < 27 (13)

on peut prendre ¥y € Xy(n) et Xg(441) € Xp(n41), il existe nm, € M tel que

1
[Xp(ns1) = Yn — mul| < o

On pose alors Y, 11 = X¢(y11) — Ma. On a bien le résultat voulu car y, 11 = xmn =

x¢(n+1)'

On a montré que la construction était possible au rang n + 1. Elle est vraie aussi au rang

n=1.

Donc par le principe de récurrence cette construction est valable pour tout n € IN.

. Etablir que si (E, || ||) est un espace de Banach alors (M, || ||) et (E/M, N) sont des espaces de

Banach.

Correction : Supposons que (E, || ||) est un espace de Banach. Comme M est un sous-espace
vectoriel fermé de [E qui est un espace de Banach, M est un espace de Banach.

Pour ce qui concerne (E/M, N), considérons une suite de Cauchy x, de (E/M, N).

D’apres les questions précédentes il existe une suite (41 ) e de E et une sous-suite (Xy(,))neN

telle que y, € Xy et telle que

1
[Ynt1 =yl < o (14)

12



Soit N e Netke Nona

N+k—1
lyn = yn+kll = lyn —ynir +ynen —yns2 +unrae —ynekll <D0 1y —vagall-
n=N
Donc d’apres (14)
N+k—-1
lyn —ynskll < D0 1yn = Yagall
n=N
N+k—-1 1
< D o
n=N
__ 9N+k—1-N+1
2 1-1
112k 1 ” 1
S g ST S g

Donc pour tout ¢ > 0 il existe Ny € IN (vérifiant zNo% < ¢e)telque pour N > Npetk € IN
ona

lyn —yngxll < e

Donc (¥n)neN est une suite de Cauchy de (E, ||.||). Comme E est complet pour ||.|| elle a une

limite qu’on note y.

D’apres (2) on a donc
Ny = %gm) < Iy = yall
Donc % converge vers i dans (E/M, N). Or toute suite de Cauchy qui admet une sous-

suite convergente est convergente. Donc (X, ),en converge et donc (IE/IM, N) est un espace
de Banach.

Réciproquement, supposons que (M, || ||) et (E/IM, N) sont des espaces de Banach et soit
(xn)n une suite de Cauchy dans (E, || ||).

8. Montrer qu'il existe x € E tel que la suite (xy), converge vers X dans (IE/M, N).

Correction : Vu que (x,), est une suite de Cauchy de (E, ||.||) et d’apres (2) on a pour ¢ > 0
il existe N € IN tel que pourn > Netk € N

N(%—m) < Hxn _xn-&-kH <eg

Donc (x)nenN est une suite de Cauchy de (IE/M, N), donc elle converge vers un élément X

et on considere x € x. Cela nous donne le résultat.
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9. Montrer que pour tout n € IN*, il existe y, € M tel que

10.

11.

||xn—x—yn||<%+N(5c;—f). (15)
Correction : Soit ¢ = %, par définition de la borne inférieure il existe y,, € M tel que
N (@~ %) < o —x—yall < 3 +N @ - ).
Montrer que la suite (yy, )y est de de Cauchy dans M.

Correction : on a pour tousn € N etk € IN

lyn = Ynakll = lyn +x — X0 + X0 — Xpgk + Xk — X — Yk

lyn +x — xull + |20 — Xkl + [ X050k — X — Vgl

IN

IN

1 — 1 _
E+N(xn_3cv)+||xn_xn+k||+m+N(xn+k_f)

Soite >0

— il existe Ny € IN tel que pour n > Ny etk € IN ||x, — x|l < § car (x,), est une suite
de Cauchy de (E, ||.|).

— il existe N; € IN tel que pour n > Nzet%—l—N(ﬂ—ﬂ <5

Donc pour 11+ k > N, ona aussi 77 + N (X, — X) < §.
Cela nous donne donc que pour # > max(Ny, Na) ona ||y, — ¥kl < €

Etablir que (I, || ||) est un espace de Banach.

Correction : Comme (i, ),cN est une suite de Cauchy dans M qui est un espace de Banach

elle converge vers un élément y de M. D’apres (15) on a

1 —
5 —x-wall € S4NE-D)
1 —
lxn —x—y+y—yal < ;‘FN(xn_@
1 —
len —x =yl =Ny =yl = llxn —x=y+y—ynll =~ +N(xa =)

1
lxn —x =yl <y —yall + - + N (xn — %)

Or on voit que chaque terme du membre de droite de I'inégalité tend vers 0 quand n — +-oo.

Donc x, converge vers x + y. Et donc (x,,), converge et (E, || ||) est un espace de Banach.
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