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Rendre les exercices de 1 à 3 sur une copie et les exercices 4 à 6 sur une autre.
Il est conseillé de lire en entier l’énoncé avant de commencer.

Notations : Soit (E, T ,m) un espace mesuré. Pour p ≥ 1 fixé on note LpR(E, T ,m) = Lp(E) l’es-

pace des fonctions mesurables de E à valeurs dans R telles que ‖f‖p :=
(∫
|f |pdm

) 1
p est finie.

Exercice 1.

Soit (E, T ,m) un espace mesuré et soit f : E → R une fonction intégrable.
On note I = {p ∈ [1,+∞[, f ∈ Lp(E)}.

1. Montrer que si p1, p2 ∈ I alors f ∈ Lp(E) pour tout p ∈ [p1, p2]. Indication : vérifier d’abord
que |f |p ≤ |f |p1 + |f |p2 .

2. En déduire que I est un intervalle. Indication : vérifier que ]a, b[⊂ I ⊂ [a, b] où a = inf I et
b = sup I.

3. On considère l’espace mesuré ([2,+∞[,B([2,+∞[), λ) des boréliens de [2,+∞[ muni de la me-
sure de Lebesgue. Calculer I pour les fonctions suivantes : f(x) = 1

x
et g(x) = 1

x log2 x
.

Exercice 2.

1. Montrer que la fonction x 7→ 1−exp (−x2y)
x2

est intégrable sur R∗+ pour tout y ≥ 0. Indication :
vérifier d’abord que pour tout réel x on a 1− exp (−x) ≤ x.

On considère la fonction définie sur R+

F (y) =

∫ +∞

0

1− exp (−x2y)

x2
dx.

2. Montrer que F est continue sur R+ et dérivable sur R∗+.

3. Calculer F . Indication : on rappelle que
∫ +∞

0
exp(−x2)dx =

√
π

2
.

Exercice 3.

On considère Rn muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue. Soient f, g ∈ L1(Rn)
et soit F (x, y) = f(x− y)g(y).

1. Montrer que la fonction y 7→ F (x, y) est intégrable pour presque tout x ∈ Rn. Indication :
vérifier que ‖F‖1 = ‖f‖1‖g‖1.
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2. On pose f ? g(x) =
∫
Rn F (x, y)dy. Montrer que f ? g = g ? f presque partout.

3. Montrer que ‖f ? g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.

Exercice 4.

On considère R muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue.
Dans tout ce qui suit p > 1 est un réel fixé et q est tel que 1

p
+ 1

q
= 1.

1. Dans cette question on étudie la suite (fn)n∈N∗ définie pour tout n ∈ N∗ par fn = 1
n1/p 1l[n,2n] (où

1l[n,2n] est la fonction telle que 1l[n,2n](x) = 1 si x ∈ [n, 2n] et 0 sinon).

(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗ on a fn ∈ Lp(R). Calculer lim
n→+∞

‖fn‖p.

(b) Soit n ∈ N∗. Montrer que pour tout g ∈ Lq(R) on a∫
|g|1l[n,2n]dλ ≤ n

1
p

(∫
|g|q1l[n,2n]dλ

)1/q

.

(c) Montrer que pour tout g ∈ Lq(R) on a

∫
fngdλ→ 0 quand n→ +∞.

2. On considère maintenant (fn)n∈N∗ une suite de fonctions de Lp(R) et f ∈ Lp(R) telle que
‖f − fn‖p → 0 pour n→ +∞.

Montrer que pour tout g ∈ Lq(R) on a lim
n→+∞

∫
(fn − f)gdλ = 0

Exercice 5.

Soit F la fonction définie sur R2 par F (x, y) = e−y sin(2xy)1l[0,1](x)1l[0,+∞[(y) (avec pour A ∈ B(R)
1lA(x) = 1 si x ∈ A et 0 sinon).

On considère l’espace mesuré R2 muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue notée
λ2.

1. Montrer que F est dans L1(R2).

2. Montrer que

∫
F (x, y)dλ2(x, y) =

ln(5)

4
. En déduire la valeur de

∫ +∞

0

sin2(y)

y
e−ydy.

Exercice 6.

On considère R muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue et soit f une fonction
de L1(R).

On note pour ω ∈ R f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωtdt

1. Montrer que f̂ est définie pour tout ω ∈ R et que ω 7→ f̂(ω) est une fonction bornée sur R.

2. Soit g : R 7→ R une fonction de L1(R). Montrer que

∫
f(x)ĝ(x)dx =

∫
g(x)f̂(x)dx.

3. Calculer f̂ ? g où f ? g est défini dans l’exercice 3.
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