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Rendre les exercices de 1 a 3 sur une copie et les exercices 4 a 6 sur une autre.
1l est conseillé de lire en entier [’énoncé avant de commencer.

Notations : Soit (E,T,m) un espace mesuré. Pour p > 1 fizé on note LY (E,T,m) = LP(E) l’es-

pace des fonctions mesurables de E a valeurs dans R telles que ||f|, := ([ |f[Pdm)? est finie.

Exercice 1.

Soit (E,7T,m) un espace mesuré et soit f: E — R une fonction intégrable.
On note I = {p € [1,4o0[, f € LP(E)}.
1. Montrer que si py,pe € I alors f € LP(FE) pour tout p € [p1, po]. Indication : vérifier d’abord
que [P < [fIPr+ [ f]P2
2. En déduire que I est un intervalle. Indication : vérifier que Ja,b[C I C [a,b] ot a = inf [ et
b=supl.
3. On considere 'espace mesuré (|2, 4+o00[, B([2, +00(), A) des boréliens de [2, +oo[ muni de la me-

sure de Lebesgue. Calculer I pour les fonctions suivantes : f(z) = = et g(2) = zlo}g%.

Exercice 2.
2
1. Montrer que la fonction z H%({xy) est intégrable sur R* pour tout y > 0. Indication :

vérifier d’abord que pour tout réel x on a 1 —exp (—z) < x.
On considere la fonction définie sur R

Fly) /0+°° 1 —exp (_Izy)dq:.

T2

2. Montrer que F' est continue sur R, et dérivable sur R7.

3. Calculer F'. Indication : on rappelle que f0+°° exp(—z?)dr = ‘/77?

Exercice 3.

On considere R™ muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue. Soient f,g € £L!(R")
et soit F'(x,y) = f(z —y)g(y).

1. Montrer que la fonction y — F(z,y) est intégrable pour presque tout x € R™. Indication :
vérifier que |[F[ly = |[fll1[lgllx-



2. On pose fxg(z) = [p. F(z,y)dy. Montrer que fx g = g f presque partout.
3. Montrer que | f*glls < [[f[l1llgll-

Exercice 4.

On considere R muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue.
Dans tout ce qui suit p > 1 est un réel fixé et ¢ est tel que % + % =1.

1. Dans cette question on étudie la suite (f,)nen+ définie pour tout n € N* par f,, = nl—l/p]l[n’gn] (on
1, 2, est la fonction telle que L, 2n(x) = 1 si @ € [n, 2n] et 0 sinon).

(a) Montrer que pour tout n € N* on a f,, € LP(R). Calculer hI_iI_l | fullp-
n—-+0o0o

(b) Soit n € N*. Montrer que pour tout g € LI(R) on a

1/q
1
[ totanir <o ( [lottar)

(c) Montrer que pour tout g € L7(R) on a /fngd)\ — 0 quand n — +oc.

2. On considére maintenant (f,),en+ une suite de fonctions de LP(R) et f € LP(R) telle que
If — fn”p — 0 pour n — +o0.

Montrer que pour tout g € LIYR) ona lim [ (f, — f)gdA =0

n—-4o0o

Exercice 5.

Soit ' la fonction définie sur R? par F(z,y) = e~ ¥ sin(2zy) L 11(z) L +0o[(y) (avec pour A € B(R)
l1a(z) =1siz € Aet 0 sinon).

On consideére 'espace mesuré R? muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue notée

A2.
1. Montrer que F est dans £!(R?).

In(5 +00 (102
2. Montrer que /F(:B,y)d)\g(x, y) = % En déduire la valeur de / i (y)e_ydy.
0

Exercice 6.

On considere R muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue et soit f une fonction
de L'(R).
+oo

On note pour w € R f(w) = f(t)e “tdt

1. Montrer que f est définie pour tout w € R et que w — f (w) est une fonction bornée sur R.
2. Soit g : R + R une fonction de £!(R). Montrer que /f(x)g}(x)dx = /g(x)f(x)dx

3. Calculer m ol f % g est défini dans 'exercice 3.



