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Exercice I. Pour n € N* et  €]0,400[, on pose I,,(x) = f0+°° mdt.

1. Calculer la dérivée de la fonction I, sur |0, 4+o00].

2. En déduire la valeur de f;oo m dt.

Correction :
1. Soit n € N*. Soient a et A deux réels tels que 0 < a < A. On considére

F,: [a,AxR —» R
(x7 t) = (t2+11:2)n
e Pour chaque z de [a, A], la fonction t — F,(x,t) est continue par morceaux et
intégrable sur [0, +oo] car F,(x,t) et == > 0 avec 2n > 1.
—+00

e La fonction F), est admet sur [a, A] x [0, +oo[ une dérivée partielle par rapport a
sa premiére variable x définie par :

oF, —2nx

V(w,t) € la, A x [0, 400 (1) = D

De plus,

OFn

(x,t) est continue par morceaux sur
Ox )

- pour chaque x € [a, A], la fonction ¢ —
[0, +o0],

OFy

52 (2, 1) est continue sur [a, A,

-pour chaque t € [0, +ocl, la fonction z +—
-pour chaque (z,t) € [a, A] x [0, 4+00],

88%(%0‘ - (t2+2;23§n+1 = (1t2—3:214)1“+1 = (),

ou la fonction ¢ est continue par morceaux et intégrable sur [0, +00[ car négligeable
devant t% quand ¢ tend vers +o0.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a parameétres, la fonction [, est de
classe C! sur [a, A] et sa dérivée s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci
étant vrai pour tous réels a et A tels que 0 < a < A, on a montré que la fonction I,
est de classe C'! sur |0, +oo[ et que

Ve >0, I/ () = —2nx f0+oo (; dt = —2nz1, ().

t2+12)"+1

—[1 t too i 1 _ 17 _ m

2. Pour 2 > 0, on a Iy(x) = [farctan (£)] ™ = £. Ensuite, I,(z) = —5-1{(z) = {5
puis I3(z) = — - 15(x) = 1255 et donc I3(1) = 3.

/+°° 1 3
——dt = —
o (2+1)3 16

+o0
Exercice II. Existence et calcul de / e~“ch(tx) dt (on utilisera le résultat suivant :
0

+00
/ et dt = ﬁ)
0 2

Correction :

Soit z € R. La fonction ¢ — e ¥ ch(tz) est continue sur [0, +0o[. Quand ¢ tend vers +oo,
e ¥ch(tr) = (e "HT f ety = o (%) d’aprés un théoreme de croissances comparées
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et donc la fonction ¢t — e ¥ ch(tz) est intégrable sur [0, +oo[. Pour z € R, on peut ainsi
poser

+o0
f(z) = /0 e~ ch(tz) dt

Calcul de f(z). Soit A > 0. On pose ® : [-A, A] X [0,+o0[ — R .
(x,t) — e ch(tx)

e Pour chaque z € [—A, A], la fonction ¢ — e **ch(tz) est continue par morceaux et
intégrable sur [0, +o00].

e La fonction ® admet sur [— A, A] x [0, +o00[ une dérivée partielle par rapport a sa premiére
variable définie par :

V(x,t) € [-A, A] x [0, +00], a—(b(x,zf) = te "sh(tx).

Ox
De plus,

oD
- pour chaque =z € [—A, A], la fonction ¢t — a—(x,t) est continue par morceaux sur
x
[0, +o0],

oD
-pour chaque t € [0, +ocl, la fonction z — a—(x, t) est continue sur [—A, A,
x

- pour chaque (z,t) € [-A, A] x [0, 400],

0P
‘a—u, t>\ — 1 sh(t2)] < te sh(t]A]) = (1)

x
La fonction ¢ est continue par morceaux sur [0, 00| et intégrable sur [0, +oo[ car négli-
geable devant t% quand ¢ tend vers +o0.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, la fonction f est de classe
C! sur [—A, A] et sa dérivée s'obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai
pour tout réel A > 0, la fonction f est de classe C* sur R et

+oo
VeeR f'(z)= / te " sh(tx) dt
0

Soit x € R. On effectue maintenant une intégration par parties. Soit A > 0. Les deux
fonctions ¢ — te™" et t — sh(tx) sont de classe O sur le segment [0, A]. On peut donc
effectuer une intégration par parties et on obtient

A
T

4 2 1 2 T A 2 1 2 A 2
/ te "sh(tx) dt = |—=e " sh(tx) +—/ e Vch(tz) dt = ——e 4 sh(tA)+—/ e "ch(tx) dt
. 2 2 J; 2 2 J,

0

Quand A tend vers 400, on obtient
teo 2 Feo 2 T
f(z) = / te "sh(tx) dt = 5/ e "ch(tz) dt = §f(x)
0 0

x
En intégrant I’équation différentielle 3y = 5 et en utilisant le fait que f(0) =
obtient :



+oo
Ve e R / e Pch(tz) dt = ﬁerM
0

1
t—1
Exercice III. Existence et calcul de / ; t* dt.
o In

Correction

Soit z € R. La fonction ¢ — =1¢* est continue sur ]0, 1[.

Etude en 1. ﬂtz ~ 1x1=1 et donc la fonction t — ﬂt“’c se prolonge par continuité
en 1. On en déduit qze la fonction ¢ + * tx est intégrable sur un voisinage de 1 a gauche.

Etude en 0. lntltw Ravt mt > 0.
_>

-six > —1, —% o o(t") et puisque x > —1, la fonction ¢ — %tm est intégrable sur un

voisinage de 0 a droite.
- si # < —1, la fonction ¢ — —;- domine la fonction ¢ —m quand ¢ tend vers
0 par valeurs supérieures. Pulsque la fonction — 1 est positive et que | A N

tlnt
In|In(x)|—In |In(1/2)| o0 la fonction ¢ — — = n’est pas intégrable sur un voisinage

de 0. Il en est de méme de la fonction ¢ — t 1t“

Finalement, la fonction ¢ — 1% est 1ntegrable sur |0, 1] si et seulement si x > —1. Pour
x> —1, on peut poser f(x fol 2t dt.

Calcul de f(z). Soit @ > —1. On pose

¢ : Ja,+00[x]0,1] — R
(z,1) s g

e Pour chaque z € [a, 00|, la fonction t — %t”” est continue par morceaux et intégrable
sur ]0, 1].

e La fonction ® admet sur [a, +0o[x]0, 1] une dérivée partielle par rapport a sa premiére
variable définie par :

V(x,t) € [a,+o00[x]0,1] ?) (2,8) = (t — 1)t° = 7+ — ¢
De plus,

. 0P .
- pour chaque x € [a, +00[, la fonction ¢ — 8—(m, t) est continue par morceaux sur |0, 1],
x

od
-pour chaque t €]0, 1], la fonction z — ——(z,t) est continue sur [a, +oo],

ox
- pour chaque (z,t) € [a,+00[x]0, 1],

0P

()| = (1= ) = ot

@0 = (1= 0 = (1)

La fonction ¢ est continue par morceaux sur |0, 1] et intégrable sur 0, 1] car a > —1.

D’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, la fonction f est de classe
C* sur [a, +o0[ et sa dérivée s’obtient par dérivation sous le signe somme. Ceci étant vrai
pour tout réel a > —1, la fonction f est de classe C' sur | — 1, 00| et
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t:r+2 tx+1 :| 1 1 1

1

B T +2 x+41
Par suite, il existe C' € R tel que Vx > —1, f(z) = In (i—ﬁ) +C (%)

Pour déterminer la constante C, on évalue lim f(x).
T——+00

La fonction g : t+— % est continue sur le segment |0, 1[, prolongeable par continuité en
0 et en 1 en posant g(0) =0 et g(1) = 1. On en déduit que cette fonction est bornée sur
I'intervalle |0, 1] (car son prolongement est une fonction continue sur un segment).

Soit M un majorant de la fonction |g| sur |0, 1[. Pour z > —1, on a

1
<M " dt =
ol <M [ e d= =

Ceci montre que lirll f(z) = 0 et en passant a la limite quand z tend vers +oo dans
T—r+00

I'égalité (x), on obtient C' = 0. On a donc montré que

1
t—1 2
Vo> —1 / gt =1 (2
o Int r+1

—1
nt

dt = 1n2.

1
t
Remarque : Pour z = 0, on obtient /
0

Exercice IV. (Examen final mai 2014)

arctan(xt)

1+ ¢2 dt.

+oo
Pour z € R, on pose F(z) = /
0

1. Montrer que F' est définie et continue sur R, .

Correction : (@)

arctan(xt
On note f(z,t) = B
t € R%, la fonction f(-,t) :  — f(x,t) est continue sur R,. Pour tout z fixé dans
Ry, la fonction f(z,-) : t — f(x,t) est continue sur R* . Elle est aussi intégrable sur
cet intervalle car majorée par ¢g : t — 3 - #, qui est intégrable. Grace au théoréme
de continuité des intégrales a parameétre, on déduit que F' est définie et continue sur
R..

. Cette fonction est bien définie sur R, x R% . Pour tout

2. Calculer F(0) et F(1).

Correction :

F(0) =0, F(1) = /+OO

tan(t 1 h :
arctan(t) Sarctan(t)?| =
14 ¢2 2 " 8

3. Montrer que F' est croissante. Déduire qu’elle a une limite finie en 400 et la calculer.

Correction :

Soient x < y et t > 0. Alors xt < yt et par croissance de arctan sur R, on a
arctan(xt) < arctan(yt)

1+t = 14t
t sur R+, on obtient F'(z) < F(y). On a ainsi montré que F' est croissante sur R.

arctan(zt) < arctan(yt) et donc . En intégrant vis-a-vis de

Pour montrer qu’elle admet une limite finie en 400, prenons (x,),eny une suite de
réels convergeant vers +oo, et posons f,(t) = f(z,,t). Chacune des fonctions f,
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est continue intégrable sur R7 , majorée par ¢y définie en question 1. De plus, pour
t > 0 fixé, f,(t) tend vers ¢y(t) lorsque n tend vers +o00. On peut donc appliquer
le théoréme de convergence dominée pour déduire que la suite ( f0+°° fu(t) dt)nen
converge et que :

+o00o +oo 1
lim fult) dt = / z. dt
0 2

n—-+oo 0
c’est-a-dire

lim F(z,) = —
L Flon) = 3

Remarque : En choisissant (x,,),en croissante, on aurait aussi pu conclure en appli-
quant le théoreme de convergence monotone.

. Montrer que F est de classe C'! sur ]0, +oo[ et que pour tout z > 0, on a :

N B e du
F(x)—§/0 (14 2%u)(1 4 u)

Correction :

Pour montrer que F est de classe C'* sur |0, +-00[, on cherche & appliquer le théoréme
de dérivation des intégrales a parameétre. Toutes les hypothéses pour son application
ont déja été vérifices a la question 1, sauf en ce qui concerne la dérivée partielle %.
Cette derniere est bien définie sur Ry x R et vaut, sur cet ensemble :

af( 9 1 t
_l- — .
or "’ 14+¢2 1+ 22¢2

I1 est clair que les fonctions partielles %(-, t) et %(m, -) sont respectivement continue
sur Ry et continue par morceaux sur R*. Enfin, si [a,b] C R%, on a, pour tout
x € [a,b] et tout t >0 :

of 1 ¢
ox 1+¢2 1+ a?t?

Comme la fonction de droite est continue par morceaux et intégrable sur R7, on
peut appliquer le théoréme de dérivation. On obtient ainsi que F est de classe C!
sur ]0, +00| et que sur cet intervalle,

F’(z)—/+oo ! ! dt
o Jo 142 14 222

Le changement de variable u = t? donne alors directement :

N T du
Fla) = 5/0 1+ 220)(1 + )




5. Montrer que pour tout z > 0 et différent de 1, on a F'(x) =

Inz
2 _

. Que se passe-t-il
19 T 1
pour & = 17

Correction : .

(1 + 22u)(1 + u)

comme fonction de u avec x comme paramétre), on obtient
1 B a n b

(1+22u)(14+u) 1+22u 1+u

Soient x,u > 0, x # 1. En décomposant en éléments simples (vue

Des multiplications/évaluations en (—1) et —=5 donnent a = x;f—il et b = . Ainsi,

, 1 [T du 1 [t 2?2 1 1 1
0 2?2u)(14+u) 2J, 22—=1 14220 1—22 14w

On ne peut pas calculer I'intégrale telle quelle car les termes de la décomposition en
éléments simple ne sont pas intégrables séparément en +o00. En revanche, si X > 0,
on obtient :

X 2 X
T 1 1 1 1 1
. . du = Sn(1 + 22 “In(1
/0 2 —1 1+1’2u+1—a72 T+u [:pQ—l ( —|—xu)—|—1_x2 o —|—u)0

1
=5 In(1 + 2*X) —

1 14+ 22X
= In
2 —1 14+ X

‘In(1+4 X)

2 —1

Lorsque X tend vers 400, cette derniére quantité tend vers 1 Inz%. Ainsi :

2 —
Inz
2 —1

F'(z) =

Lorsque z = 1, le résultat de la question précédente donne directement

. 1 (™ du 1 117 1
Fi(1) =3 Trar 3| _ -
0 u) 21 1+u], 2

Remarque : Ces deux résultats sont cohérents avec la continuité de F”.

1
n

. Montrer que l'intégrale / 21 dt est bien définie et calculer sa valeur.
o 12—

Correction :

Pour ¢ > 0, on pose g(t) = 3*4. Cette fonction est continue sur ]0,1[. En 07, elle

est positive et équivalente & —1Int, qui est intégrable car négligeable devant \/% En

17, si on pose t = 1 — u, elle est équivalente a
sur ]0, 1] et I'intégrale est bien définie.

Turaz ™ 5. Elle est donc intégrable
Int
2 —1
vaut F'(1) — F(0), qui vaut %2 grace a la question 1.

1 1
Pour calculer sa valeur, on remarque que / dt = / F'(t) dt. Cette quantité
0 0
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+00
1
7. Utiliser le résultat de la question précédente pour calculer la valeur de Z e ——
—~ (2n+1)?
“+oo
puis celle de Z " (Indication : pour ¢ €]0, 1], écrire ﬁ comme somme d’une
n=1
série).

Correction :

1 +o00 ) 1 Int 1 +o© )
Pour ¢ €]0, 1], ona sz :nz_ot .Amsl,/0 R dt:/onz_o—t Int dt.

La série sous l'intégrale converge simplement vers g. Ses termes sont des fonctions
continues et positives sur |0, 1| donc grace au théoréme de convergence monotone :

1 +00 1
Int
—dt:—E " Int dt
/0 21 nzo/o "

Or,

1 2n+1 1 1 42n+1 2n4+1 71
t t 1 1 t 1
/ t2"Int dt = Int —/ —dt =0— e L —
0 2n+1 o Jo 2n4+11t 2n+1 [2n+1], (2n +1)2

On déduit :

U Int o 1
/0 t2—1dt_z(2n+1)2

n=0

2z 2 2
On a vu précédemment que le terme de gauche vaut %-, donc

SEREE
=
“—~ (2n+1) 8
+oo
Pour calculer Zl el on utilise :
—+00 +00 +00 +00 +00
1 1 1 1 1 1
DR SR S Soreny R P
Ainsi,
31 X1
I DR
4e=n* = (2n+1)
et
+O°1_4+OO 1 4 7T2_7T2
f~n? 34~ (2n+1)2 3 8 6



