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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : notions de base

» Histogramme :

» On considére une fonction d'un ensemble E (population) dans
R (grandeur considérée)

» f: E—R

» Salaire, richesse, age, note...

» Histogramme : représentation du nombre d'éléments pour
lesquels la grandeur a une valeur donnée.

» Exemple : répartition des notes d'un examen.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : notions de base
Médiane, étendue, moyenne

» Meédiane : valeur telle que la moitié de la population est
au-dessus de cette valeur et la moitié au-dessous.

» Minimum : plus petite valeur.
» Maximum : plus grande valeur.

» Etendue : intervalle qui contient toutes les valeurs : c'est
I'intervalle [Minimum, Maximum|]

» Moyenne : Somme de toutes les valeurs, divisée par le nombre
de valeurs.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : notions de base
Quartile, déciles, centiles

>

Quartile : division de |'étendue en quatre intervalle disjoints qui
contiennent chacun un quart de la population.

» Premier quartile : L'intervalle correspondant au quart de la
population pour lequel la valeur est la plus petite.

» Dernier quartile; valeur la plus haute.
» La médiane sépare le second et le troisiéme quartile.
» Décile : division de I'étendue en 10 intervalles

» Centile : division en 100 intervalles; le dernier centile
correspond au 1% du haut.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : notions de base
Quantiles

» Plus généralement, on parle de quantiles.
» Chaque quantile est défini par un intervalle.
» Il a un seuil inférieur (en anglais : threshold).

» Il a aussi une valeur moyenne, comprise entre les deux seuils :
c'est la somme de toutes les valeurs, divisée par le nombre
d'individus du quantile.

» Ces seuils et valeurs moyennes sont souvent disponibles.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : notions de base
Proportion ou probabilité

» Plutét que de considérer le nombre d'éléments d'une partie de
la population, on peut considérer le pourcentage.

» Par exemple, au lieu de considérer le nombre de personnes qui
gagnent plus de 50000 euros par an,

» on considére le pourcentage des gens dans la population qui
gagnent plus de 50000 euros par an.

» On le notera P(X > 50000) (pourcentage, proportion, ou
probabilité)

» Plus généralement, on sera amené a considérer P(a < X < b).

» Avantage : la taille de I'échantillon n'intervient plus
directement. C'est plus facile pour faire des comparaisons.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : notions de base
Moyenne (bis)

» Si la grandeur prend les valeurs xi, ..., xq, ou d est le nombre
de valeurs

» Et la valeur x; est prise n; fois

» Nombre total de personnes : N = S1=9 ;.

» Valeur moyenne : multiplier x; par le nombre n; d'éléments de
taille x;, ajouter,

» et diviser par N, nombre total d'éléments :

(ZI IX,I"I,)
(=)

» formule :
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : notions de base
Moyenne (bis)

» Plutét que de considérer le nombre d'éléments, on peut
considérer le pourcentage.

» Cela revient a remplacer la formule :

(X=] xiny)
i=d

( -1 "i)
> i=d 3 n;

par Zi:l Xi | ==a

i=1 M

» En raccourci : EE? X;pj, oll p; = % est la probabilité de
prendre la valeur x;. La taille de I'échantillon n'intervient plus
directement.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : Fonction de répartition

Soit X une variable.

v

v

On appelle fonction de répartition de X, et on note Fx, la
fonction qui donne le pourcentage de la population pour lequel
la grandeur est inférieure ou égale a une valeur donnée.

Fx(a) = P(X < a).

C'est ce que I'on appelle parfois des données cumulées.

v

v
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : Fonction de répartition

» Fonction de répartition et quantité cumulée :

» F(x) pourcentage de la population pour lequel la grandeur est
inférieure ou égale a x.

» Propriété caractéristique de la fonction de répartition :
» La fonction de répartition est une fonction croissante qui va de
0al

> limy oo F(X)

0
1
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : complémentaire de la Fonction de
répartition

» complémentaire :

» G(x) =1— F(x) pourcentage de la population pour lequel la
grandeur est supérieure a x.

» Propriété caractéristique de cette fonction :

» ¢ est une fonction décroissante qui va de 1 3 0.

> limy oo F(x) =1

> limy 400 F(x) =0
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : Fonction de répartition

>

Propriété caractéristique de la fonction de répartition :

v

La fonction de répartition est une fonction croissante qui va de
0al.
limy— oo F(x)

limy— 400 F(x) =

v

0
1

v
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

partition statistique : Fonction de répartition

0.6
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : Fonction de répartition

» On s'intéresse souvent au haut de la répartition.

» On considére alors le complémentaire de la fonction de
répartition.

» Fx(a) = P(X < a).

» 1— Fx(a) = P(X > a).

» La valeur a telle que P(X > a) = ﬁ, c'est le seuil d’entrée
dans le 1% supérieur.

» Seuil du centile supérieur : Upper one percent threshold
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : Fonction de répartition

La distribution est évidemment discréte.

v

v

Donc la fonction de répartition n’est pas continue.

v

Mais si la population est grande, les sauts sont petits :

v

On peut modéliser la fonction de répartition par une fonction
continue.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

Densité : motivation

» En pratique, la fonction de répartition fait des "sauts" :
distribution "discréte", non continue.

» Pour de trés grand nombre, il est plus simple de la remplacer
par une fonction continue.

» Un exemple déja vu : la courbe en cloche de Gauss.

» On peut méme souvent supposer que cette fonction de
répartition a une pente.

Pierre Arnoux Figures du Pouvoir La mesure de I'inégalité



Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

Dérivée

» La dérivée d'une fonction F au point x, si elle existe, est la
pente de la tangente.

» Elle représente le taux d'accroissement, ou coefficient de
variation de F en x.

» On la note F’(x), et dans ce cours, on la désignera par f.

> A savoir : la dérivée de x® est ax®~ 1.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

Intégrale

» L'intégrale d'une fonction f entre les points a et b est 'aire
sous la courbe.

> On la note [ f(t) dt.
» Soit f continue; F(x) = [*__ f(t)dt s'appelle une primitive

de f.
» Théoréme fondamental du calcul différentiel : On a
F'(x) = f(x).

» La dérivation est I'opération inverse de I'intégration.

Pierre Arnoux Figures du Pouvoir La mesure de I'inégalité



Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

(R)appel : dérivée et intégrale

» Seule chose a savoir pour nos calculs : La dérivée de x? est
aXa—l

> Une primitive de x?, si a # —1, est 217x*t1.

» Vraie pour tout a réel.

» On en aura tout le temps besoin.

» Une primitive de % est In x.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

Calcul pratique d'une intégrale

v

On veut calculer fab f(t)dt.
Si on connait une fonction F telle que F'(x) = f(x)

v

> (une primitive de f)

> Alors [” f(t) dt = F(b) — F(a).
» A savoir : si v # —1, une primitive de de x” est XJJ:II
» Car la dérivée de x7*1 est (v + 1)x7.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition a densité

» On dit que la répartition de X est a densité f si la fonction de
répartition Fx admet f pour dérivée.

> Propriété caractéristique de la densité :

» f est une fonction positive telle que f+°° (t)dt =1.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

partition statistique : Fonction de répartition

0.6
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition statistique : Complémentaire de la fonction de
répartition

0.8

0.6

0.4

L L n n n h n
1 2 3 4 5 6 7
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

statistique : densité
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modéles continus, lois a densité
moyenne

Répartition a densité : la formule fondamentale

>

Si la répartition de X est a densité f on a .

P(a< X < b)= [P(t)dt.

Exemple : densité en x 2 : f(x) =0si x < 1, f(x) = x 2si
x>1

P(1< X <2)= [Zx2dx
PA<X<2)=[xf=3-F=1
P(1 <X < +00)=1.

v

v

v

v

v
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Espérance ou moyenne d'une loi finie

>

La moyenne est donnée par la somme ). x;p;.

On fait la somme de toutes les valeurs obtenues, et on divise
par leur nombre.

v

» C'est ainsi qu'on calcule la moyenne des notes pour un groupe
d'étudiants.

v

C'est aussi de cette facon que I'on calcule la moyenne d'un
examen, avec notes pondérées.
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Notions de base

répartition statistique Fonction de répartition
Modeéles continus, lois a densité
moyenne

Espérance ou moyenne d'une loi & densité

v

La moyenne est donnée par I'intégrale [t f(t) dt.

v

C’est une généralisation naturelle de la formule pour la
moyenne d'une distribution finie ). x;p;.

v

Elle se calcule bien pour les répartitions les plus simples.

v

C'est la méme formule que pour le calcul du centre de gravité
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Mesures de l'inégalité

La question

» On voudrait étudier la répartition des revenus : deux questions

» Comment représenter cette répartition ?

» C'est forcément une fonction, c'est-a-dire une donnée
complexe.

» Peut-on réduire cette fonction a un seul chiffre (indice
d'inégalité)

» Sans perdre trop d'information ?
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Mesures de l'inégalité

Représentations de la répartition des revenus

» Le revenu est une variable R associée a une population.
» On peut lui attribuer une fonction de répartition Fg

» Ou son complémentaire Gg = 1 — Fg (population ayant plus
que le revenu R)

» On peut le faire en population, ou en pourcentage
» On peut le représenter en graphe cartésien
» Ou en coordonnées logarithmiques, ou semi logarithmiques

» Ce n'est pas toujours trés lisible.
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Mesures de l'inégalité

Part du 10%

» |l s'agit de la part que les 10% les plus riches recoivent du
revenu total.

» On peut bien siir considérer d'autres quantiles (20% les plus
riches, 1% les plus riches, 50% les plus pauvres...)

» C'est une mesure facile a obtenir et & comparer.
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Mesures de l'inégalité

La courbe de Lorenz

> La courbe de Lorenz (1905) associe, aux x% les plus pauvres
de la population, la fraction y = L(x) du revenu qu'ils
recoivent.

» C'est une fonction L : [0,1] — [0, 1]

» Si x = Fr(R) est la fonction de répartition du revenu

> Alors R = F5'(x) est le revenu maximal des x% les plus
pauvres

F71
> et leur revenu total est [;* 9 4 fr(t) dt

Frl () Frte)
R () dt [oR 7 the(t) d
» Donc L se calcule par L(x) = o th(t)dt Jo tfr(t) dt
Jo = tfr(t) dt H
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Mesures de l'inégalité

La courbe de Lorenz

Courbes de Lorenz (2010)
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Mesures de l'inégalité

La courbe de Lorenz

Courbe de Lorenz de Ia distribution des revenus disponibles
des ménages francais en 2004

Arnou

Figures du Pouvoir La mesure de I'inégal




Mesures de l'inégalité

La courbe de Lorenz

100

Courbes de Lorentz des revenus, du patrimoine total et du
patrimoine financier aux Etats-Unis en 2007 (Source : Wolff)

Revenus
=== Patrimoine total

=== Patrimoine financier

20 40 60 80
© Olivier Berruyer, wwv.les-crises.fr

100
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Mesures de l'inégalité

La courbe de Lorenz

Courbes de Lorentz du patrimoine de différents pays (Source : Wolff)
100
Japon (1999)
— Chine (2002)
%
— Norvége (2008)
= France (2003)
20
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Mesures de l'inégalité

Indices de |'inégalité

» Une courbe ou une distribution, c'est compliqué
» |l est délicat de comparer deux courbes ou deux distributions

» On voudrait pouvoir réduire cette distribution a un seul
nombre (indice)

» Pour comparer les inégalités.
> || existe de nombreux indices

» |l n'y en a pas de parfaits.
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Mesures de l'inégalité

L'indice de Gini

» C'est le rapport entre deux domaines :

» Le domaine entre la courbe de Lorenz et la courbe d'égalité
parfaite

» et le triangle sous la courbe d'égalité parfaite.
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Mesures de l'inégalité

L'indice de Gini
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Mesures de l'inégalité

L'indice de Gini

Courbe de Lorentz du patrimoine mondial
en 2000 (Source : UNU-WIDER)
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Mesures de l'inégalité

L'indice de Gini

>

N . R
L'indice de Gini est le rapport 5

v

il est compris entre 0 et 1
» gini = 0 : égalité parfaite.
» gini = 1 : inégalité parfaite : une seule personne posséde tout.

trés utilisé car facile 3 comprendre et a calculer.

v
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Mesures de l'inégalité

Le coefficient de Pareto-Lorenz

> |l repose sur I'hypothése que le haut de la courbe des revenus
est donné par une loi de Pareto

» |l ne dépend que du haut de la distribution

» |l nécessite quelques calculs de départ.
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Loi de Pareto

>

Définition : loi de Pareto de paramétre xp,, @ :

v

C'est une loi & densité donnée par f(t) =0 si t < xpm

v

Xm est le revenu minimum
f(t) = to‘% si t Z Xm-
On calcule facilement C = ax§, (cours précédent)

v

v
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Loi de pareto : densité

0.015

0.005

100 200 300 400 500
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Loi de pareto : fonction de répartition

0.7F

0.6

0.51

0.4
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Loi de pareto : probabilité du sommet

0 100 200 300 400 500
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Répartition des revenus

> La répartition des revenus et des richesses

v

Au moins dans la partie supérieure

v

est bien approximée par une loi de Pareto

» Ce qui est important, c'est le coefficient a
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Comment reconnaitre une loi de Pareto?

>

Que vaut p(X > a)?

fa—l-oo togrl dt
[rectetdt =[Sty
> (2)°

Comment reconnaitre cette relation et calculer o ?

v

v

v

» En prenant les logarithmes...
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Comment reconnaitre une loi de Pareto?

v

P(X > a) = (%=)*

log P(X > a) = log (%)

log P(X > a) = alog(xm) — alog(a)

Si on trace log(P(X > a) en fonction de log(a) (repére
log-log)

on obtient une droite !

v

v

v

v
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Comment calculer le coefficient o ?

» Si on connait deux valeurs P(X > a;) et P(X > a2)

» On a
log P(X > a1) — log P(X > ap) = —a(log(a1) — log(a2))
log P(X>a1)—log P(X>a>)
log(a2)—log(a1) :
» (C'est une méthode pratique, qui marche dés que I'on connait
le seuil de deux quantiles.

» Donca =

» En pratique, on cherche le a; tel que P(X > a;) =0,1 et le
a tel que P(X > ap) = 0,01 (par exemple)
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Une simplification des calculs

» Au lieu de considérer X, on peut considérer XL (choisir le
m
revenu minimum comme unité de compte)

> cette variable suit aussi une distribution de Pareto, avec le
méme « et x,, = 1
» Cela simplifie les calculs!

» On prend désormais comme densité f(t) = .
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Espérance d'une loi de Pareto

> Le revenu moyen est donné par
+oo +oo o
Ji T tf(t)dt = [ & dt
11+
> SOIt ﬁ[ta ]1 o0

» Soit —%3

v
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

La propriété caractéristique

> Le revenu moyen des personnes avec un revenu supérieur 3 x

v

est égal a Bx

ou =2

v

Coefficient de Pareto inversé

v

v

en pratique : 8 = 1,5 : forte égalité

v

£ = 3 : forte inégalité.
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

La propriété caractéristique

» On peut montrer que cette propriété caractérise complétement
les distributions de Pareto.

» Si une distribution vérifie, pour x > xp,, E(X|X > x) = fx

> Alors c'est une distribution de Pareto

» De coefficient de Pareto « 5

= 7ﬁ71'
» (C'est un exercice d'analyse de niveau L2.
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Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Comment calculer le coefficient 57

>

Le coefficient 3 est trés simple a calculer.
» Si on connait le revenu de seuil Rs d'un certain quantile
> et le revenu moyen . de ce quantile,
— K
Alors 3 = o

» C'est une méthode indépendante de la précédente.

v

v

Et qui permet aussi de calculer «
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Effet du coefficient 37

» On peut calculer, en fonction de 3, la proportion du revenu
total détenu par le quantile supérieur.

» On montre facilement

» (enfin, assez facilement),

» que la fraction p supérieure de la population

» détient une fraction p% du revenu total.

» Pour le centile supérieur : 0,01%.
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Courbe de Lorenz d'une distribution de Pareto

» On en déduit la formule pour la courbe de Lorenz d'une
distribution de Pareto de paramétre 3 donné :

b L(x)=1—(1—x)7
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Courbes de Lorenz associées a des distributions de Pareto :
6=15,23,4,7
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Indice de Gini d'une distribution de Pareto

» De la formule L(x) =1— (1 — x)% on déduit par un calcul
simple l'indice de Gini :
» L'indice de Gini d'une distribution de Pareto de paramétre

B-1
est m
> |l vaut 0 pour 5 =1

» Et tend vers 1 quand S tend vers l'infini.
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Effet du coefficient 37

Part des quantiles supérieurs dans le revenu total

3 10% 1% 0,1%
1,5 21,5% 4.6% 1%
1,8 28% 7.7% 2.2%

2 31,6% 10% 3.1%
2,5 39,8% 15,8% 6,3%

3 46,4% 21,5% 10%

4 56,2% 31,6% 17,8%
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Part du décile, du centile et du millile supérieurs en fonction

de 5

H
N
w
IS
wl
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Coefficient 5 : France

Pareto-Lorenz coefficients. France. 1915-2009
Sources: The World Top Incomes Database. hitp://topincomes.g-mond. parisschoolofeconomics euw/
Piketty (2001, 2007); Landais (2007)
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Les lois de Pareto

Coefficient 5 : Grande Bretagne

Pareto-Lorenz coefficients. United Kingdom. 1908-2011
Sources: The World Top Incomes Database. hittp:/topincomes.g-mond. parisschoolofeconomics euw/
Atkinson (2007)
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Les lois de Pareto

Coefficient 5 : Allemagne

Pareto-Lorenz coefficients. Germany. 1891-2010

Sources: The World Top Incomes Database. http:/topincomes.g-mond. parisschoolofeconomics euw/

Dell (2007)
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Coefficient 5 : Norvege

Pareto-Lorenz coefficients. Norway. 1875-2011
Sources: The World Top Incomes Database. http:/topincomes.g-mond. parisschoolofeconomics. euw/

Aaberge & Atkinson (2010); Aaberge, Atkinson & Modalsli (2013)
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Les lois de Pareto

Coefficient 5 : Etats-Unis

Pareto-Lorenz coefficients. United States. 1913-2012
Sources: The World Top Incomes Database. http:/topincomes.g-mond. parisschoolofeconomics. euw/
Piketty & Saez (2007)
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Coefficient 5 : Japon

Pareto-Lorenz coefficients. Japan. 1886-2010
Sources: The World Top Incomes Database. http:/topincomes.g-mond. parisschoolofeconomics. euw/
Moriguchi & Saez (2010); Alvaredo, Moriguchi & Saez (2012)
4.00—

3.50

=)

3.00

.

coefficient

250

2,004 |

‘ﬂ* L
1,50 L %l M

aa
1884
1802
1810
1818
1926
1834
1942
1850
1858
1966
1874
1882
1930
1998
2006

Inverted Pareto-Lorenz coefficient

rre Arnou:

igures du Pouvoir La mesure de




Calculs de répartition
Revenus moyens
Calculs effectifs et courbe de Lorenz

Les lois de Pareto 2
Exemples réels

Coefficient 5 : Chine

Paroto-Lorenz coefficients. China. 1986-2003

Sources: The World Top I

Piketty & Qian (2010)
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Les lois de Pareto

Coefficient 5 : Argentine

Pareto-Lorenz coefficients. Argentina. 1932-2004
Sources: The World Top Incomes Database. http:/(topincomes.g-mond. parisschoolofeconomics. euw/
Alvaredo (2010)
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