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Correction Exercice 1.

+0o0
1. Existence de / (m + 2 —Va2+4dx + 1) dx
0

Pour > 0, 22+4x+1 > 0 et donc la fonction f : = +— 2+2—+/22 + 42 + 1 est conti-
nue sur [0, +o00[. Quand x tend vers +o00, t+2 — —Va?2 +4x + 1 = ﬁm ~
32x. Comme la fonction x — % est positive et non intégrable au voisinage de +oo,
f n’est pas intégrable sur [0; 4+o00].

T Inx
2. Existence de / dx
0 T+ er
La fonction f : = +— xlifz est continue et positive sur |0, 4+o00.

1

e En 0, 2% ~ Inx et donc f() =, <—> Comme % < 1, la fonction o — —=
z—

Nz

est
) x+4e® Nz 2

intégrable sur un voisinage de 0 et il en est de méme de la fonction f.

e En +o00, f(z) ~ i‘—f =0 (x%) Comme 2 > 1, la fonction x x—lz est intégrable sur

un voisinage de 400 et il en est de méme de la fonction f.

Finalement, f est intégrable sur |0, +oo.

+00
3. Existence de / 7 dg
0

Nz st continue sur |0, +ool.

nxr

La fonction f : z+ x~
e Quand z tend vers 0, z~® = e~n*= _5 (. La fonction f se prolonge par continuité
en 0 et est en particulier intégrable sur un voisinage de 0.

e Quand z tend vers +oo, z2f(z) = exp (—ln23: +21In :r;) — 0. Donc f est négli-
geable devant :%2 quand x tend vers 400 et f est intégrable sur un voisinage de
+00.

Finalement, f est intégrable sur |0, +oo.

w/2
4. Existence de / (tanz)® dx
0

Pour tout réel a, la fonction f : =+ (tanxz)® est continue et strictement positive

sur }0, 5 [ De plus, pour tout réel x de]O, 5 [, ona f (g — $) = ﬁ

e Etude en 0 a droite. f(z) ~ x® Donc f est intégrable sur un voisinage de 0
T—

a droite si et seulement si a > —1.

™ 1

e Etude en 7 a gauche.f(z) = =) ~ (g — x) “® Donc f est intégrable sur
4

5T
un voisinage de 7 a gauche si et seulement si a < 1.
En résumé, f est intégrable sur ]O, g[ si et seulement si —1 < a < 1.

Correction Exercice II.

sin x

dx suivant la valeur de a € RM?.

+o0
1. Convergence de 'intégrale impropre / -
1 x

La fonction f : x — 2% est continue sur [1,+o0|.

Soit X > 1. Les deux fonction x — —cosz et z — xia sont de classe C! sur le

segment [1, X]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

X sinz _ [—cosz]X X cosz _ cos X X cosz
Jo s de = [=52E]) —a )] S de = =% +eosl—a [[ 555 du




;iiﬂ < # et puisque a + 1 > 1, la fonction x — £25% est intégrable

Maintenant,

.. , . . X ..
sur un voisinage de +00. On en déduit que la fonction X — f1 Zo3t dx a une limite

réelle quand X tend vers +o0o. Comme d’autre part, la fonction X — —C‘;(Lf +cos 1
a une limite réelle quand X tend vers +oo, on a montré que l'intégrale impropre

f;mo f(z) dx converge en +oo.

Finalement, l'intégrale f1+°° Slﬂ% dx converge pour tout a > 0.

+oo
2. Convergence de 'intégrale impropre / e dx
0

Soit X un réel strictement positif. Le changement de variables ¢ = 22 suivi d’'une

intégration par parties fournit :

1 X

X ix? _ X2 it _ 1 e i 1 X et
Jretdn = [ gt =i (=5 + ¢ = 3 [ s dt)

f/;) = \/—} D’autre part, la fonction t +— ;—;2

. . +oco ;2 . ,
= —t31/2. Ainsi, [["7 €™ dx est une intégrale

Maintenant, limy 1 f/—y =0 car

est intégrable sur [1,+oo[ car t?;_/t?

. . ;2 .
convergente et puisque d’autre part la fonction x +— € est continue sur [0, +oo],
2 . P ;2
on a montré que l'intégrale f0+°° e dx converge.

Remarque : On en déduit que les intégrales [" cos(x?) dz et [" sin(2?) dz sont
des intégrales convergentes (intégrales de Fresnel).

Correction Exercice II1.

+00
1
1. Existence et calcul de / ———du
o x°+1
FEzistence : On pose f(z) = :c++1 La fonction f est continue, positive sur ]0, 400,

continue en 0, et intégrable en +o00 en vertu du critére de Riemann. Elle est donc
intégrable sur ]0, +oo.

Calcul : Pour calculer la valeur de I'intégrale, on la décompose en éléments simples.
Aprés calculs, on trouve :

1 1 x—2
f(ZE) -5 )
3\z+1 2z¢—x+1
Les termes ne sont pas intégrables indépendament sur |0, +oc[, donc pour intégrer
cela, on intégre sur |0, X[ pour X > 0, puis on fait tendre X vers +oc.

Soit maintenant X > 0. On a :

X

d

/ X+
0 :L‘+1

X z-2 X o9z —-1-3 1 [~ 2z-1 3 [ 1
——dx = — —dx = - ——dx—— —dx
o r2—x+1 0o 2(22—z+1) 2 ), 2—x+1 2, 2—x+1

Puis

X oo -1 ) % )

Et

X 1 X 1
0o 2—x+1 o (—35)%+ _

2

A1 \/§d 2\/5/”%1 1
- —au = ——
3 %u2+§l 4 3 J_vi uz+1

100




2 2X —1
Cette derniére expression vaut : ﬁ arctan — arctan —\/—g
3 V3 3

+o0 1
Ainsi, / 3 dx vaut
o 22 +1

1 1 ) 3 2V3 2X —1 V3
Xgrfmg(ln|X+1\—<§ln|X —X—l—l]—i‘T(arctan( 7 )—arctan(—?>>)>

| X + 1
| X2 — X +1]

1
Mais:ln\X+1|—§ln\X2—X—|—1|—ln< )—)Oen—i—oo.

Donec :

too V3 2X —1 V3 NEN S V3
dr = lim — | arctan + arctan [ — = — [ = +arctan | —
o 341 X>400 3 V3 3 3 \2 3

1 =
Remarque : arctan x 4+ arctan — = 5 pour tout x > 0.

z
\/§ T T m T
Ainsi, arctan — = — — arctanV3 = - — — = — et
insi, arctan 3 5 arctan v/3 5 73 5 e
/+°° 1 p 3 2r  2m/3
xrT = — - — =
0 3+ 1 3 3 9
“+o0o t
. Existence et calcul de / rarcian o dx
0 (1 + 1'2)2
x arctan x
Ezistence : On pose f(x) = (1+—2)2 Cette fonction est continue et positive sur
T

10, +00]. Elle est définie en 0 et est intégrable en 400 par critére de Riemann. Elle
est donc intégrable sur |0, +oo.

Calcul : On commence par une intégration par parties avec

u'(z) = 0T v(x) = arctan x
1 L
B R e

Cela donne :

/*OO x arctan ¥ 1 . oo N /*OO 1 y
L dr=|—-———arctanz — _dx
o (14a2)? 2(1+22) 0 o 2(1+2%)?

Le premier terme est nul et il suffit de calculer le second. En effectuant le changement
de variable x = tant, on obtient :

+oo 1 1 (%2 1+tan2t 1 (2 1 (21 o
/ —dx:—/ L anQ dt:—/ cothdt:—/ Scoss dt ==
o 2(1+ a2)2 2 Jo (1+tan?t)? 2 Jo 2 Jo 2 8

Dot - /+°O x arctan x dr T
o (1+22)? 8



w/2
3. Existence et calcul de / Vitanz dx
0

Emistence : On pose f(r) = v/tanz. Cette fonction est continue et positive sur ]0, 7|.

Elle est définie en 0 et en posant u = 5 — z, on obtient v/tanz = /2= ~ \/La qui

est intégrable en 0. La fonction f est donc intégrable sur I'intervalle souhaité.

Calcul : On effectue tout d’abord le changement de variable z = arctanu :

w/2 +00 du
/ Vtanx dx = U -
0

0 1+U2

“+o0 du —+o00 2t2
On pose ensuite v/u =1 : U — = —dt
P Vi 0 14 u? /0 1+t

Puis on décompose en éléments simples. Le dénominateur se factorise en :
Tt =tr 422 11202 = (2 4+ 1) — (V2)> = (12 +1 = V2) (> + 1+ V21)

Aprés calculs, on obtient :

202 1 ( t t )
L+t V2 \2—V2t+1 242t +1
Les termes ne sont pas intégrables indépendament sur |0, +oc[, donc pour intégrer

cela, on calcule une primitive de chacun des termes, on intégre sur |0, X[ pour X > 0,
et on fait tendre X vers +oo.

t
On calcule tout d’abord | ———dt :
2 — /2t +1
t 12t —+/2 2 1 2
—dt = / —-ﬂdt = — [ In(#> = V2t +1) + Ldt
2 —2t+1 2 2 -\2+1 2 2 —2t+1
Puis
1 1 1 ds 1
- dt= ——dat = — = \/5/ ds = V2 arctan s+ K
2 —V2+1 /(t—%i)u% s ) S H5V2 241

Soit 2 — V2t + 1) + 2arctan(vV2t — 1)) + K.

t 1
—dt=—(In
2 —V2+1 2( (

t 1
De méme : —dt:—<lnt2—|—\/§t—|—1 — 2arctan \/§t+1>+L.
/t2+\/§t+1 2 ( ) ( )

Ainsi,

212 11 2 — 2+ 1

—=——|In| ———— | 4+ 2arctan \/515—1 + 2 arctan \/515—{—1 + M
/1+t4 \/§2< <t2+\/§t+1 ( ) ( )
Et

w/2 400 212 D)
/ Vianz dxr = / = M
0 0

1+t 2




Correction Exercice IV.

1
1. Existence et calcul de / dx
V(1 —2)(1+ax)
Ezxistence :
On note ¢,(x) = (1 —z)(1 + ax) et fo(x) = L

(1—z)(14-az)

Pour que I'intégrale soit définie, il faut tout d’abord que ¢, soit strictement positive
sur ]0, 1[. Pour étudier cela, on distingue deux cas : a =0 et a # 0.

Sia=0, ¢(x) = (1 —x) qui est bien strictement positive sur |0, 1[.

Sia # 0, ¢, est un trinéme du second degré de racines 1 et —1/a. Si a < 0, ¢, est
positive hors de l'intervalle formé par ses racines, et ¢, est strictement positive sur
10, 1[ lorsque —1/a > 1, c’est-a~dire a > —1. Si a > 0, ¢, est positif dans I'intervalle
formé par ses racines, et ¢, est strictement positive sur ]0, 1[ lorsque —1/a < 0, ce
qui est satisfait.

On suppose donc désormais a > —1 et on peut passer a I’étude de 'intégrabilité.
En 0%, f, est définie.

En 17, il faut encore distinguer les cas a = 0 et a # 0. Si a = 0, alors f,(x) ~ —=
=

11—z’

qui est intégrable en 1~ par le critére de Riemann. Si a # 0, f,(x) ~ NAESIEn) 1)(1 7 81
1- —z)(1—a

a # —1, et ceci est intégrable par critére de Riemann. Si en revanche a = —1, alors
_ 1 _ 1 S : 2 —

falz) = Jor i qui n’est pas intégrable en 1.

En conclusion, l'intégrale est bien définie pour a €] — 1, 4+00].

Calcul :

On suppose ici que a # 0 car le cas a = 0 est (presque) évident.
On met ¢, sous forme canonique. Aprés calcul, on obtient

w:_a((ﬁgy)i(1;;)2)

et on effectue le changement de variable u = x + 2. Alors :

On note a = 1+“

14a

/fa )z = 2“\/_—

La suite du calcul dépend du signe de a.

Sia > 0, alors
! 1 2a du
Jw)de = — [
/Of(ff) ‘ \/a/la a? —u?

Puis, en posant u = aw, on obtient
[ ]1 1 ([« 1—a
arcsin v = — | = — arcsin
hﬂ VF- 1+a

/f“ dx_f
/Olfawx: ey

1—?}2

Sia <0, alors




Puis, en posant u = awv, on obtient

1 1 1 adv 1 /2 '
/o fa(w)dz = \/—_/ V=1  V-a oo+ V7= D) =

Soit
! 1 l—a 1—a?
a dx = 1 —1
/Of(x)w ’_—an(1+a+ <1+a)
+0o0 1
2. Existence et calcul de / dx
o (e"+1)(e*+1)

FEzxistence : Pas de probléme d’intégrabilité : I'intégrande est continue et positive ;
elle admet une limite finie en 0, et est intégrable en +oo grace au critére de Riemann.

Calcul :

+o0 +oo +oo x
1 1 e
dr = dr = ———dx
o (e®+1)(e*+1) o lH+er+er4+1 0o e +2er+1

Avec u = €*, cette derniére intégrale devient :

+oo 1 too g 1 1™ 1
— du= —  du= |- ==
. ur+2u+1 1 (u+1)2 u+1], 2

1

dx
ochx + 3shx + 4
Ezxistence : Pas de probléme d’intégrabilité : 'intégrande est continue et positive ;
elle admet une limite finie en 0, et est intégrable en +o00 grace au critére de Riemann.

+oo
3. Existence et calcul de /
0

Calcul : On commence par revenir a une écriture exponentielle :
1 1
Schx+3shax+4 = 5(5€x+56_x+36x—36_x+8) = 5(86904-26_96—}—8) = e "(4e* +de"+1)

eiE

e2r 4 4er 4+ 1

+oo
L’intégrale cherchée vaut donc / 1 dx, qui, apreés le changement de
0

variable u = €%, devient

/+°° 1 p /+°° du { 1 r’o 1
—_— U = _— = _— = —
1 4w+ 4du+1 L A u+ 1) 4(u+ 1) ) 6

Correction Exercice V.
+oo
Equivalent simple quand x tend vers +oo de e” / e dt

La fonction ¢ — e~ est continue, positive et intégrable sur [0, +oo[. En écrivant et =

—%(—Qt)e*tz et en intégrant par parties, on obtient :

+o0 1 +o00 —+o00 1 1 +o0 1
42 42 42 g2 2
dt = |—— - Rl = et gt
/x ‘ {21&6 L /m 212 21° /x 22"

Par théoréme de sommation des relations de comparaison,

AR Y 0 e
/ @ e_t dt = OJr / e_t dt)
z T—r+00 z

6

t2



Donc,

oo, 1 _ .
eVdt ~ —e®
z z—+o0o 21

et donc

2 [T 1
e’ e dt ~ —
z T—+00 20



