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Elimination vs Introduction

> Les régles d'élimination c'est mal :
» on ne sait pas laquelle choisir quand on cherche une preuve;
» ca fait intervenir des formules sans lien avec la conclusion;;
> Les régles d'introduction c’est bien :
» on sait laquelle choisir (sauf pour V)
» il n'y a rien a inventer pour |'appliquer (sauf pour 3)
» et on ne peut pas en déduire - L.

Calcul des séquents classique
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La coupure

NAEB TFA ﬂ(:ﬁ)

r=A

) ~ TFHA=B
res B
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La coupure

DATE TRA rrﬁi\\FBB(;”) [ A
cut ~ =
B LB (=)

> découpe une preuve en deux étapes, typiquement :

Théorie Lemme  Théorie, Lemme = Théoréme

(cut)
Théorie = Théoréme
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La coupure

DATE TRA m(;") [ A
cut ~ =
B LB (=)

> découpe une preuve en deux étapes, typiquement :

Théorie Lemme  Théorie, Lemme = Théoréme

(cut)
Théorie = Théoréme

» réduit les éliminations a des introductions dans les hypothéses

NnNAEC T,BEC
r'-Avse T,A-C T,BFC (Vg)
(ve) ~ THAVB NAVBEC
N-=c (cut)

r=cC
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Reégles gauches
Les régles suivantes sont dérivables en déduction naturelle :

LABEC A-FC T,B-C
(Ae) (Ve)
LAABEC AVBEC
r’-A TI,BFC r-A_ (Le)
nA=Brc ¢ r-arc ® FikcC
MA[t/x] - C NAEC  (xgVL(N)uVL(C))
3
MVxAFC °F raxA+ C )

chaque fois en utilisant les régles d'élimination sur les hypothéses via (ax)
~ Vérifiez bien que vous savez le montrer.

a partir de ce point on oublie les régles pour |'égalité :
on se concentre sur le contenu logique
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w THA TARC CABIIC o TEa G TAARA
cu ech) a ——  (cont
LJ TAFA r-c @ e arc T ArFA MLAFA
A T.BFC rA-B
(=5) — (=
NA=B~FC r’-A=B
— (L T
rirc ¢ rer ¢
FAFC rBFC FeA reB
— =
rarBrc " ranerc FFAAB ¢
MNAEC NBEC r-A r-B
v (Vao)
raverc @ r-ave " rrave
rea FAF L
r-ArL " Troa Y
M Ale/x] - C FEA  xgVL(N)
— (%) (va)
FVxAE C [ VxA
LAFC  xgVL(T,C) M Alt/x]
(30) — @
F3xAF C [ - 3xA
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Logique intuitionniste

Soit NJ le systéme de déduction naturelle sans régle pour |'égalité ni raisonnement
classique : (r.a.), (t.e.), etc..

Théoréme
rl—N_/A Ssirl—LJ A.

Démonstration: Les régles de NJ sont dérivables dans LJ et réciproquement. O

La logique intuitionniste, c'est ce qui est prouvable dans LJ (ou NJ, donc).

LJ n’est pas un systéme dans lequel on aimerait écrire des preuves,
mais c'est un systéme utile pour raisonner sur les preuves.
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De l'intérét d'éliminer les coupures

Théoreme (Constructivité)

» Une preuve dans LJ\ {(cut)} det= AV B donne une preuve de = A ou une preuve de - B.
» Une preuve dans LJ\ {(cut)} de = JyA donne un terme t tel que - Alt/y].

Théoréme (Sous-formule)

Toutes les formules qui apparaissent dans une preuve sans coupure de I = A, sont des
sous-formules des formules de T et de A.
(il faut considérer que A[t/x] est une sous-formule de VxA et IxA)

Théoreme (Recherche de preuve)

Si T = A est sans quantificateurs, 'ensemble des arguments sans coupures de conclusion T = A
est fini. (modulo une petite subtilité sur les régles structurelles)
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La coupure

Séquents classiques

Les régles de raisonnement classique sont avantageusement remplacées par une

extension du systéme :
on considére des séquents de la forme

Ay, ..., A Bq,..., B
a lire

« By V.-V B sedéduitde Ay A~ ANA, ».
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LK — . THFAA T,AFA rABT FA r-AA B, A
MAFAA (cut) S . = A (echg) [ (echy)
’ ’ re-A M B,ATEFA FEA,B A A
r-A MAAEA r-A r-AAA
- (aff, —  (con —— (aff, —  (con
rara ™™ Tara “% rean ™™ Traa
. .
rira ret.al?
rAFA rBrA r’FAA TFBA
(heg) (Mgd) (Aa)
rAABEA rAABEA r’EAAB,A
rAFA T,BFA M-AA r-B,A
(Ve) ————— (Vgg) = (Va)
rAVBEA rEAVB,A r’EAvVB,A
r-AA rAFA
r-Ara ' ® r--aa?
M At/x]F A rEAA  xgVL(T,A)
T wvAra P (¥a)
MVxAF A VXA, A

NLAFA  xgVL(T,A)
3
raxAk A (e)

M Alt/x], A

3
reaxaa Y
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[e]e]e} [e]e]e}

LK w THFAA TAFA
MLAFAA CEA
re-A MAAFA

—— (aff; — (con
rara ™ Trara <

— (L
rlrA (o)

rABFA
——— (no)
IAABEA
RAFA T,BFA
rAVBEFA
A A
r-ara ¢
MA[t/x] A
——— (%)
MVxAF A
MAFA  xgVL(T,A)
MaxAF A

(Ve)

)

(3¢)

Calcul des séquents intuitionniste

(cut

MAB,FA A A B,A
S ek T (echy)
FBAT A FEABAA
r-A F-AAA

—— (aff, — (con
reaa @™ Toaa

.
rknA(”

r-AA TFBA
Fr-AAB,A
A B,A
r-AvB,A
LA A
M- -AA
FTEAA  xgVL(T,A)
I VxA, A
M- Alt/x], A
M 3xA, A

(Aa)

(Va)

(=a)

(Va)

(34)
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Implication classique

Le connecteur = devient redondant : en posant A= B := AV B

A B,A r’-AA T,BFA

d) (=¢)

rFASB.A A= BFA

sont dérivables.

Calcul des séquents classique
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~» Montrez-le.
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Pause |

~ Prenez le temps de démontrer chacune des lois de De Morgan
(cf. Exercices 2 des deux feuilles précédentes)
dans ce nouveau systéme.
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Quelques remarques

» Les dualités de De Morgan se traduisent par une symétrie sur les régles gauches et
droites.

» On n’'a pas vraiment besoin de L : I'absurdité, c'est « F ».

» On obtient LJ en restreignant LK aux séquents avec au plus une formule a droite
(F'= L devient ' F).
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Logique classique
On dérive facilement :

rara ™ rara ™
-AF TF-AA @ Tra-a® ec
(cut) )
A FEAV-A

~ Montrez que chaque régle de raisonnement sur les valeurs de vérité est admissible dans LK

On note NK le systéme de déduction naturelle classique (NK = NJ + (r.a.)).

Théoréme
SiT l_NK A alors I’ l_LK A.

Démonstration: Les régles de NK sont admissibles dans LK. O

Théoréeme
SiThik AalorsT,=AbFnk L. EtsiT ik A alors T Eyk A

Démonstration: I suffit de prendre chaque régle de LK, de tout faire passer a gauche par
négation, et de montrer que cette nouvelle régle est admissible dans NK. O
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Teaser

La prochaine fois, on démontrera :

Théoréme
SiT = A est dérivable dans LK (resp. LJ) alors ce séquent est dérivable dans le méme
systéme sans (cut).
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De l'intérét d'éliminer les coupures
Théoréme (Sous-formule)

Toutes les formules qui apparaissent dans une preuve sans coupure de I = A, sont des
sous-formules des formules de I, A.

Corollaire

Le fragment propositionnel est décidable.
Mais on le savait.

Corollaire

Le systéme est cohérent

Mais on le savait.

C'est surtout intéressant si on parvient a étendre le résultat au systéme étendu avec les
axiomes de Peano.

~+ C'est ce qu'a fait Gentzen, qui a inventé LK pour ¢a.
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Version multiplicative
LK est équivalent a LK, :

FTEFAA T AFA
() (cut)

AFA L EA A

A BFA
NAABEA
MnAEA r Br A
rr'AvBr AN
r-A
E;:z(%)

(Ng)

(Ve)

—

1k

Lg)

(les regles structurelles, et celles pour la

Calcul des séquents intuitionniste

MA BT FA
MB,AT FA

O0000000e0000

F-A,A B,A

(echg) -, (echy)
FFA B AA

r-AA T'FBA

T FAAB,A A
r-AB,A

———— (4
r-AvB,A

(Na)

)
— (T
1 (T

r-A
—_— (L
r-1,A

d)

négation et la quantification restant les mémes)

Calcul des séquents classique
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Développement des axiomes

Si A n'est pas une formule atomique, on peut dériver |'axiome sur A A partir des
axiomes sur ses sous-formules :

ara™ B ara™
ABFARE T wara Y
(Ne) (Va)
ANBEAAB VxA = VxA

~> Faites-le pour les autres connecteurs et pour 3.

Les axiomes généraux sont donc dérivables a partir des axiomes atomiques :

—— (ax (ax)
XFX(a) OU  R(t1,...,tn) F R(t1,...,tn)

~~ Montrez, par induction sur A, que A+ A est dérivable
en n'utilisant que des axiomes atomiques.



Calcul des séquents classique
0000000000 e00

Réversibilité

Certaines régles sont réversibles :
si la conclusion est dérivable, alors les prémisses le sont.

Exemple

rAFB MAAEA MAFA T,BFA e
S —— ] —  (cont, \
rrase ") rara " T ravera Y AFA

Dans un argument ne comportant que des régles réversibles,
la conclusion est dérivable ssi les prémisses le sont.
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Complétude booléenne pour LK
Soit le systéme LKy constitué des régles :

(axo)

Xty X ZFZ, Y, Y

A BFC AFA T,BFA [-AA
L (Ag) (Vo)  ———— (%)
MAABFC MAVBFEA r-AFA
r’-AA TFBA [-AB,A A A
ha) & (Vo)  —————— (=d)
[-AAB,A [-AvB,A [F-A A

» unséquent Xi,..., X, Y1,..., Yg estvalide ssi {Xq,..., X} N{VY1,..., Yk} #0

toutes les régles sont réversibles

> tout séquent I = A (avec les connecteurs A, V et —) est la conclusion d'un
argument dont les prémisses ne contiennent que des formules atomiques

> en particulier si ' = A est valide alors les prémisses de cet argument sont valides,
donc prouvables par (axp)

v
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Elimination des coupures via la complétude

» [ K est correct : si [ F;x A alors ' = A est valide
» LKp est complet : si = A est valide si [, A
> or LKy est sans coupure
mais
» ca ne nous dit pas comment construire la preuve sans coupure

» c'est limité au cas propositionnel
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