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A-termes

L'ensemble A des A-termes est défini inductivement par :
A>s,t,...i:=x|Ax.s|st

oll x parcourt un ensemble infini dénombrable de variables V
et les occurrences de x dans s sont liées par |'abstraction A\x.s
Il faut voir ces termes comme codant des fonctions :

> \x.s abstrait la variable x dans s : c'est le code de x — s;

Ne pas confondre une expression dépendant d'une variable avec la fonction correspondante
(par exemple, x + 1 # y + 1, tandis que (x = x + 1) = (y = y + 1)).

> st est I'application du terme s au terme t;

» le calcul fait le lien entre les deux.



[-réduction

L'expression (Ax.s) t se réduit en s[t/x] (la valeur de s pour x = t).

Une analogie : si P est un polynéme en x et y, x — P associe a chaque valeur de x
le polynéme en y obtenu en remplacant x par sa valeur.



[-réduction

L'expression (Ax.s) t se réduit en s[t/x] (la valeur de s pour x := t).

Une analogie : si P est un polynéme en x et y, x — P associe a chaque valeur de x
le polynéme en y obtenu en remplacant x par sa valeur.

Plus formellement :
» On note s[t/x] le résultat de la substitution de t a x dans s.
On utilise I'a-équivalence pour éviter les captures de variables libres de t.
~ Pour fixer les idées : exercices 1 et 2.
» On appelle redex (pour reducible expression) toute expression de la forme (Ax.s) t.
» On dit que s[t/x] est le réduit de (Ax.s) t, et on note (Ax.s)t —g, s[t/x].

» La 3-réduction —4 est la plus petite relation compatible avec la syntaxe sur A
contenant —g,.



[G-réduction : définition

Définition
La -réduction —g est définie inductivement par :
> (Ax.s)t —3 s[t/x] pour tous s, t,x;
> sis —p s alors Ax.s =g Ax.s', st »gs'tetts—gts' pour tout t.

Autrement dit, s —3 s’ si et seulement si on peut dériver s — s’ par les régles
suivantes :

s— s s— s t—t
(Ax.s)t — s[t/x] Ax.s = Ax.s' st—s't st—st




Pause ! Ou est passée la logique ?
Considérons une grammaire de types fonctionnels simples :
ABC:=X|A—=B
et fixons une partition de V en ensembles V4 pour chaque type A.

Définition (A-termes simplement typés (a la Church))

Les termes typés sont définis inductivement comme suit :
» une variable x est du type A tel que x € V,;
> si s est de type B et x € V, alors Ax”.s est de type A — B;
> si s est de type A — B et t de type A alors st est de type B.

Ca vous rappelle quelque chose ?



Isomorphisme de Curry—Howard

Une preuve dans le systéme :

— (@ IAEB - rNFA=B THA o)
—_—— (=i €
BARA TS r-B
c'est la méme chose qu'un A-terme typé s (+ un ensemble de variables I' D VL(s)).
Mieux :
Lemme

Si s est de type B, t est de type A et x € Va alors s[t/x] est bien typé, de type B.

Démonstration: Par induction sur s. O

La B-réduction = I'élimination des coupures en déduction naturelle pour =.

On tirera ce fil plus tard : on étudie d’abord le A-calcul per se.



Exemples
Quelques termes :

> | = Ax.x (identité)
> K = Ax.\y.x (premiére projection)
> 0:=Ax.\y.y (deuxiéme projection)
> 1: =X .Ax.fx (identité sur les fonctions)
> o= A .Ag.Ax.f(gx) (composition)
> S = A.Ag A x.fx(gx) (composition un peu tordue)
> 2:= M. Ax.f(f x) (2éme itération)

Notations (économisons les parenthéses)

» onnote sty - tyi=(--(st1) )t

» |'application a priorité sur |'abstraction

AF g Ax.f x (g x) se lit /\f.{)\g,{)\x.{(fx) (gx)}}}



Exemples
Quelques termes :

> | = Ax.x
> K= Ax.)\y.x
> 0:= Ax.\y.y

> 1:= A .Ax.fx

> o= A.Ag.Ax.f(gx)
> S = M.Ag A x.fx(gx)
> 2:= A.Ax.f(fx)

Quelques réductions :

Is—=gs
Kst—g (Ay.s)t—ps
Ost—=glt—pgt

1s =g Ax.sx

(identité
(premiére projection

(deuxiéme projection

)

)

)

(identité sur les fonctions)
(composition)
(composition un peu tordue)
(2eme itération)

)

en choisissant f, g, x,y € V distinctes et & VL(s, t

Ah.ohh —g Ah.(Ag.Ax.h(gx))h
—3 Ah.Ax.h(hx) =2
Ssl —g (Mg xsx(gx)) !
=g Ax.sx (I x) =g Ax.sxx



Formes irréductibles
Jusque 13, on est toujours arrivés a un terme sans redex visible.
Définition
Un terme s € A est dit S-irréductible s'il ne contient aucun redex ou, de maniére
équivalente s'il n'y a pas de s’ t.q. s =g 5.
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Un terme s € A est dit S-irréductible s'il ne contient aucun redex ou, de maniére
équivalente s'il n'y a pas de s’ t.q. s =g 5.
Deux questions :

»> peut-on toujours se ramener a une forme irréductible ?

» un terme peut-il avoir plusieurs formes irréductibles ?



Formes irréductibles

Jusque 13, on est toujours arrivés a un terme sans redex visible.
Définition
Un terme s € A est dit S-irréductible s'il ne contient aucun redex ou, de maniére
équivalente s'il n'y a pas de s’ t.q. s =g 5.
Deux questions :
»> peut-on toujours se ramener a une forme irréductible ?
» un terme peut-il avoir plusieurs formes irréductibles ?
Considérons les termes :

> A= Ax.xx (auto-application)

Al =g ll =gl  A2-522 =5 h2(2h) =5 AhAx.2h(2hx)
=3 MAx.2h(h(hx)) =% AhAx.h(h(h(hx))) =4



Formes irréductibles
Jusque 13, on est toujours arrivés a un terme sans redex visible.
Définition
Un terme s € A est dit S-irréductible s'il ne contient aucun redex ou, de maniére
équivalente s'il n'y a pas de s’ t.q. s =g 5.
Deux questions :
> peut-on toujours se ramener a une forme irréductible? NON
» un terme peut-il avoir plusieurs formes irréductibles ?
Considérons les termes :
> A= Ax.xx (auto-application)
> Q=AA (boucle infinie)

AN =5 AN



Formes irréductibles
Jusque 13, on est toujours arrivés a un terme sans redex visible.
Définition
Un terme s € A est dit S-irréductible s'il ne contient aucun redex ou, de maniére
équivalente s'il n'y a pas de s’ t.q. s =g 5.
Deux questions :
> peut-on toujours se ramener a une forme irréductible? NON
» un terme peut-il avoir plusieurs formes irréductibles ?
Considérons les termes :
> A= Ax.xx (auto-application)
> Q=AA (boucle infinie)

AhAx.2h(2hx) =% Ah.Ax.2 h (h(hx))



Formes irréductibles
Jusque 13, on est toujours arrivés a un terme sans redex visible.
Définition
Un terme s € A est dit S-irréductible s'il ne contient aucun redex ou, de maniére
équivalente s'il n'y a pas de s’ t.q. s =g 5.
Deux questions :
> peut-on toujours se ramener a une forme irréductible? NON
» un terme peut-il avoir plusieurs formes irréductibles 7 pas évident
Considérons les termes :
> A= Ax.xx (auto-application)
> Q=AA (boucle infinie)

AhAx.2h(2hx) =% AhAx.h(h(2hx))



Formes irréductibles
Jusque 13, on est toujours arrivés a un terme sans redex visible.
Définition
Un terme s € A est dit S-irréductible s'il ne contient aucun redex ou, de maniére
équivalente s'il n'y a pas de s’ t.q. s =g 5.
Deux questions :
> peut-on toujours se ramener a une forme irréductible? NON
» un terme peut-il avoir plusieurs formes irréductibles 7 pas évident
Considérons les termes :
> A= Ax.xx (auto-application)
> Q=AA (boucle infinie)

~ Exercice 3.



Confluence

On va montrer qu'un terme se réduit a au plus une forme irréductible.
Il suffit de montrer que — g est confluente :

Définition
Soit — C A x A une relation binaire sur un ensemble A.

» On dit que — est fortement confluente si, chaque fois que a — a1 et a — ap, il
existe un a’ € A tel que a; — a’ et ap — 2.

> La fermeture réflexive et transitive de — est la plus petite relation réflexive et
transitive contenant — : on la note —*.

» On dit que — est confluente si —* est fortement confluente.

Alors si s —>}; t; et s —>; tr avec tj et tr irréductibles, on a nécessairement t; = t».



Réduction et substitution

Si on essaie de prouver la confluence forte pour — g, en regardant les cas possibles de couples
de réduction s — 51 et s =3 s, le cas du redex (par ex. (Ax.s) t —g s[t/x] et
(Ax.s)t = (Ax.s) t' avec t — 4 t’) nous améne étudier la réduction dans une substitution :

Lemme
» Sis —p s’ alors s[t/x] —p s'[t/x].

H / /
> Sit—pt alors s[t/x] —7% s[t'/x].
Démonstration: Par induction sur s. O
Il faut étendre 3 —% dans le deuxiéme cas : — 3 n'est pas fortement confluente (voir avec 2 (/1)).

Corollaire
Sis —h s’ ett =y t' alors s[t/x] =% s'[t'/x].

Mais si on cherche a regarder tous les cas possibles pour des réductions s =% s; et s =% s,
on s'y perd a cause de la transitivité.



Réduction paralléle

On utilise une méthode diie & Tait et Martin-Lof : on étend — 4 en une relation
contextuelle, en autorisant la réduction simultanée d'un nombre quelconque de redex.
Définition
La f-réduction paralléle =4 est définie inductivement par :

» s =3 s pour tout s € A\;

> sis =35 s alors Ax.s =g Ax.s,

> sisgs’ et t 25t alors st =g 't et (Ax.s)t =5 [t/ /x].

Autrement dit, s =33 s’ si et seulement si on peut dériver s — s’ par les régles
suivantes :

s—=s  t=t s— s s—=s  t=t

s—s (Ax.s)t — s'[t'/x] Ax.s — Ax.s' st—s't



Confluence forte de la réduction paralléle
Lemme
Sis = s’ ett =gt alors s[t/x] =5 s'[t'/x].
Démonstration: Comme pour —3. [
Théoréme
Sis =3 s ets =g s alors il existe s’ t.q. s1 =g s’ et sp) =g 5.

Démonstration: Par induction sur la définition de chaque réduction, en utilisant le lemme de
substitution dans les cas des redex. O

Corollaire
La B-réduction paralléle est confluente.
Démonstration: Une relation fortement confluente est toujours confluente.

~~ Exercice 4.
O



Church—Rosser
Définition
On appelle B-équivalence la fermeture réflexive, symétrique et transitive =g de —3
(c.-a-d. la plus petite relation d'équivalence contenant —g).

Théoréme
On as=gps ssiil existe t tel ques —% t ets' —5 t.

Démonstration:
» |l est facile de voir que —3 C =g, par induction sur —g.
» On aaussi =5 C —>’/§, par induction sur =2, et le lemme de substitution pour —>E.
> Donc —% = =37, et on obtient la confluence de — 4.
» Le fait que le théoréme s'en déduise est un fait général sur les relations binaires.
~ Exercice 5.

O



Formes normales et structure de téte

Par Church—Rosser, pour tout s € A'il y a au plus un t irréductible avec s =4 t :
on dit alors que t est la forme normale de s et on note t = N(s).

Lemme
Tout \-terme s peut s'écrire sous I'une des deux formes :
> 5= Axq. - M. (Ax.u) to - - - ty 2 on dit que (Ax.u) to est le redex de téte de s ;

> s=)Ax1. - Axp.xty .-ty : on dit que s est en forme normale de téte et que x est
sa variable de téte.

Démonstration: Par induction sur s. |
Corollaire
Un A\-terme s est irréductible ssi il s'écrit s = Axy. -+ Axp.x ty -« - ty, avec ty, ..., tx

irréductibles.



Réduction de téte
Définition
La f-réduction de téte —p, est définie par la seule étape :

AXq. - )\Xn.()\X.S) otk —=p, AXq. - )\Xn.S[tQ/X] t1 .-ty

Cette réduction est fonctionnelle : il y a au plus un s’ tel que s —p, s’

Lemme

Un \-terme s est normalisable de téte (c.-a-d. qu'il existe une forme normale de téte t
t.q. s =g t) ssi la suite des réductions de téte de s est finie.

Démonstration: Admis (pour I'instant). O

La réduction de téte peut mener a une autre forme normale de téte que t
(mais elle aura la méme structure de téte par confluence).



Réduction gauche
Définition
La f3-réduction gauche — 5, est définie inductivement par :
> sis —p, " alorss —p, s;
> 5 g, AX1.t s AXp Xty - -t -ty s

> s = Axq. - AX,. Xt - bk,
> f,'*)gg t!

it

> et t; est en forme normale pour 1 < j < i.

Théoréme

Si s admet une forme normale, alors s —%, N(s).

Démonstration: Par induction sur N(s), en appliquant le lemme sur la réduction de téte. O
On a donc une stratégie pour normaliser.

~~ Exercice 6.
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