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On considère le calcul des séquents classique LK réduit aux formules implica-
tives :

A,B, . . . ::= X | A ⇒ B .

Pour ce fragment, les règles de LK sont :

(ax)
Γ, A ` A,∆

Γ ` A,∆ Γ, A ` ∆
(cut)

Γ ` ∆

Γ, A ` B,∆
(⇒d)

Γ ` A ⇒ B,∆

Γ ` A,∆ Γ, B ` ∆
(⇒g)

Γ, A ⇒ B ` ∆

ainsi que les règles d’affaiblissement et contraction, plus les règles d’échange, qu’on
garde implicites.

On considère par ailleurs le système de déduction naturelle pour la logique
minimale implicative NM :

(ax)
Γ, A ` A

Γ, A ` B
(⇒i)

Γ ` A ⇒ B

Γ ` A ⇒ B Γ ` A
(⇒e)

Γ ` B

plus la règle d’échange, qu’on garde implicite (affaiblissement et contraction sont
admissibles dans ce système, avec la même preuve que pour le système du cours).

Dans la suite, on fixe une formule R quelconque. Pour toute formule A, on note
¬RA = A → R.

Exercice 1. Montrez A ` ¬R¬RA dans NM .

Exercice 2. Montrez que si R ` A est prouvable dans LK alors ¬R¬RA ` A
aussi.

On définit maintenant une traduction des formules et des séquents de la manière
suivante :

XR = ¬R¬RX

(A ⇒ B)R = AR ⇒ BR

(A1, . . . , An ` B1, . . . , Bk)R = AR
1 , . . . , A

R
n ,¬RB

R
1 , . . . ,¬RB

R
k ` R

Exercice 3. Montrez que pour toute formule A, ¬R¬RA
R ` AR est prouvable

dans NM .

Exercice 4. Montrez que si Γ ` ∆ est prouvable dans LK, alors (Γ ` ∆)R est
prouvable dans NM .
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