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1 Types simples et systéme F

Exercice 1. On définit le A-terme s = Az.z z \y.y.
1. Le terme s est-il typable avec des types simples ?

2. Donnez une dérivation de typage de s dans le systéme F' & la Curry.

2 Autour du systéme R

2.1 Préliminaire

Dans ce TD on s’appuie sur la notion de multiensemble fin.

On note [ay,...,a,] le multiensemble fini constitué des éléments ay,...,a, :
dans un tel multiensemble, 'ordre des éléments ne compte pas mais le nombre
d’occurrences de chaque élément est important (par exemple [a,b,b] = [b,a,b] #
[a,2]).

Si A est un ensemble, on note A' I'ensemble des multiensembles finis sur A.
On peut voir A' de maniére équivalente comme I’ensemble des listes d’éléments de
A quotienté par I'action des permutations; ou bien comme ’ensemble des fonc-
tions A — N, a support fini; ou encore comme le monoide commutatif librement
engendré par A.

On note [] le multiensemble vide et si @ = [ay,...,a,] et b = [by,...,b], on
note leur concaténation a ® b = (a1, ..., aQn,b1,. .., byl

2.2 Le systéme R

On va considérer des types de la forme A — B, ot B est un type et A est un
multiensemble fini de types.
Les types du systeme R sont donnés par :

R>AB,...:=X|[A,...,A,] > B
et un contexte de typage est une fonction I' : V — R' telle que I'(x) = [] pour
presque tout . On note I' = z1 : Ay,...,x, : A, lorsque les variables z; € VV sont

deux-a-deux distinctes, I'(z;) = A; et I'(y) = [| pour tout y & {z1,...,z,}. Si T
et I sont des contextes du systéme R, on note I' ® I'” la concaténation point par
point : (I' @ I')(z) = ['(z) @ I (x).



Les régles du systéme R sont les suivantes :

(var) F,x:[ll—s:B
- (
I'FXs: A— B

r:[AlFz: A A)

Fol_S:[Al,...,An]—)B Fll_t:Al Fnl_tAn
ly@---xl',Fst: B

(app)

Notez que dans le cas de la variable, 'hypothése de typage exige un multien-
semble singleton. Et dans le cas de 'application, on a autant de dérivations de
typage de 'argument que la taille du multiensemble & gauche de la fleche.

Exercice 2. Dans ce systeme, donnez tous les typages possibles de Az.x, de 0, de
letde 02

Exercice 3. Montrez que si T'g,x : [Ay,...,A,] F s : Bet T, -t : A; pour
1<i<nalorsT'y®---&T,F s[t/z]: B.
Exercice 4. Montrez la réduction du sujet :sil' - s: Aet s =5 s’ alors [' - 5" : A.

Le systeme R est une sorte de systéme de types avec intersubsection, dans
lequel on remplace I'opération idempotente (AN A = A) par une opération non-
idempotente (on a A®A # A). En particulier il admet la réciproque de la réduction
du sujet :

Lemme 1. SiT'F s : Aets =38 alorsT'Fs: A.

On admet ce résultat dans la suite.

2.3 Normalisation de téte

On va montrer que les termes typables dans le systéme R sont exactement les
termes normalisables de téte.

Exercice 5. Montrez que toute forme normale de téte est typable dans le systéme

R.

Si 7 est une dérivation de typage, la taille de 7w est le nombre #7 d’instances
de régles dans 7.

Exercice 6. Reprenez 'exercice 3, et montrez que si my est la dérivation de I'g, x :
[A1,..., Al F s B et m; est la dérivation de T'; - ¢ : A; pour 1 < i < n alors on
obtient une dérivation 7’ de 'y ® - -- @ '), b s[t/x] : B telle que #n' < 377 #m;.

Exercice 7. Montrez que si s —4, ', et si 7 est une dérivation de I' - s : A alors
il existe une dérivation 7’ de I' - s’ : A avec #7m > #n'.

Exercice 8. Déduisez de ce qui précéde que s est typable dans R ssi s est norma-
lisable de téte.



