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Teaser

Théoréme (Complétude)

Une formule A est un théoréme de la théorie T si et seulement si A est démontrable a
partir des axiomes de T.

Théoréme (Incomplétude)

Il n'y a pas de théorie :
» contenant suffisamment d’arithmétique,
> compléte,
» cohérente,
>

récursivement énumérable.
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Théoréme (Complétude)

Une formule A est un théoréme de la théorie T si et seulement si A est démontrable a
partir des axiomes de T.

Théoreme (Incomplétude)

Il n'y a pas de théorie :
» contenant suffisamment d’arithmétique,
> compléte,
» cohérente,
>

récursivement énumérable.

Parlons-en.
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siAc T alorsZ = A OnnotealorsZ = T.
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Théories

» Une théorie est un ensemble T de formules closes : les axiomes de T.

» Un modeéle de T est une interprétation qui valide les axiomes de T :
siAc T alorsZ = A OnnotealorsZ = T.
Exemple

Avec les symboles du produit - et de I'égalité =, on peut écrire les axiomes de la théorie
des groupes Tgroupes © associativité, existence d'un neutre, existence des inverses.
Alors un modéle de Tgroupes est... un groupe. Youpi!

» On dit que A est un théoréme de T si tout modéle de T valide A :
siZ = T alors Z = A. On note alors T = A.

Exemple

Tgroupes ): VX.Vy.VZ.X Y =XZ=>y=2Z.



Cohérence

» On dit qu'une théorie est cohérente si elle admet un modéle.

Lemme
T est cohérente ssi T [~ L.

Démonstration: Aucune interprétation ne valide L.
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Cohérence

» On dit qu'une théorie est cohérente si elle admet un modéle.
» On dit qu'une théorie T est incohérente si T |= L.

Lemme
T est cohérente ssi T [~ L. T est incohérente ssi, pour toute formule A, T = A.

Démonstration: Aucune interprétation ne valide L. O
On notera souvent T, A au lieude TU{A} et T, T  aulieude TU T".

Lemme
Ona T |E= Assi T,—A est incohérente.

Et donc T (£ Assi T,—A admet un modéle.

Exemple

Tgroupes = Vx.Ny.x -y =y - x parce qu'il y a des groupes non abéliens.
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» On dit qu'une théorie T détermine Asi T =Aou T = -A.
» On dit que A est indépendante de T si T ne détermine pas A.

» On dit qu'une théorie est compléte si elle est cohérente et qu'elle détermine toutes
les formules closes.



Complétude d'une théorie

» On dit qu'une théorie T détermine Asi T =Aou T = —A.

» On dit que A est indépendante de T si T ne détermine pas A.

» On dit qu'une théorie est compléte si elle est cohérente et qu'elle détermine toutes
les formules closes.

Exemple

La théorie des groupes est incompléte parce que la commutativité est indépendante des
axiomes des groupes : il y a des groupes abéliens et des groupes non abéliens.



Complétude d'une théorie

» On dit qu'une théorie T détermine Asi T =Aou T = -A.
» On dit que A est indépendante de T si T ne détermine pas A.

» On dit qu'une théorie est compléte si elle est cohérente et qu'elle détermine toutes
les formules closes.

Exemple

La théorie des groupes est incompléte parce que la commutativité est indépendante des
axiomes des groupes : il y a des groupes abéliens et des groupes non abéliens.

Si 7 est une interprétation de la signature X, la théorie de 7 est I'ensemble des formules
closes vraiesdans Z : Tr = {A € Fx | T = A}.

Lemme

Tt est toujours compléte.

Démonstration: On a toujours Z = Aou Z | —-A (et Z = Tx). O



Deux théorémes

Théoréme (Compacité)

Une théorie T est cohérente ssi toute partie finie de T est cohérente.

Théoreme (Lowenheim—Skolem)

Si le langage de T est dénombrable et T est cohérente alors T admet un modéle dont
la trame est finie ou dénombrable.
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~~ Exercices.



