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1 Lowenheim—Skolem ascendant

On va montrer que si une théorie admet un modéle infini, alors elle admet un
modéle de cardinal arbitrairement grand.

Exercice 1. Soit 7 une théorie sur la signature >, M un modéle infini de T et
E un ensemble quelconque. On note ¥ la signature obtenue a partir de ¥ en
ajoutant un symbole de constante ¢, pour chaque e € E, et Tg la théorie obtenue
a partir de 7 en ajoutant I’axiome c. # c¢; pour tous e # f € E.

1. Montrez que Tz est cohérente.

2. Déduisez-en que T admet un modéle Mg tel que F s’injecte dans | Mg|.

2 Morphismes

Soient Z et J deux interprétations de la signature . Un Y-morphisme de T
dans J est une fonction ¢ : |Z| — |J| telle que :

— Pour chaque symbole de fonction n-aire f et pour ai,...,a, € |Z| on a
o(fz(ar,. .. an)) = f7(d(ar), ..., ¢(an)).
— Pour chaque symbole de relation n-aire R (sauf =) et pour ay,...,a, € |Z|

on a (aiy,...,a,) € Ry ssi (¢(ay),...,d(a,)) € Ryt
On note alors ¢ : Z 3 7.

Exercice 2. On se donne la signature ¥,,, et la théorie G de la feuille d’exercice
précédente. Soient H et K deux modéles de G et ¢ : |H| — |K| telle que, pour

tous a,b € |H|, ¢(a -y b) = ¢(a) -k ¢(b). Montrez que ¢ : H Rigye

Exercice 3. Montrez (sur une signature quelconque) que la composition de deux
morphismes est un morphisme.

Exercice 4. Montrez quesi ¢ : 7 27 alors, pour tout environnement e : V — |Z|,
et pour tout terme t sur X, on a ¢([t]z.e) = [t]7.poe-

3 Structures isomorphes

Un X-isomorphisme est un ¥-morphisme bijectif.

1. On exclut = sinon tous les morphismes sont injectifs.



Exercice 5. Avec une constante ¢, une opération binaire m et une relation binaire
R en plus de I'égalité, vérifiez que les structures :

— |Z| =R, ¢z =0, mz(a,b) = a+b et aRzb ssi a < b;
— |JT| =10,+00[, cs =1, ms(a,b) =a x bet aRzb ssi a < b;
sont isomorphes.
Exercice 6. Montrez que la composition de deux isomorphismes est un isomor-
phisme, et que I'inverse d’un isomorphisme est un isomorphisme.
Exercice 7. Soit ¢ : 7 = J un X-isomorphisme.

1. Montrez que pour tout environnement e : V — |Z|, et pour toute formule A sur

Y,onaZ el AssiJ, ¢poe = A

2. Déduisez-en que deux structures isomorphes valident les mémes formules closes :
elles ont la méme théorie.

4 Modéles finis

Exercice 8. Soit 7 une théorie dont les modéles sont deux-a-deux isomorphes.
Montrez que tous les modéles de T sont finis et de méme cardinal.

Exercice 9. Soit Z une interprétation finie de ¥ (contenant au moins le symbole
d’égalité). Montrez que tous les modéles de la théorie de Z sont isomorphes a Z.



